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I. 

narstellniigr  der  greometrlsclien  Ter- 
wandtschafften  mittels  proJektlTlscher 

OebUde. 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz,  , 

Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt 
(Fortsetzung  der  Abhandlung  Theil  VII.  Nr.  XIII.) 


Die  Verwandtschaften  der  Collineation  und  der 

Reciprocität 

§.  19. 

Man  denke  sieb  wieder  in  der  Ebene  6  2wei  Strabibüschei 
By  B'  oder  zwei  Gerade  A,  A\  und  in  der  Ebene  S^  zwei  Strahi- 
büschei  Ä  ,  Bi  oder  zwei  Gerade  A^ ,  A\  gegeben ;  es  seien  der 
Reihe  nach  a,  6,  c,  rf,  ^ . . .  und  a',  6',  c'^  äl,  «'...;  a,  6,  t.  b,  e  . . . 
und  a',  b',  c',  h\  e^..;  «i,  6^,  e^,  d^,  g^...  und  a\,  ö\,  c\, 
^  ^K'^^'Ai}^}'  ^,  Cy&i,  Ci...  und  a'i ,  b'i ,  c'i,  ö'i,  e'i  . . .  die- 
jenigen (Strahlen-  und  Punktenpaare  dieser  Gebilde^  welche  resp 
durch  die  beliebigen  Punkte  o,  b,  c,  b,  e. ..  ;  die  beliebigen  Ge^ 
raden  a,  6,  c,  rf,  e...  der  Ebene  S,  und  durch  die  beliebigen 
Punkte  Ol,  bi,  Cj,  bi,  ^i . . .  und  die  beliebigen  Geraden  Ci,  Ä^,  Ci, 
dl,  «1...  der  Ebene  €i  bestimmt  werden  oder  diese  selber  erst 
bestimmen;  und  zwar  seien  e,  e';  e,  e';  ^^  e\t  h>  ^\  die- 
jenigen zwei  Elemente  dieser  vier  Paar  Gebilde^  wel- 
che jedesmal  mit  dem  gemeinschaftlichen  Strahlender 
Durchschnitte  derselben  zusammenfallen.  »Sund  nun  die 
Ebenen  (£ ,  Si  durch  irgend  zwei  dieser  vier  Paar  Gebilde  derge- 
stalt auf  einander  bezogen,  dass  entweder 


Theil  VIII. 


a)  B  (a,  6,  c,  d,  «.•.)  =  Äi  (oi,  Ai,  Cj,  di,  «i...)  und 

/3)  ^  (a,  b,  c,  fc,  e...)  =  ^1  (Ol,  61,  Ci,  bi,  fi...)  und 
Ä  (a',  r,  c',  b',  e'..  )  =  ^'i(a'i,  b'i,  c'i,  b'i,  e'i...);ode"^a'>«^ 

y)   JB  (a,  6,  c,  dy  e...)=  -^i  («i>  bi>  ^i'  ^1»  ^i"0  «"* 
fi'  (a,  6',  c',  cT,  c'...)  =  Äy  (a'i,  b'i,  c'i,  b'i,  e'i...)  ist, 

indem  das  den  Gebilden  der  einen  Ebene  gemein- 
scbaftlicbe  Element  dem  den  Gebilden  der  anderen 
Ebene  gemeinschaftlichen  Elemente  entspricht;  so 
wird  die  neue  Art  geometrischer  Verivandtschait,  in  welche  hier- 
durch die  Ebenen  €,  öi  und  die  Systeme  ihrer  Elemente  treten, 
im  Falle  «)  und  jQ  mit  dem  Namen  der  Collineation,  und  Im 
Falle  y\  mit  dem  der  Reciprocität  bezeichnet;  und  man  sagt: 
diese  Ebenen  und  Systeme  sind  collinear-  oder  reciproK- 
verwandt. 

Aus  dieser  Deflnition  und  dem  in  Nro.  XXX.  des  4ten  Theils 
des  Archivs.  Einl.  5.  entwickelten  Satze  ergibt  sich  nun  auf  den 
ersten  Anblick  das  bekannte  Theorem : 

1.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  je  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  collinear-  oder  reciprok  -  verwandt,  so  ist 
eine  jede  derselben  mit  einer  jeden ,  und  namentlich 
auch  die  erste  mit  der  letzten  collinear-  oder  reciprok- 
ver  wandt. 

Noch  mehr:  denkt  man  sich  in  jener  Reihe  von  Ebenen  je 
zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  geometrisch  verwandt  über- 
haupt, aber  so,  dass  das  Hauptdreieck  einer  jeden  Ebene  nicht 
nur  oem  Hauptdreiecke  der  ihr  vorangehenden ,  sondern  auch  dem 
der  ihr  nachfolgenden  Ebene  zugeordnet  ist  —  was  im  Allgemeinen 
nicht  nothwenäig  ist,  indem  eine  jede  Ebene  in  Bezug  auf  die 
vorangehende  und  die  nachfolgende  zwei  verschiedene  Hauptdrei- 
ecke haben  kann  —  und  sind  z.  B.  der  Reibe  nach  P,  P,  P"\ 
P.,P^,P\\  BiuBihB^in  PnhPuhP^mi  Bif,B'iv,jr'iv..\ 
die  zugeordneten  Hauptlinien  und  Hauptpunkte  der  Ebenen 
S  (g  ^kii  ^iih  ^ir««»;  ®ö  werden  sich  emerseits  in  den  betref- 
fenden Gebi^den'fi,  A,  Än,  Bin,  Aiy...  die  Elem^ie  P",  P^u 
B"u,  Piih  B"iv*"j  andererseits  m  den  Gebilden  />',  /T^,  Aiu 
Bxiu  A'ir*..    die  Elemente  P" ,  Pj,   B"ii,  Pm,  B'^jy...  ent- 


renden  ixeoiiaen  j> ,  ^  ib  ^  if ...  u«?  jLiit7ii.^ui,^j  ,  ^  n,  ^i^  ...^ 
d.  h.  die  den  Gebilden  der  Iten,  3ten,  5ten . . .  Ebene  gemeinschaft- 
lichen Elemente  in  beider  Hinsicht  sich  entsprechen;  und  dasselbe 
gilt  von  denen  der  2ten,  4ten,  6ten...  . 

2.  Sind  in  einer  Reihe  von  Ebenen,  in  bestimmter 
Ordnung  genommen,  je  zwei  unmittelbar  aufeinander 
folgende  geometrisch  verwandt  überhaupt,  jedoch  so. 


dass  jede  dieser  Ebenen  in  Bezug  auf  die  ihr  folgen- 
de das  nämliche  Hauptdreieck  als  in  Bezug  aui  die 
ihr  vorangehende  besitzt^  so  sind  je  zwei  alterntrende 
Ebenen  dieser  Reihe  oder  Oberhaupt  je  zwei,  welche 
beide  zwei  Stellen  von  ungerader' oder  von  gerader 
Zahl  einnehmen,  collinear-  oder  reciprok- verwandt. 


§.    20. 

Sind  die  Gebilde  B,  B'  oder  Ay  A'  der  Ebene  S  projektivisch, 
80  sind  auch  die  Gebilde  JBj,  B'g  oder   A^y  A\   der  Ebene  81 

Srojektivisch ,  und  wenn  nun  in  dem  gemeinschaltlichen  Elemente 
er  beiden  ersteren  zwei  entsprechende  Cy  ß'  oder  e,  e'  sich  ver- 
einigen,  so  werden  den  letzteren  auch  in  den  beiden  anderen  Ge- 
bilden zwei  Elemente  e^y  e\  oder  Ci,  e'i,  die  sich  vereinigen, 
entsprechen  müssen.  Nun  aber  bestimmen  die  Punkte  einer  jeden 
Geraden  der  einen  Ebene  zwei  perspectivische  Strahlbüschel  By 
Bfy  und  die  Strahlen  eines  jeden  -Punktes  zwei  perspektivische 
Gerade  Ay  A',  und  umgekehrt ;  also  folgt : 


1. 


cc.  In  je  zwei  collinearen 
Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einem  jeden  Punkte 
der  einen  ein  Punkt  der 
anderen,  sondern  auch 
einer  j^eden  Geraden  der 
einen  Ebene  eine  Gerade 
der  anderen. 


ß.  In  je  zwei  collinearen 
Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einer  jeden  Geraden 
der  einen  eine  Gerade  der 
anderen^  sondern  auch 
einem  jeden  Punkte  der 
einen  Eoene  ein  Punkt  der 
anderen. 


y.  In  je  zwei  reciproken  Ebenen  entspricht  nicht 
nur  einem  jeden  Punkte  der  einen  Ebene  eine  Gerade 
der  anderen«  sondern  auch  einer  jeden  Geraden  der 
ersteren  ein  Punkt  der  zweiten. 


2. 


0.  £iner  jeden  Geraden 
und  deren  Punkten  ent- 
spricht wieder  eine  Gera- 
de-und  deren  Punkte;  und 
einem  jeden  Punkte  und 
dessen  strahlen  entspricht 
wieder  einPunkt  und  des- 
sen Strahlen. 

y.    Einer  jeden   Gerade 
spricht   ein    Punkt   und   de 
jedeÄ    Punkt    und   dessen 
Gerade  und  deren  Punkte. 


ß.  Einem  jeden  Punkte 
und  dessen  Strahlen  ent- 
sjiricht  wieder  ein  Punkt 
u.nd  dessen  Strahlen;  und 
einer  jeden  Geraden  und 
deren  Punkten  entspricht 
wieder  «ine  Gerade  und 
(deren  Punkte. 

n  und  deren  Punkten  ent- 
ssen  Strahlen;  und  einem 
Strahlen   entspricht  eine 
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3. 

N  u  und  ß. 

In  jeder  der  beiden  Ebenen  gibt  es  eine  Gerade, 
welche  der  unendlich  entfernten  CTeraden  der  anderen 
Ebene  entspricht. 

/.  In  leder  der  beidenEbenen  gibt  es  einen  Punkt, 
welcher  der  unendlich  entfernten  Geraden  deranderen 
Ebene  entspricht. 

Eine  jede  der  beiden  so  eben  unter  a  und  ß,  genannten  Ge- 
raden soll  die  Achs^e  der  betreffenden  Ebene,  und  ein  jeder 
der  beiden  unter  y,  genannten  Punkte  soll  der  Mittelpunkt  der 
Ebene  beissen. 


4. 


OL 


und  ß. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Achsen  bei- 
der Ebenen  sind  entsprechende  Punkte.        ' 


5. 

«  und  ß. 


Allen  Geraden,'  welche  mit  der  Achse  der  einen 
Ebene  parallel  sind,  entsprechen  solche,  welche  ihrer- 
seits mit  der  Achse  der  anderen  parallel  laufen. 


§.   21. 

Da  in  er.  je  zwei  entsprechende  Gerade  in  Ansehung  der 
Punkte,  in  denen  sie  von  den  projektivischen  Strahlbüscheln 
By  Bi  (oder  B,  B\)  geschnitten  werden,  ebenfalls  projektiyisch 
sein  müssen,  und  da  die  Punkte,  in  denen  2wel  Paar  entspre- 
.chende  Geraden  sich  schneiden,  entsprechende  Punkte  sind;  so 
werden  auch  irgend  zwei  entsprechende  Strahlbüschei  —  indem  man 
sie  sich  von  irgend  zwei  entsprechenden  Geraden  durchschnitten 
denkt  —  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  projek- 
tivisch  sein  müssen ;  und  ähqlicb  verhält  es  sich  in  ß,  und  y. 


1. 


a. 


In  zwei  collinearen 
Ebenen  sind  je  zwei  ent- 
sprechende Gerade  in  An- 
sehung ihrer  entsprechen- 
den Punktenpaare,  und  je 
zwei  entsprechendeStraliK 
büschel  in  Ansehung  ihrer 
entsprechenden  Strahlen- 
paare projektivisch; 


ß.    In 
Denen 


zwei  collinearen 
Ebenen  sind  je  zwei  ent^ 
sprechende  Strahlbüschei 
inAn sehung  ihrer  entspre- 
chenden Strahlenpaare, 
und  je  zwei  entsprecnende 
Gerade  in  Ansenung  ihrer 
entsprechenden  Punkten- 
paare projektivisch; 


oder : 

« 

das  Doppelyerhältoiss  -^i^,    welches  «durch    irgend 

Tier   Packte  a,  h,  c,  ^   einer   Geraden  bestimmt  wird, 

ist  gleich   dein  Doppelverhältnisse  A-^:r^4  welches 

durch  die  entsprechenden  Punkte  üi,  bi,  fi,  O^  bestimmt 

wird;  und  das  DoppeWerhäitniss   -; — 7— : -t — n  >    wel- 

*^  "^  sin.oc    siu.oa 

ches    irgend   vier   Strahlen    a,  b,  c,  d   eines    Punktes 

bestimmen,    ist    gleich    dem    D  o  ppe  1  v  e  r  h  al  tnisse 

'" *    ^ ^  ;    .    '■  /  /- j    welches   die  entsprechenden  Strah- 
sin  'ViCi     sin .  0]»! 

len  Oifbi,  Ci,  di  bestimmen. 

y.  Jede  Gerade  der  einen  von  zwei  reciprok- ver- 
wandten Ebenen  ist  mit  dem  entsprechenden  Strahl- 
büschei  der  anderen,  und  jedes  Strahlbiischel  der 
ersten  ist  mit  der  entsprechenden  Geraden  der  zwei- 
ten Ebene  •»  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Ele- 
mentenpaare projectivisch; 

oder  : 

das  Doppelverhält niss  -r-:  7-,  welches  in  irgend  einer 

von  beiden  Ebenen  durch  vier  beliebge  Punkte  a,  b,  c,  5 
einer  Geraden  bestimmt  wird,  ist  gleich  dem  Doppel- 

verhältnsse  ^!°' ,^  ^;    .    '?^^,    welches    durch    die  ent- 

sm .  öl  Ci    sio  .öidi 

sprechenden  Strahlen  a^,  6^,  €%,  d^  der  anderen  E.ben'e 

bestimmt  wird. 

Aus  diesem  Satze  und  aus  der  Definition  der  Collineation  und 
Reciprocität  ergibt  sich  nun  sofort: 

2. 


a.  Ist  dieVerwandtschaft 
der  Collineation  zweier 
Ebenen  (£,  S^  durch  zwei 
Paar  projektiv!  sehe  Strahl- 
büschel B,  Bi  und  B',  B\ 
bestimmt  ,  so  bleibt  die 
Beziehung  der  Ebenen  und 
ihrer  sämmtlichen  Ele- 
mente zu  einander  unvej- 
ändert,  wenn  man  jene  zwei 
Paar  Strahlbüschei  l)  ent- 
weder mit  zweibeliebigen 
anderen  Paar  entsprechen^ 
den  Strahlbüscheln ,  oder 
2)  mit  irgend  zwei  Paar 
entsprechenden     Geraden 


ß,  Ist  die  Verwandtschaft 
der  Collineation  zweier 
Ebenen  S,  <£i  durch  zwei 
Paar  projektivische  Gera- 
de A,  Al  und  A',  A\  be- 
stimmt, so  bleibt  die  Be- 
ziehung der  Ebenen  und 
ihrer  sämmtlichen  Eie 
mente  zu  einander  unver- 
ändert, wenn  man  je  zwei 
Paar  Geraden  1)  entweder 
mit  zwei  beliebigen  ande- 
ren Paar  entsprechenden 
Geraden,  oder  2)  mit  irgend 
zwei  Paar  entsprechenden 
StrahlbüschelnbeiderEbe- 
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beider  Ebenen  vertausch t^ 
und  die  entsprechenden 
Strahlen-    oder   Punkten- 

iaare  derselben  als  pro- 
öktivisch  entsprechende 
etrachtet;  und  daher  3) 
sind  je  zu^ei  im  Sinne  von 
ä.  CO  1  linear  -  verwandte 
Ebenen  zugleich  auch  im 
Sinne  von/?,  coilinear-ver- 
wandt 


nen  vertauschtj  und  die 
entsprechenden  Punkten- 
oder Strahlenpaare  der- 
selben als  projektivisch 
entsprechende  betrachtest; 
und  daher  3)  sind-  1e  zwei 
im  Sinne  von  /3.  coilinear- 
verwandteEbenen  zugleich 
auch  im  Sinne  von  o.  colli- 
near-verwandt. 


y.  Ist  die  Verwandtschaft  der  Reciprocltfit  zweier 
Ebenen  €,  $i  durch  zwei  Strahlbüschel  i9>  J7  df{  er- 
sten und  zwei  mit  denselben  projektivische  Gerade 
A'^  f  A\  der  zweiten  Ebene  bestimmt^  so  bleibt  die  Be- 
ziehung der  Ebenen  und  ihrer  sämmtlichen  Elemente 
zu  einander  unverändert,  wenn  man  1)  jene  zwei 
Strahlbüschel  mit  irgend  zweianderen  Stranlbüscheln 
der  Ebene  C  und  diese  zweiGeraden  mit  den  entspre- 
chenden Geraden  der  Ebene  Si,  oder  2)  jene  zwei 
Strahlbüschel  mit  irgend  zwei  Geraden  der  Ebene  C 
und  diese  zwei  Gerade  mit  den  entsprechen  den  St  rah  1- 
büscheln  der  Ebene  Si  vertauscht,  und  die  entsprechen- 
den Elementenpaare  der  neuen  Gebilde  als  projekti- 
visch entsprechende  betrachtet;  und  daher  3)  spieleti 
beide  Ebenen  in  dieser  Beziehung  zu  einander  durch- 
aus eine  und  dieselbe  Rolle. 

Da  nun  zwei  projektivische  Gebilde  vollkommen  bestimmt 
sind^  sobald  irgend  dfrei  Paar  entsprechende  Elemente  aerselben 
gegeben  sind ,  so  folgt  aus  dem  letzten  Satze : 


3. 

Die  Verwandtschaft  der  Collineation  zweier  Ebe- 
nen ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  entweder  irs^end 
vier  Paar  entsprechende  Punkte  oder  irgend  vier  Paar 
^utspi^echende  Gerade  derselben  gegeben  sind. 

Die  Verwandtschaft  der  Reciprocltät  zweier  Ehe* 
nen  ist  vollkommen  bestimmt,  sobald  in  einer  von  bei- 
den Ebenen  irgend  vier  Punkte  und  in  der  anderen  die 
denselben  entsprechenden  Geraden  gegeben  sind. 

Und  zwar  kann  man  in  zwei  Ebenen  vier  Elemen- 
tenpaare beliebig  annehmen  und  dann  festsetzen,  die 
Ebenen  sollen  collinear-  oder  reciprok  -  verwandt, 
und  jene  vier  Elementenpaare  sollen  entsprechende 
sein. 

Ist  itt  der  Ebene  S  irgend  eine  Involution  von  Punkten  oder 
Strahlen  gegeben,  z.  B.  ist 

^<«>  >>  c,  %...  o',  V,  c',  b'...)  =  A'  («',  b',c',  0'...  a,  t,  c,  0. .--)>' 


80  folgt  aus  1.  z.  B..fdr  collineare  Eheneo : 

=  ^'  (tt',  b',  c*,  0-.  Oj  6,  f,  5...)  =  iili  (a'i,  k't,  i'i,  5'i...  a^,  bi,  Ci,bi...)> 
also 

u.  s.  w. 


4. 

In  zwei  collinear  •  verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen  der 
einen*Ebene  wieder  eine  Involution  von  Punkten  oder 
8trahlen  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder  Haupt* 
^strahlen  der  ersteren  entsprechen  die  Hauptpunkte 
oder  Hauptstrahlen  der  letzteren,  und  daher  entspre« 
chen  je  vier  harmonischen  Punkten  oder  Strahlen  der 
einen  Ebene  wiederum  vier  harmonische  Punkte  oder 
Strahlen  der  anderen. 

In  zwei  reciprok  •  vewandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Involution  von  Punkten  oder  Strahlen 
der  einen  Ebene  resp.  eine  Involution  von  Strahlen 
oder  Punkten  der  anderen;  den  Hauptpunkten  oder 
Hauptstrahlen  der  ersteren  entsprechen  die  Haupt* 
stranlen  oder  Hauptpunkte  der  letzteren;  und  daher 
entsprechen  je  vier  harmonischen  Punkten  oder 
Stranlen  der  einen  Ebene  vier  harmonische  Strahlen 
oder  Punkte  der  anderen. 

Da  zwei  projektivische  Gerade  ähnlich  sind,  wenn  deren  un- 
endlich entfernte  Punkte  sich  entsprechen,  so  folgt  aus  4.  des  vo- 
rigen Paragraphen  und  aus  1.  des  jetzigen: 

5. 

In  zwei  collinear-verwandten  Ebenen  sind  je  zwei 
entsprechende  Gerade,  welche  mit  den  Achsen  paral- 
lel laufen,  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkten- 
paare projektivisch-ännlick. 


§.  22. 

Man  denke  sich  in  einer  von  zwei  collinear-verwandten  Ebe- 
nen £>  Si9  z.  B*  in  <£,  alle  diejenigen  Geraden  a,  6,  c,  <Z..., 
welche  auf  der  Achse  derselben  senkrecht  stehen;  »o  entspre- 
chen denselben ,  als  Parallelen ,  lauter  solche  Linien  in  <f  i,  welche 
sich  in  einem  und  demselben  Punkte  der  Achse  von  QE^  schneiden« 
luid  umgekehrt :  jedem  Strahle  dieses  Punktes  entspricht  eine  von 
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jenen  Senkrechten.    Denkt  man  sich  also  denjenigen  Strahl  dieses 
Punktes,  welcher  auf  der  Achse  von  S^  senkrecht  ist,  so  folgt:' 

1.  In  zwei  collinearen  Ebenen  gibt  en  allemal 
zwei,  aber  auch  nur  zwei,  entsprechende  Gerade,  de- 
ren jede  auf  der  betreffenden  Achse  senkrecht  steht. 

Jetzt  denke  man  sich  in  (£  irgend  zwei  Gerade,  welche  einen 
spitzen  Winkel  tp  einschliessen ,  und  zugleich  die  beiden  Schaaren 
sämmtlicher  Geraden ,  welche  mit  jenen  zweien  parallel  laufen ;  so 
entsprechen  diesen  zwei  Schaaren  m  S^  zwei  Strahlbüschel,  deren 
Mittelpunkte  m,  n  auf  der  Achse  liegen;  und  denkt  man  sich  über 
der  Strecke  mn,  als  Sehne,  einen  Kreis  construirt,  welcher  des 
Winkels  (p  fähig  ist,  so  müssen  je  zwei  Strahlen  dieser  Strahlbü- 
schel, welche  sich  auf  der  Peripherie  dieses  Kreises  schneiden,  zwei 
zu  jenen  beiden  Parallelen -Scnaaren  gehörige  Gerade  entsprechen. 
Offenbar  aber  gibt  es  zwei  solche  Kreise,  welche  symmetrisch  auf 
beiden  Seiten  der  Achse  liegen;  und  nur,  wenn  9  kein  spitzer, 
sondern  ein  rechter  Winkel  isjt,  fallen  beide  in  einen  einzigen  zu 
sammen« 

2.  Sind  in  einer  von  zwei  collinearen  Ebenen  ir* 
gend  zwei  Richtungen  gegeben,  so  gibt  es  in  derselben 
unzählige  Paare  vonGeraden,  welcne  jene  Richtungen 
haben,  und  deren  entsprehende  in  der  anderen  Ebene 
denselben  Winkel,  als  Jene,  einschllesen;  und  zwar 
liegen  die  Durchschnitte  dieser  entsprechenden  Gera- 
den auf  zwei  congruenten  Kreisen,  welche  einander  in 
zwei  Punkten  der  Achse  schneiden. 

Es  seien  endlich  A,  B,  C  drei  beliebige  Gerade  der  Ebene 
S,  von  denen  A  und  B  den  spitzen  Winkel  (p;  B  und  C  den 
spitzen  Winkel  tf;;  A  und  C  den  Winkel  {(p  +  iff)  einschliessen; 
den  drei  Schaaren  Gerader,  welche  mit  A,  B,  C  parallel  sind, 
entsprechen  in  S^  drei  Strahlbüschel ,  deren  MittelpunKte  m ,  n,.i 
auf  der  Achse  von  S^  liegen;  und  beschreibt  man  auf  beiden  Seiten 
der  Achse  über  der  Strecke  mn  einen  des  Winkels  y,  und  über 
der  Strecke  ni  einen  des  Winkels  1/;  fähigen  Kreis,  und  verbindet 
irgend  einen  Durchschnitt  dieser  Kreise ,  welcher  ausser  der  Achse 
liegt,  mit  den  Punkten  m,  n,  ^  durch  die  Geraden  ai,bi,  Ci,  so 
müssen  den  letzteren  in  Ö.  drei  solche  Gerade  a,  6,  c  entsprechen, 
welche  beziehlich  mit  A,  B ,  C  parallel  sind  und  also  paarweise 
die  Winkel  <p,  1/;,  ((p+'^)  einschliessen.  Liegt  nun,  wie  in  Taf.  I. 
Fig.  1.,  der  Punkt  n  zwischen  ni  und  ö,  so  hat  nur  der  Durchschnitt 
solcher  zwei  Kreise,  deren  Mittelpunkte  auf  einerlei  Seite  der  Achse 
liegen,  die  Eis^enschaft ,  dass  die  von  ihm  ausgehenden  Linien 
«1  >  §1^  ^1  <1'®  ^rei  Winkel  q),  1/;,  ((p+f)  einschliessen;  liegt  aber 
der  Punkt  n  ausserhalb  m  und  ^,  wie  in  Taf.  I.  Fig.  2.,  so  Kommt 
dieselbe  Eigenschaft  nur  dem  Durchschnitte  solcher  zwei  Kreise  zu, 
deren  Mittelpunkte  auf  verschiedenen  Seiten  der  Achse  liegen.  In 
jedem  anderen  Falle  nämlich  erhält  man  die  drei  Winkel  9,  if;, 
(9)— 1|^).  Es  gibt  also  in  (E^  allemal  zwei  Punkte  *i,  iSi, 
von  welchen  aus  man  dreiGerader7i,6i,Ci  ziehen  kann, 
welche  mit  einander  dieselben  drei  Winkel  9, 1/;,  (tp+if), 
als  die  denselben, entsprechenden  Geraden  a,  6,  c  ein* 
schliessen,  und  zwar  sind  diese  Punkte  gleichweit  v^n 
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der  Achse  eotfernt,  und  ihre  VeTbindungsliDie  uteh^ 
auf  der  Achse  senkrecht,  was  unmittelbar  au$  der  symme- 
trischen Lage  der  Kreise  erhellt. 

Da  nach  Steiner*s  ,, Abhängigkeit  geom.  Gebilde  u.  s.  w.  Tbl. 
L  S.  47/'  zwei  projektivische  Strahlbüschel  allemal  projektiviscb 
gleich  sind,  sobald  irgend  drei  Paar  entsprecheode  Winkel  der- 
selben, welche  durch  drei  entsprechende  Strahlenpaare  bestimmt 
werden,  gleich  siod;  so  folet  aus  der  vorigen  Betrachtung  und 
aus  ^  21.  1.,  dass  je  zwei  Strahlen  eines  Punktes  si,  Ci  den 
nämlichen  (spitzen)  Winkel,  als  die  entsprechenden  Strahlen  des 
Mitsprechenden  Punktes  $,  a  einschliessen. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  noch  zwei  entsprechende  projektiviscb 
eleiche  j^Strahlbüscbel  B,  Bi,  so  konnte  man  in  B  die  deo  drei 
Geraden  A,  B,  C  parallelen  Strahlen  ziehen  und  schliessen,  dass 
die  denselben  entsprehenden  Strahlen  vod  Bi  durch  die  Punkte 
m,  n,  i  gehen,  und  dass  der  Punkt  Bi  entweder  mit  ii  oder  mit 
6i  zusammenfallen  müsse.  Es  gibt  also  nur  zwei  Paar  solche 
Strahlbüschel. 

Die  Geraden  A,  B ,  C  konnten  eben  so  gut  in  der  Ebene  S^, 
als  in  S,  angenommen  werden,  und  man  würde  In  <E,  sowie  vor- 
hin die  Punkte  $i,  Ci,  zwei  Punkte  gefunden  haben,  welche  dem 
so  eben  Gesagten  gemäss  durchaus  einerlei  mit  s,  a  sein  müssen. 
Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Punkte  s,  a  gleichweit  von  der  Achse 
der  S  entfernt  liegen ,  und  ihre  Verbindungslinie  auf  der  letzteren 
senkrecht  steht.  Die  Geraden  sa,  Siöi  dind  also  jene  zwei  ent- 
sprechenden Geraden,  welche  beide  auf  der  betreffenden  Achse 
senkrecht  stehen. 

Es  seien  jetzt  q,  Pi  die  Punkte,  in  welchen  die  Achsen  Q,  /\ 
der  Ebenen  $,  (S^  von  den  Senkrechten  sa,  StCi  geschnitten  werden 
(Taf.  I.  Fig.  3.) ;  so  entspricht  q  dem  unendlich  entfernten  Punkte 
von  .«liTi,  und  p«  dem  unendlich  entfernten  von  sc;  sie  sind  also 
die  sogenannten  Durchschnitte  der  Parallelstrahien  dieser,  in  An- 
sehung ihrer  entsprechenden  Punktenpaare  prmektivischen  Geraden. 
Man  bestimme  nun  auf  diesen  letzteren  zwei  Punktenpaare  d,  t  und 
ti,  ti  dergestalt,  dass  die  Strecken  q0  =  qt  :^  p^^  =Pi(fi  und 
Pji^z=Pjt£=::q«=q<T  seien;  so  müssen  sowohl  die  Punkte  $,  4i  als 
auca  t,  tx  entsprechende  Punkte  der  Ebenen  C,  S^  sein;  denn  nach 
8.250.  des  IV.  Thls.  des  Archivs  ist  Rechteck  qf  •Pi«i  =  qd.Pi0iJ9 
wenn  eu  der  dem  6  entsprechende  Punkt  ist;,  also  ist,. da  q0=pi«x, 
aiich  Pi$ii=  qs=Pi^i  =Piti»  und  da  die  Aufeinanderfolge  der  Punkte 
t,  Sf  (Sf  0  mit  der  ihrer  entsprechenden  übereinstimmen  muss«  so 
fällt  in  mit  ^i  zusammen  u«  s.  w.  . 

Hiernach  sind  auch  die  Strecken  «tf=:«x  ^i  =^t  =  (Ti  r^,  und 
stcusiti  =  do  =  tfx  ^i*'   Man  denke  sich  durch  die  Punkte  ^  ,  tf i 

Soder  t,  ti)  in  den  betreffenden  Ebenen  zwei  Parallelen  S,  Si  mit 
len  Achsen  Q,  Pi,  und  durch  die  Punkte  t ,'  Si  die  entsprechen- 
den Strahlenpaare  a^  b,  c,  dm.,';  a^,  61,  c^, <ii...  gezogen,  welche 
die  Sy  Si  in  deo  Punkten  a,  b»  c,  5»..;  at,  bj,  i'i,  bi...  schnei- 
den—  so  sind,  zufolge  Q^  20.  5.,  und  weil  i,  ^i  entsprechende 
Punkte  sind,  die  S,  3i  entsprechende  Gerade,  und  demnach 
4,0,  b,  c,  b...  und  ^i,  «1,  bi^  c^,  bi..«  lauter  entsprechende 
Punktenpaare.    Aber  die  Strahlen  a,  b,  c,  d..p  bilden  mit  der 
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Senkrechten  $a  die  nftmliehen  Winkel,  als  die  entupreehenden 
Ulf  bi,  Cj,  dl. ..  mit  Sf^i ;  und  es  Msc-^^Si^i ;  alsa  ist  aucn  ^a^r^jA^, 
6b=:^jb|  n.  8.  w.,  d.  h.  die  Geraden  S^  Sj  sind  io  AnseliuDg 
ihrer   entsprechenden   Punktenpaare  projektiv!  seh -gl  ei  eh. 

Legt  man  dnrch  t,  t  mit  Q,  Pi  zwei  Parallelen  T,  7\y  so 
gilt  von  ihnen  das  nämliche,  als  von  S,  Si^ 

Es  gehe  durch  den  Punkt  Px  irgend  eine  Gerade,  welche  S^ 
in  ai  nna  7V  in  cti  schneide;  so  ist  die  derselben  entsprechende 
Gerade  mit  der  Senkrechten  s6  parallel  und  schneidet  folglich  die 
S  und  T  in  entsprechenden  Punkten  a  und  a,  die  auf  einerlei 
Seite  der  Senkrechten  liegen,  was  mit  a|  und  «j  nicht  der  Fafl 
ist.  Denkt  man  sich  also  die  Ebenen  S,  S^  so  gelegt,  dass  die 
Punktenpaare  $,  a,^,K,b.,,  und  61,  fli,  bi,  c^,  Oi* • .  von  S,  St  nach 
einerlei  Seite  hin  auf  einander  folgen,  so  müssen  dagegen  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare  a,  ß,  y,  d,*,  und  Oi,  ßi,  yi,  Öi,..  von 
T,  Ti  nach  entgegengesetzten  Richtungen  laufen. 

Denkt  man  8ich  ausser  S*  und  T^  noch  irgend  eine  dritte 
Gerade  Ni  parallel  mit  /\ ,  welche  von  Si  tf|  in  r^ ,  und  von  jener 
durch  Pi  gelegten  Geraden  in  a'i  geschnitten  wird,  so  kann  das 
Segment  tia\  dem  Segment  ^tag  nicht  gleich  sein,  aber  f|(ii  ist 
gleich  4a ,  und  letzteres  ist  dem  dem  t'ji  a\  entsprechenden  «Seg- 
mente va'  der  entsprechenden,  mit  Q  parallelen  Geraden  12  gleich; 
also  sind  die  Geraden  /2,  Ri  nicht  projektivisch  gleich.  Nun  aber 
können  nur  solche  Gerade ,  welche  mit  den  Achsen  parallel  sind, 
projektivisch  -gleich  sein,  weil  sonst  zwei  Paar  unendlich  entfernte 
Punkte,  und  folglich  die  unendlich  entfernten  Geraden  selber  ent- 
sprechend sein  niüssten ;  also  gibt  es  ausser  S,  St  und  T,  7\  kein 
drittes  Paar  entsprechende  projektivisch -gleiche  Gerade. 

Als  Ergebniss  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  kann  man  niin 
folgenden  ,  Satz  aufstellen ,  der  sich  in  der  Folge  als  besonders 
wichtig  herausstellen  wird: 

3. 

In  zwei  collinearen  Ebenen  gibt  es  a)  allemal  zwei 
Paar  entsprechende  Punkte,  deren  entsprechende 
Sirahlenpaare  proiek1;ivisch  gleiche  Stranlbüschel 
bilden,  aber  es  gibt  kein  drittes  solches  Paar;  b)  und 
diese  Punktenpaare  liegen  auf  denjenigen  zwei  ent- 
sprechenden Ge'raden,  welche  beide  auf  den  Achsen 
der  Ebenen  senkrecht  stehen,  und  sind  gleichweit  von 
der  b  etr.effenden  Achse  entfernt,  c)  Es  ^ibt  allemal 
zwei  Paar  entsprechende  Gerade,  welche  in  Ansehung 


der  betreffenden  Achse  entfernt.  «)  In  jederEbene  ist 
die  Entfernung  der  beiden  Geraden  von  der  Achse  eben- 
so gross  als  in  der  anderen  Ebene  die  Entferaungjeaer 
beiden  Punkte  von  der  Achse,  und  die  Entfernung  einer 
jeden  solchen  Geraden  von  einem  jenerPunkte  ist  eben 
«0  gross  als  die  der  entsprechenden  Geraden  von  dem 
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«nftsprecbendeD  Punkte,  f)  Denkt  man  »Ich  dieEbenen 
and  deren  Achs^en  parallel  mit  einander,  so  igt  allemal 
das  e.ine  Paar  der  projektiv isch  gieiohen  entprechen« 
den  Geraden  gJelenliegend,  das  andere  UBgleichlie* 
gendy  und  das  nämlicbe  gilt  v6n  den  projektiviscb 
gleichen  entsprechenden  Strahlbüscheln. 


§.  23.  ^ 

Befindet  sich  in  der  Ebene  S  irs^eiid  ein  Kegelschnitt  St,  und 
sind  B,  B'  irgend  zwei  Punkte  desselben,  so  'bestimmen  die 
übrigen  Punkte  von  St  zwei  projektiviscfae  Strablbdschel  B,  B'\ 
diesen  aber  entsprechen  in  der  coliinear- verwandten  Ebene  Si  zwei 
Strahlbüschel  Js^ ,  B'i ,  wovon  jeder  mit  einem  der  erstehen  pro- 
jektiviscb ist;  also  sind  auch  letztere  unter  sich  projektiviscb,  a.b. 
dem  Kegelschnitte  St  entspricht  wieder  ein  Kegelschnitt  i^j ;  und 
in  der  reciprok- verwandten  Ebene  $«  entspricht  jedem  Strahlbüschei 
B^  B*  eine  demselben  projektivisdie  Gerade  A^,  A\\  also  sind 
letztere  auch  unter  «ich  projektiviscb;  d.  h.  atlen  Punkten  von  JC 
entsprechen  die  Tangenten  eines  Kegelschnittes  Ü^.  Ist  nun  e'  der 
gemeinschaftliche  Strahl  von  By  &\  e'i  der  Ton  Bi,  B'j.  und 
sind  e,  ei  die  Tangenten  in  B  und  Bi,  so  sind  in  den  StraM^ 
huscheln  B,  B',  Bi,  Bi  der  Reihe  nach  e,  e',  e'i,  ex  entspre* 
cheode  Strahlen,  also  auch  e,  ti  \n  B,  B^  xl.  s.  w. 

1. 

«  

In  zwei  collinear- verwandten  Ebenen  entspricht 
einem  jeden  Kegelschnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 
d.  h.  einem  jeden  Punkte  des  einen  entspricht  ein 
Punkt  des  andern,  und  der  Tangente  in  jenem  Punkte 
entspricht  die  Tangente  im  letzteren. 

In  zwei  reciprok  -  verwandten  Ebenen  entspricht 
einem  jeden  Kegelschnitte  wiederum  ein  Kegelschnitt, 
d.h.  einem  jeden  Punkte  des  einen  entspri  cht  eine 
Tangente  des  anderen,  und  der  Tangente  im  erstered 
ejitspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren.  ' 

Ferner:  ist  €  irgend  eine  Curve  der  nten  Ordnung  und  der 
mten  i^lasse  in  der  Ebene  S,  d.  h.  wird  €  von  einer  beliebigen 
Geraden  A  höchstens  in  n  Punkten  geschnitten,  und  gehen  an  <£ 
von  einem  beliebigen  Punkte  B  höchstens  m  Tangenten,  so  hat 
auch  das  der  (£  entsprechende  System  von  Punkten  (E|  mit  der 
der  A  entsprechenden  Geraden  A^  höchstens  n  Punkte»  und  da$ 
der  C  entsprechende  System  von  Geraden  Ci  hat  mit  dei^  dem 
B  entsprecnenden  Punkte  Bx  höchstens  m  Gerade  gemein  u.  s.  w. 
u.  s.  w. 

2. 

In    swel   collinear^verwandteu  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Curve  der  eiaeu  £b«Ae  wieder  eine  Cu«ve 
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in  def  anderen^  und  twar  von  derselben  Ordnung  und 
Klasse  als  die  erstere  ist;  nämlich  jedem  Punkte  der 
einen  Curve  entspricht  eib  Punkt  der  anderen,  und 
der  Tangente  im  ersteren  entspricht  die  Tangente  im 
letzteren. 

In  zwei  reciprok- Verwandten  Ebenen  entspricht 
einer  jeden  Curve  der  einen  Ebene  wieder  eine  Curve 
io  der  anderen,  deren  Klasse  der  Ordnung  der  ersteren, 
und  deren  Ordnung  der  Klasse  der  ersteren  gleich  ist; 
nämlich  einem  iedenPunkte  der  einen  Curve  entspricht 
eine  Tangente  oer  anderen,  und  derTangente  im  erste- 
ren entspricht  der  Berührungspunkt  der  letzteren. 

In  einer  Ebene  S  befinde  sich  ein  beliebiger  Kegelschnitt  X, 
und  in  irgend  einer  anderen  Ebene  St  ein  beliebiger  l^egelschnitt 
St^;  auf  St  wähle  man  drei  beliebige  Punkte  By  d^  a  und  ebenso 
auf  ^x  ^l**^!  beliebige  Punkte  By,  By  Ot,  und  ziehe  in  ByB*  die 
Tangenten  «,  «',  welche  sich  in  t  schneiden,  in  i?i,  B\  die  Tan- 
genten «i,  jr'i,  die  sich  in  ^|  schneiden,  und  verbinde  endlich 
JS,  B'  mit  a  durch  a,  a',  und  jB^,  B\  mit  %  durch  ax,  aV 
Nach  §.  21.  3.  darf  man  nun  festsetzen:  die  Ebenen  S,  Si  sollen 
collinear,  und  zwar  die  vier  Punktenpaare  B,Bi;  B/Bi;  <i*/ii; 
a^  ti  entsprechende  Punkte  derselben  sein.  Dann  aber  entspricht 
dem  Kegelschnitte  X  ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  Punkte 
Bi  p  Bi  und  Ol  geht  und  in  Bi,  B\  zwei  Gerade  berührt,  welche 
den  Tangenten  s,  s'  von  X,  entsprechen;  nun  aber  sind  «,  ^i;  9',s\ 
entsprechende  Linien  von  S,  Si;  also  hat  dieser' Kegelschnitt  mit 
Sti  nicht  nur  die  drei  Punkte  Bi,  Bi,  di,  sondern  auch  die  bei- 
den Tangenten  in  Bi,  B^  gemein,  d.  h.  er  ist  mit  demselben 
identisch;  u.  s.  w. 

3. 

Zwei  beliebige  Kegelschnitte  sind  auf  unzählige 
Weisen  mit  einander  collinear-  oder  auch  reciprok-ver- 
wandt. 

Unter  anderen  ist  also  auch  ein  jeder  Kegelschnitt  auf  unzäh- 
lige Weisen  mit  sich  selber  collinear-  und  reciprok -verwandt. 


Besondere  Fälle, 

oder 

die  Verwandtschaften  der  Af&nität,    der   Gleichheit, 
der  Aehnlichkeit  und  der  Congruenz. 

§.  24. 

Denkt  man  sich  'zwei  collineare  Ebenen  im  Sinne  von  /?.  be- 
stimmt, so  kann  man  a  priori  folgende  besondere  Ffille  der  Colli« 
neations- Verwandtschaft  «tatuiren. 
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t 

1.  Ein  Paar  der  Lioien  A,  A^i  Ä,  A\  mu^  projektivwch 
ähnlich. 

2.  Ein  Paar  dei^Belhen  sind  projektivisch  -  gleich. 

3.  Beide  Paare  sind  projektivisch -ähnlich. 

4.  Beide  Paare  sind  projektivisch  -  gleich. 

5.  In  Nro.  3.  ist  das  Verhaltniss  der  entsprechenden  Strecken 
von  A,  Ax  gleich  dem  Verhältnisse  der  entsprechenden  Strecken 
von  A' ,  Ai* 

6.  7.  8.  9.  10.  In  jedem  der  vorigen  Fälle  schliessen  zugleich 
die  Geraden  A,  A  denselben  Winkel  ein»  als  die  Geraden  A^^  A\\ 
und  zwar  legt  man  die  Geraden  A,  Ai  so  auf  einander»  das3  sie 
gleichliegend  sind»  so  sind  die  Geraden  A'y  A\  entweder 

.  a)  gleichliegend»  oder 

6)  ungleichliegend. 

Bestimmt  man  dageeen  jene  Ebenen  im  Sinne  von  a.»  so  sind 
nur  folgende  Fälle  denkbar: 

11.  Ein  Paar  der  Strahlbüschel  B,  B^^  B',  B^  sind  projek- 
tivisch -  gleich. 

12.  Beide  Paare  sind  projektivisch -gleich;  und  zwar»  wenn 
das  eine  Paar  B,  Bt  gleicnliegend  sind»  so  sind  die  beiden  an- 
deren Bi,  Bx  entweder 

a)  gleich  liegend»  oder 

b)  ungleichliegend« 

13.  14.  In  Nro.  11.  und  12.  sind  zugleich  auch  die  Strecken 
B,  B'  und  i?i»  Bi  einander  gleich. 

Die  meisten  der  hier  aufgeführten  Fälle  sind  es  aber  nur 
scheinbar;  entweder  nämlich  enthalten  sie  Bestimmungen»  welche 
in  coilinearen  Ebenen  überhaupt  gewissen  Elementenpaaren  der^ 
selben  eigen  sind»  oder  sie  fallen  mit  anderen  der  hier  genannten 
Fälle  zusammen.  Hier  aber  kann  nur  von  solchen  die  Rede  sein» 
in  welchen  sämmtliche  Elementenpaare  eipe  der  allgemeinen  unter- 
geordnete Bestimmung  erleiden»  sowie  von  solchen»  welche  sich 
auf  dieselbe  Weise  zu  diesen  Fällen  selbst  wieder  verhalten. 

Da  nach  §.  21.  5«  und  §.  22.  3.  es  in  zwei  coilinearen  Ehe-, 
nen  allemal  unzählige  Paare  projektivisch -ähnlicher  entsprechender 
Geraden  und  zwei  Paar  projektivisch  -  &;leiche  »gibt»  welche  mit  den 
Achsen  parallel  laufen»  und  oa  in  Taf.  I.Fig.  3.  je  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  Punkte  s,  Si  oder  a,  öi  mit  jenen  ersteren  gleiche 
Winkel  bilden  müssen»  so  erhellt,  sogleich»  dass  Nro.  1.»  2.»  Q. 
und  7.  keine  besondere  Art  von  Collineations- Verwandtschaft  be- 
erfindeti;  und  dasselbe  gilt  von  Nro.  11.»  12.  b,  und  13.  wegen 
der  projektivisch -gleichen  Strahlbüschel  s,  Si  und  <r»  Cj,  deren 
gegenseitige  Lage  der  in  12.  6.  geforderten  entspricht.  Der  Fall 
14.  b.  ist  derjenige»  wenn  in  Taf.i.  Pig*3.  die  Strecken  siS  und  Siöi 
gleich  gross  werden»  d.  h.  wenn  die  Punkte  s,  tf  mit  t»  i  ii.'S.  w. 
zusammenfallen.  Diese  Besonderheit  aber  ist  *—  hier  wenigstens 
•*- 'desswegen  von. keinem  Interesse»  waH  dieselbe  auf  die  übrigen 
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Elemente  der  thtnen  keinen  wesentlichen  Etnflass  dbt.  Es  blel« 
ben  also  nur  noch  die  Fälle  3.,  4.,  5.^  8.^  9.>  10.,  12.  a.  und  14.  a. 
zu  erwägen  fiblf^*'  l^er  ivicbtiffste  derselb/en  ist  Mro.  3. ;  mit  Ihm 
fallen,  wie  sofort  gejseigt  werden  soll,  Nro.  4. ,  5.,. 8.  und  10.  6. 
zusammen ,  und  Nro.  9.  6.  und  die  identischen  Nro.  10.  a  und  12.  a* 
bilden  zwei  besondere  Arten  von  Nro.  3«,  denen  wiederum  die 
identischen  Nro.  9.  a.  und  14.  a.  als  die  letzte  Spitze  von  Beson- 
derung  sich  unterordnen. 


§.  2S. 

Sind  sowohl  die  Creraden  A,  A^  als  A',  A\  proiektivisch- 
ähnlich,  80  sind  die  unendlich  entfernten  Punkte  eines  Jeden  Paares 
entsprechende  Punkte;  also  entsprechen  sieh  die  unendlich  ent- 
fernten Geraden  beider  Ebenen  gegenseitig,  d»  h.  ihre  Achsen 
fallen  ins  Unendliche  hinaus. 

Zwei  collinear-verwandte  Ebenen,  deren  unendlich 
entfernte  Geraden  sich  gegenseitig  entsprechen,  heis- 
sem  affin,  und  ihr»  Verwandtschaft  die  der  Affinität. 

Hieraus  folgt  sofort: 

1.  In  zwei  affinen  Ebenen  sind  die  unendlich  ent« 
fernten  Punkte  ]e  zweier  entsprechenden  Geraden  ent- 
sprechende Punkte;  und  daher  sind 

2.  Je  zwei  entsprechende  Gerade  in  Ansehung  ihrer 
entsprechenden  Punktenpaare  projektivisch*ähnlicli; 
und 

3.  Jeder  Schaar  von  Paralleleii  der  einen  Ebene 
entspricht  wi^deriim  eine  Schaar  von  Parallelen  in  der 
andereji» 

In  Taf. I.FIg.  4.  seien  a,  6.  c,  b,  r,  f . . .  und  A],  ^l,  e|,  Oi,  e^,  fi* . . 
beliebige  entsprechende  Punktenpaare  zweier  affiner  Ebenen,  und 
zwar  b,bx  die  Durchschnitte  von  bc  und  ae,  b^Cj  und  flifi;  so  hat 
man  kraft  des  zweiten  Satzes  dieses  Paragraphen: 

^obc:  AacO=!)C:cÖ=  bi<i  'h^x=^^(iihh'^^ih^ii 
Aec6:  A4CC=:a&:ae=:qit»i  ;nxfi=g  Afli^ibi :  Aoi^i^i; 
also  auch  Aat>c:A<»ce=  AaibiCi:A<^i^ifi  oder 

^abc :  iXfliftiCji  =  A  «ce :  4^  ^ihh  =  A^f  f  •  A«i^ifi 

u.  s.  w. 

Also  ist  auch'  Fig,  «beef  :  Fig.  flibiCi<xfi  ==  ^aUi^ a^bi^i  =  const. ; 
und  da  Jede  knunmlSnichte  Fi^r  als  eine  geradtinichte  mit  un- 
endlich-Kleinen  Seiten  angescHnen  werden  kann^  so  gilt  ganx 
dlgemein : 

4^  In  zwei  A-ffimen  Ebenen  haben  jß  zw«i  entspr«- 
cbe9dieFl|leh^nräuiii>e  ßin  bestimmtes  unv^rUnderlich^s 
Yierh&ltoUft  !ZUL  eftiia,a4er<. 

5.    Sind  4n  zwei  affiuen  Eb«u«n  mn  'einzig««  Paaf 
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entsprechende  Flftchenrftame  einander  gleidi»  so  sind 
je  zwei  solche  Räume  einander  gleich. 

Affine  Ebenen  heissen  gleich^  und  ihre  Verwandt- 
schaft die  der  Gleichheit,  wenn  das  Yerhältniss  ihrer 
entsprechenden  Flächcnräume  das  der  Einheit  ist. 

Es  seien  in  Taf.  I.  Fig.  5.  B,  Bi  die  Mittelpunkte  irgend  zweier 
entsprechender  Strahibüschel  affiner  Ebenen ;  so  sind  diese  Strahl-' 
bfisctiel  hinsichtlich  ihrer  entsprechenden  Strahienpaare  projekti- 
visch '  und  besitzen  nach  Tbl.  IV.  des  Archivs  S.  ^49.  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  a,  b;  Oi,  bi,  die  zn  einander  rechtwinklig 
sind  (Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel).  Sind  nun 
a,  üi  und  b,  b^  irgend  zwei  entsprechende  Punkte  von  a,  a^  und 
bf  bi,  und  nimmt  man  die  Strecken  Bc^=Bb,  BiC^:=^B^y  so 
sind^  weil  BtiBiCi^^BbiBibi,  auch  c,  fi  entsprechende  Punkte 
von  b,  bi,,  und  es  sind  nicht  nur  ab  und  Oib^ ,  sondern  auch  ü€ 
und  a^Cj  entsprechende  Strecken.    Nun  aber  ist 

ab  =  ac ,  üi  bi  =  fli  c^ , 
also  auch 

6.  In  zwei  affinen  Ebenen  lassen  sich  zu  jedemPaar 
«entsprechenden  Geraden  unzählige  andere  linden»  de- 
ren entsprechende  Strecken  zu  einander  in  demselben 
Verhältniss  als  die  der  beiden  ersteren  stehen.  (Vgl. 
§.  24.  Fall  5.) 

Nimmt  man  in  Taf.  I.  Fig.  5.  die  eBts|)rechenden  Punkte  n,  a^  auf 
Uy  Ol  beliebig  an,  macht  Ba  .  Biai  =  q^  und  bestimmt  auf  6  eine 
Strecke  Bf>  und  demzufolge  Bihi  dergestalt^  dass 


so  ist 


also 


und 


Bb^'.q^  =  Bb :  Abi  =  const., 
Ba.Bi^i  =  Ä.  J^bi  oder  Äa  : J8b  =  Äb^ iBa^ , 
W.  Bah  =  W.  i^bitti,  W.  Äab+W.  ^a^bi  =  R 
W.  bac+W.  biOif^  =  2Ä. 


I  

7.  In  zwei  affinen  Ebenen  gibt  es  unzählige  Paare 
von  Geraden,  deroB  entsprechende  denselben  «pitzen 
Winkel  als  sie  selber  ein  seh  Hessen,  und  deren  Strecken 
zu  den  entsprechcBdeo  Strecken  in  einem  und  demsel- 
ben Verhältnisse  stehen;  im  AllgemJetneii  aber  lassen 
sich  zwei  solche  Paare  entsprechender  Geraden  nicht 
dergestAlt  legen,  dass  beide  zugleich  hinsich/tliGh 
-ibrer  entsprechenden  Punkte ^ielchliegend  sind.  (Vgl 
§.  24.  Fatt  10.  b.) 

In  Taf.  I.  Fig.  6.  seien  a,  at ;  b,  bi  wiederum  die  Schenkel -zwieiec 
entsprechenden  rechten  Winkel  jB,  Bi  und  iwar  so  auf  einander 
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t^elegt,  dsLBB  beide  Paare  gleicMie^eod  sind,  wa8  io  diesem  Falle 
immer  muglich  ist;  es  seien  a,  o^  in  <i»  th  und  n,  tit  in  6,  6«  ent- 
sprechende Punkte,  und  in  denselben  auf  a«  Oi  und  ö,  6|  »Senk- 
rechte errichtet,  welche  sich  beziehlich  in  den  Punkten  r,  rj^  schnei- 
den; die  Verbindungslinie  der  letzteren  schneide  a,  a^in  ^.  Man 
beschreibe  über  der  Strecke  B^  als  Durchmesser  einen  Kreis  und 
errichte  im  Mittelpunkte  i  der  Strecke  ao«  eine  Senkrechte,  weiche 
den  ersteren  in  einem  Punkte  m  schneiden  mtige;  yerbinde  6  mit 
m  durch  eine  Gerade,  welche  die  in  a,  a^  errichteten  Senkrechten 
in  <|,  qi  schneidet,  und  lege  durch  letztere  mit  a,  ai  zwei  Paral- 
lelen, wodurch  man  auf  b,  ö^  die  Punkte  b,  bi  erhält.  Diess  vor- 
ausgesetzt, so  ist: 

BbiBihi  =  a<|:ai<|i  ==  atra^ri  ==  BniBitii, 

m 

also  sind  6,  b^  entsprechende  Punkte.  Femer  ist,  weil  ai  =  Oii, 
auch  qm  =  q^m,  und  es  ist  W.  jBmq  =  W.  J^mq^  =  R;  also 
Bq  =  ^Qi ;  nun  aber  ist  Bq=ab,  als  Diagonalen  eines  Recht- 
ecks, und  Bi^i  ==  o^bi;  folglich  ist  auch  ab  =  o^bi ;  und  macht 
man  jBc  =  £b,  j^c^  =i9ibi,  so  sind  auch  c,  q  entsprechende 
Punkte,  und  ac  =  niCi.  Da  nun  die  Geraden  A,  Ai;  C,  Ci,  denen 
die  Strecken  ab,  a^b^;  ac,  a^Ci  angehören,  in  Ansehung  ihrer  ent- 
sprechenden Punktenpaare  projelctivisch  -  ähnlich  sind,  ein  Paar 
entsprechende  Strecken  derselben  aber  gleich  sind,  so  sind  die- 
selben insbesondere  projektivisch-glerch.  Offenbar  aber  gibt  es 
keine  solche  Gerade ,  wenn  sowohl  JSa'^Bidi,  sAa  auch  jBb>jB|bi 
ist.  Ist  ßi  eine  Parallele  mit  A,  und  gehen  durch  a,  b  irgend 
zwei  Parallelen,  welche  ^  in  v,  tp  schneiden,  so  bilden  auch  die 
entsprechenden  Punkte  a^,  b^,  t>i,  Wi  ein  Parallelogramm,  folglich 
ist  ale  Strecke  vn)=ab  =  aibx=Oin>i,  d.  h.  in  den  Richtungen 
von  A,  Ai  und  6%  Ci  gibt  es  unzählige  Paare  projektivisch- 
gleicher  entsprechender  Geraden. 

8.  In  zw£i  affinen  Ebenen  gibt  es  im  Allgemeinen 
zwei  Paar  Schaaren  paralleler  Geraden,  die  sich  ent- 
sprechen und  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punk- 
tenpaare projektivisch-gleich  sind.    (Vgl.  §.  24.  Fall  4.). 

Sind  zugleich  die  Dreiecke  Bab  und  BiOibi  von  gleichem  In- 
halt, so  ist 

Bä . Bb  =z  BiOi .  Bibi  oder 
Ba:Bibi  =  Biai:Bb, 

woraus  folgt,  dass  wenn  £a>^ai,  nothwendie  J?b<2^bi  ^^'^^ 
muss,  die  Geraden  A,  A^;  C,  C\  also  noth wendig  ezistiren;  zu- 
g^ch  aber  sind  dann  auch  die  Dreiecke  congruent,  also 

W.  J5ab  =  W.j^biai; 
W.  Bab  +  W.  Biaibi  =  R;  W.  bac  +  W.  bjaiC^  =  2Ä. 

9.  In  zwei  gleichen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei 
Paar  Schaaren  paralleler  Geraden,  die  sich  entspre- 
chen und  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punkten- 
Saare  projektivisch-gleich  sind;  und  zwar  schliessen 
ie  beiden    Schaaren   der   einen  Ebene  den  nämlichen 
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Winkel  ein,  ais  die  der  anderen;  im  Aligemeioen  aber 
lassen  sich  zwei  solche  Paare  entsprechender  Geraden 
nicht  dergestalt  legen^  dass  beide  zugleich  hinsichtlich 
ihrer  entsprechenden  Punkte  gleichliegehd  sind.  (Vgl. 
§.  24.  Fall  9:  h.) 

Denkt  man  sieh  ffir  einen  Augenblick  (Taf.  LFig.  7.)  zwei  affine  . 
Ebenen    so  auf  einander  gelegt,  dass   zwei  ihrer  entsprechenden 

Srojektivisch  -  gleichen  Geraden  (A,  A^)  sammt  ihren  entsprechen- 
en  Punkten  sich  decken,  so  werden  im.  Allgemeinen  je  zwei  ent- 
sprechende projektivisch  -  gleiche  Gerade  {C^  Ci)  der  anderen 
Parallelenscbaar  nicht  auf  einander  fallen ;  es  seien  a ,  f ,  9 ,  ^  • . . 
und  üi,  f|,  ^i,  tli ...' entsprechende  Punktenpaare  von  C,  Ci;  so 
ist  at|  =  ai^i,  aQi=zai(\i,  af=:aifx...^  also  die  Linien  bt'x'  ^^u 
f^ . . .  paraliel,  und  W.  af^hi  =1=  ai^^^  =%  ^^^^  =  9o •  jenachdem 
V  C,  Ci  auf  einerlei  oder  auf  verscniedenen  Seiten  von  (AAi)  liegen. 
Da  nun  jede  der  Geraden  b\fi ,  gg^ ,  Ifx  • .  •  zwei  entsprechende 
Punktenpaaro  enthält,  nämlich  D,  ](j  und  bi,  ^x ;  c,  g  und  ^9  gi; 
b,  f  und  bi,  ff«  9  so  fallen  in  jeder  zwei  entsprechende  ueraae 
zusammen,  und  man  erhält,  also  zwei  Schaaren  entsprechender 
Parallelen,  welche  ge^en  die  Linien  A,  Ai  gleich  geneigt  sind. 
Sind  (p  und  i\>  die  spitzen  Neigungswinkel,  welche  den  angedeu- 
teten verschiedenen  Lagen  von  C,  Ci  entsprechen ,  und  sina  a,  a^ 
die  von  A  und  C,  Ai  und  (\  eingeschlossenen  Winkel ,  so  ist 

a+g>  =  2Ä--ai— 9  = -^o; 
29  =  2Ä-(a+«i); 

Hf — o  =2/2 -—«1 — -tfi  =  yo; 

2t|;=:2ä  — («1— a); 

und  ebenso 

2yo  =  2Ä-(ai+ix), 
2i|;o  =  2Ä-(ai  — «). 

Nimmt  man  statt  der  Geraden  A,  Ai  irgend  zwei  andere  entspre- 
chende, mit  ihnen  parallele  Gerade,  z.  6.  diejenigen,  weushe 
durch  f,  fi  ^ehen,  so  kann  man  dieselben  zur  Deckung  bringen, 
ohne  dass  die  Geraden  bb  und  bi^i ,  gc  und  OtCi,  f6  und  fib^... 
ihren  Ort  verlassen;  nur  die  Abstände  ihrer  Punkte  von  einander 
ändern  sich.  —  Oder  will  man,  statt  AyAi,  die  C,  Ci  zur  Deckung 
bringen,  so  wende  man  die  eine  Ebene  um  die  Senkrechte,  welche 
von  dem  Punkte  (aoi)  auf  bl^i  gefallt  wird,  herum,  und  dann  be- 
haupten die  Geraden  t^  und  Cib^...  wiederum  ihre  Stelle.  Also 
besitzen  die  Ebenen  nur  zwei  Paar  Schaaren  entsprechender  Pa- 
rallelen, welche  gegen  die  Schaaren  der  entsprecnenden  projek- 
tivisch-gleichen  Geraden  gleich  geneigt  sind. 
» 

10.  In  zwei  affinen  Ebenen  ^ibt  es  allemal  zwei, 
aber  auch  nur  zwei  Paar  unendlich  entfernte  entspre- 
chende Punkte,  deren  entsprechende  Strahlen  gegen 
je  zwei  ei^tsprechende  projektivisch  «gleiche  Gerade 
einerlei  Neigung  haben. 

TheU  vm.  2 
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Ferner  erhellt  aas  Nro.  9.  unmittelbar: 

11.  In  zwei  gleichen  Ebenen  gibt  es  allemal  zwei 
Paar  unendlich  entfernte  entsprechendePunkte^  deren 
entsprechende  Strahlen  gegen  je  zwei  entsprechende 
projektivisch-gleiche  Gerade  einerlei  Neigung  haben, 
und  zwar  gehören  d  ieselben  wechselseitig  der  jedes- 
maligen anderen  Schaar'solcher  Geraden  an. 

Dass  der  Fall  8.  des  §  24.  eine  allgemeine  Eigenschaft  aflRner 
Ebenen  betrifft»  leuchtet  unmittelbar  daraus  hervor^  dass  in  zwei 
concentrischen  projektivischen  Strahlbüscheln  allemal  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  sich  vereinigen  müssen,  sobald  dieselben 
ungleichliegend  sind.  Denn  demnach  gibt  es  in  zwei  beliebigen 
entsprechenden  Strahlbüscheln  affiner  Ebenen  allemal  zwei  solche 
Paare  entsprechender  Geraden,  welche  einerlei  (spitze)  Winkel 
einschüessen. 


§.  26. 

% 

Sind  zur  Bestimmung  zweier  affiner  Ebene«  S,  (iy  zwei  Paar 
projektivisch  -  ähnliche  Gerade  A,  A^  und  A'^A'i  gegeben;  ist  der 
Winkel,  welchen  A^  A'  einschüessen,  dem  von  Ai,  A\  einge- 
schlossenen gleich  ,  und  ist  das  Verhältniss  je  zweier  entsprechen- 
der Strecken  von  A,  Ai  dem  Verhältnisse  je  zweier  solcher 
Strecken  von  A',  A\  gleich,  während  zugleich  auch  beide. 
Linienpaare  so  gelegt  werden ^  können,  dass  neide  gleichliegend 
sind,  so  müssen  die  Verhältnisse  aller  entsprechenden  Strecken 
beider  Ebenen  einander  gleich  sein.  Denn  ist  a  der  Durchschnitt 
von  A,  A'  und  schneidet  irgend  eine  Gerade  M  die  erstere  in  m, 
die  letztere  in  m';  so  ist  das  Dreieck  amm'  dem  von  den  entspre- 
chenden Punkten  n«,  nii,  m'x  gebildeten  Dreiecke  aim^m^  ähnlich, 
indem  W.  mam'  =  W.  mj  Oj  m  ^  und  ma  :  nii  Oj  =  m'a  :  m'j  o^  ist. 
Also  ist  auch  mm':  m^  m'i  =  ma :  m^  ^i  =  const.,  und  da  je  zwei 
entsprechende  Strecken  der  entsprechenden  Geraden  Ulf,  M^  einer- 
lei Verhältniss  haben,  und  M  beliebig  angenommen  ist,  für  den 
Fall  solcher  Geraden  aber,  w*elche  durch  d^n  Punkt  a  gehen  oder 
mit  A  oder  A'  parallel  sind,  statt  dieser  letzteren  eine  der  schon 
betrachteten  Geraden  M  genommen  werden  kann ,  so  müssen,  wie 
gesagt,  je  zwei  entsprechende  Strecken  beider  Ebenen  sich  zu  ein- 
ander wie  ma:miai  verhalten. 

1.  Sind  in  zwei  affinen  Ebenen  irgend  drer  Paar 
entsprechende  Strecken,  welche  zwei  Dreiecke  bilden, 
von  einerlei  Verhältniss,  so  stehen  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  in  demseloen 
Verhältniss  (Vgl.  §.  24.  Fall  10.   a.). 

Affine  Ebenen  heissen  ähnlich,  und  ihre  Verwandt- 
schaft die  der  Aehnlichkeit,  wenn  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  derselben  zu  einander  in  einem  und 
demselben  Verhältniss  stehen. 

Sind  in  zwei  Ebenen  <S,  <Si  zwei  Paar  projektivisch-gleiche 
Strahlbüschel  B,  B^ ;  ^.  B^i  gegeben ,  und  können  beide  Paare 
zugleich  gleichliegend  gelegt  werden ,  so  müssen  je  2>vei  parallelen 
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Strahlen  a»  a'  von  B,  Bf  ebenfalls  zwei  parallele  Strahlen  a^y  a\ 
von  J?i5  Bi  entsprechen;  folglich  sind  die  unendlich  entfernten 
Geraden  beider  Ebenen  entsprechende  Gerade,  und  die  £benen 
selbst  sind  affin.  Zugleich  aber  bestimmen  je  zwei  entsprechende 
Punkte  0,  «i  zwei  Dreiecke  BBa,  BiBi(u  ,  deren  entsprechende 
Winkel  gleich  sind;  also  ist  Ba:Biai^=z  JS*a:Bi(\i==Bn':BiBi. 
Beide  Ebenen  sind  also  ähnlich. 

2.  Sind  in  zwei  öollinearen  Ebenen  zwei  Paar  ent- 
sprechende Strahlbüschel^  deren  Mittelpunkte  nicht 
unendlich  entfernt  sind,  projektivisch-gleich,  und  sind 
beide  Paare  gleichliegend,  so  sind  diese  Ebenen 
ähplich  (Vgl.  §.  24.  Fall  12.  a.) 

Es  seien  die  Ebenen  S,  (ii  affin,  und  je  zwei  entsprechende 
Strahlbüschel  B,  Bi  dei-selben  projektivisch  -  gleich ;  i^'  sei  ein 
zweiter  Strahlbüschel  in  S,  dessen  Strahlen  mit  denen  des  B  pa- 
rallel laufen ;  so  laufen  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  dem 
B'  entsprechenden  Strahlbüschels  Bi  mit  den  entsprechenden 
Strahlen  von  Bi  parallel;  folglich  sind  auch  ^',  Bi  projektiv  isch- 
gleich, und  zwar  sowohl  B,  Bi  als  B',  Bi  gleichüegend. 

3  Zwei  affine  Ebenen  können,  ohne  ähnlich  zu 
sein,  keine  zwei  entsprechende  Strahlbüschel  besitzen, 
welche  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Strahlen- 
paare projektivisch-gleich  sTnd,  es  sei  denn,  dass  ihre 
Mittelpunkte  unendlich  entfernt  liegen. 

4.  In  zwei  ähnlichen  Ebenen  sind  je  zwei  entspre- 
chende Strahlbüschel  in  Ansehung  ihrer  entsprechen- 
den Strahlenpaare  projektivisch-gleich. 

Femer  zeigt  man  auf  die  .bekannte  Weise,  dass 

5.  In  zwei  ähnlichen  Ebenen  das  Verhältniss  je 
zweier  entprechender  Flächenräume  unveränderlich 
und  zwar  dem  der  Quadrate  zweier  entsprechender 
Strecken  gleich  ist. 

Ist  das  Verhältniss  der  entsprechenden  Strecken  zweier  ähn- 
licher Ebenen  dem  der  Einheit  gleich ,  so  müssen  je  zwei  entspre- 
chende Strecken  einander  gleich  sein;  in  diesem  Falle  heissen  die 
Ebenen  CO ngruent,  und  ihre  Verwandtschaft  die  der  Con- 
gruenz  (Vgl.  §.  24.  Fall  9.  a.  u.  14.   a.)« 

6.  Zwei  ähnliche  Ebenen  können,  ohne  congruent 
zu  sein,  keine  entsprechenden  Geraden  besitzen,  wel- 
che in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punktenpaare 
projektivisch-gleich  sind,  es  sei  denn,  wenn  man  will, 
die  unendlich  entfernten  Geraden. 


§.  27. 

Da  zwei  projektivisch -ähnliche  Gerade  vollkommen  bestimmt 
sind,  wenn  irgend  zwe;  Paar  ihrer  entsprechenden  Punkte  gegeben 
sind,  so  folgt  aus  dem  Obigen  mit  Leichtigkeit,  dass 

2* 
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1.  Zwei  affine  Ebenen  vollkommen  bestimmt  sind, 
sobald  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Geraden 
beliebig  gegebe'n  sind. 

2.  Zwei  ähnliche  Ebenen  sind  vollkommen  bestimmt, 
sobald  zwei  Paar  entprechende  Punkte,  oder  auch  ein 
Paar  entsprechende  Punkte  und  etnPaar  entsprechende 
Geraden  beliebig  gegeben  sind. 

3.  Zwei  gleiche  Ebenen  sind  vollkommen  bestimmt, 
sobald  zwei  Paar  entsprechende  Gerade  und  auf  dem 
einen  von  beeiden  ein  Paar  entsprechende  Punkte  belie- 
big gegeben  sind. 

4.  Zwei  congruebte  Ebenen  sind  vollkommen  be- 
stimmt, sobald  ein  einziges  Paar  entsprechendeGerade 
und  auf  denselben  ein  einziges  Paar  entsprechende 
Punkte  beliebig  gegeben  sind. 

Eine  Frage,  welche  bereits  der  Entdecker  der  geometrischen 
Verwandtschaflten,  Herr  Professor  Muh ius,  in  seinem  Barycen- 
tri  sehen  Calciii  aufgeworfen  und  die  Bedeutsamkeit  derselben 
für  die  gesammte  Geometrie  nachgewiesen  hat,  ist  folgende:  Wie 
viele  und  welche  Stücke  müssen  gegeben  sein,  um  eine  einer  ge- 

f ebenen  Figur  collineare,  affine,  gleiche,  ähnliche,  congruente  zu 
onstruiren?  Die  vorigen  Sätze  und  der  Satz  §.  21.  3.  führen 
sehr  leicht  zur  Beantwortung  dieser  Frage.  Hier  soll  nur  noch  die 
hierauf  Bezug  habende  Betrachtung  von  §.  23.  3.  weiter  fortge- 
setzt werden. 

Sind  St,  Sti  zwei  Kegelschnitte,  welche  in  zwei  affinen  Ebenen 
sich  entprechen,  und  denkt  man  sich  in  &  eine  Schaar  paralleler 
Sehnen,  so  entsprechen  denselben  ebenfalls  parallele  Sennen  von 
Sti ,  und  den  Mittelpunkten  der  ersteren  die  Mittelpunkte  der  letzte- 
ren kraft  §,  25.  2.  und  3.;  also  entsprechen  sich  auch  die  den 
Richtungen  der  beiden  Parallelenschaaren  zugeordneten  Durchmesser 
der  Kegelschnitte,  also  auch  die  den  letzteren  parallelen  Sehnen, 
die  Mittelpunkte  der  letzteren ,  und  folglich  auch  die  jenen  Durch- 
messern zugeordneten  Durchmesser  selbst. 

5.  In  zwei  affinen  Kegelschnitten  entsprechen  alle- 
mal dem  Mittelpunkte  des  einen  der  Mittelpunkt  des 
anderen  und  je  zwei  zugeordneten  Durchmessern  des 
einen  zwei  zugeordnete  Durchmesser  des  anderen.  Und 
daher  entsprechen  sich  auch  die  Achsen  derselben  (als 
die  Schenkel  der  entsprechenden  rechten  Winkel  der  von  den  zu- 
geordneten Durchmessern  gebildeten  projekti  vi  sehen  Strahlbüschel). 

Und  da  einem  unendlich  entfernten  Punkte  der  einen  Ebene 
nur  ein  unendlich  entfernter  der  anderen  entsprechen  kann,  so 
folgt  ferner: 

6.  EineHyperbel  kann  nur  mit  einer  Hyperbel,  eine 
Ellipse  mit  einer  Ellipse,  und  eine  Parabel  mit  einer 
Parabel  affin  sein. 

7.  Den  Asymptoten  einer  Hyperbel  entsprechen 
allemal  die  Asymptoten  der  affinen  Hyperbel. 
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Aus  §•  *X.  4.  ergibt  sich : 

8.  In  zwei  ähnlichen  Kegelschnitten  entsprechen  ie 
Ewei  zugeordneten  Durchmessern  des  einen  zwei  solcne 
zugeordnete  des  anderen«  welche  denselben  Winkel  als 
jene  einschliessen. 

In  zwei  beliebigen  Ebenen  (i,  Si  seien  zwei  beliebige  Ellipsen 
Xf  Sti  gegeben;  B,  B'  seien  die  Endpunkte  irgend  eines  Durch- 
messers von  &f  und  es  sei  a  ein  Endjpunkt  des  demselben  zuge- 
ordneten Durchmessers;  ebenso  seien  J5|,  JB'i  die  Endpunkte  eines 
beliebigen  Durchmessers  von  &i ,  und  a^  sei  ein  Endpunkt  des 
zugeordneten  Durchmessers.  Jetzt  denke  man  sich  die  Ebenen 
i,  €i  aflin^  und  zwar  JB,  ß^;  B*,  Bi\  a,  ^x  ^'®  entsprechende 
Pttnktenpaare  derselben;  so  entspricht  der  Ellipse  St  eine  Ellipse 
K^9  welche  durch  die  Punkte  Bi-,  Bf^y  «i  geht^  und  welche  in 

f,  Bfx  zwei  Crerade  berührt»  denen  in  S  die  Tangenten  in  J?, 
entsprechen.  Ferner  ist  na<^h  5.  die  Strecke  ^iBx  ein  Durch- 
messer von  K% ;  also  fallen  die  Mittelpunkte  von  Six  und  K^  zu- 
sammen y  und  da  die  Mittelpunkte  von  ^  und  K^  sich  entsprechen, 
so  entsprechen  sich  auch  die  beiden  Durchmesser  von  Si^  K^^ 
welche  durch  die  Punkte  (i,  d^  gehen;  in  St  aber  ist  der  eine 
dieser  letzteren  dem  BB^  zugeordnet;  also  ist  auch  der  andere 
dem  Bi  B^  in  K^  zugeordnet.  Demnach  sind  sowohl  die  Geraden, 
welche  Xx>  ^^^  ^iVLch  diejenigen,  welche  KtiuBi,  B^  berühren, 
mit  diesem  dem  BiB^  zugeordneten  Durchmesser  parallel,  d.  h. 
sie  fallen  zusammen.  Und  da  es  immer  nur  einen  emzigen  Kegel- 
schnitt eibt,  welcher  durch  drei  gegebene  Punkte  gent  und  in 
zweien  oerselben  zwei  gegebene  Gerade  berührt,  se  sind  fStx  und 
Kl  identisch. 

Oder  sind  Sty  St^  irgend  zwei  Hyperbeln,  und  sind  B,  B'; 
R,  Bx  wiederum  die  Endpunkte  irgena  zweier  Durchmesser  der- 
selben, so  denke  man  sich  durch  By  B  nach  dem  einen  unendlich 
entfernten  Punkte  a  von  5t  zwei  Strahlen  a,  a',  und  nach  dem 
anderen  ß  die  Strahlen  6,  6',  und  ebenso  nach  dem  einen  unend- 
lich entfernten  Punkte  cr^  von  ^i  durch  Bi,  B^  die  Strahlen  Ox,  a'j, 
und  nach  dem  anderen  ßi  die  IStrahien  6x,  b'i  gezogen,  und  setze 
fest,  die  Ebenen  S,  Sx  sollen  colli near,  und  zwar  a,  ai;  6,  6x; 
o',  a\;  b',  b\  sollen  entsprechende  Gerade,  oder,  was  einerlei 
ist,  di6  Punkte  By  J?x ;  B,  Bi\  or,  «x»  ß»  ßi  sollen  entsprechende 
Punkte  sein.  Dann  aber  müssen  sich  die  unendlich  entfernten 
Geraden  aß  und  ctißi  entsprechen;  folglich  sind  die  Ebenen  affin. 
Der  Hyperbel  St  entspreche  in  Sx  eine  Hyperbel  Ki ;  so  föllt  der 
Mittelpunkt  der  letzteren  mit  dem  von  Sti,  zugleich  aber  auch  die 
unendlich  entfernten  Punkte  der  einen  Hyperbel  mit  denen  der 
anderen,  folglich  auch  deren  Asymptoten  zusammen.  Die  Hyper- 
beln jtx  >  ^1  haben  also  ausser  den  Punkten  Bi ,  Bi  auch  noch 
zwei  Tangenten  und  deren  Berührungspunkte  gemein ;  folglich  sind 
sie  identisch. 

Sind  endlich  X,  St^  zwei  beliebige  Parabeln,  und  denkt  man 
sich  an  St  irgend  zwei  Tangenten  A,  A',  welche  dieselben  in  a,  a' 
berühren,  und  an  ^x  A°<^h  zwei  beliebige  Tangenten  Ap  A\  ge- 
legt,  welche  dieselben  in  ax>  a'x  berühren,  so  kann  man  festsetzen, 
die  Ebenen  S,  Sx  sollen   affin,    und  zwar  die  Geraden  A,  Ai} 
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Ay  A\ ;  aa'y  Aid'i  entsprecheiide  Gerade  seio*  Eotspricbt  vmn  der 
Parabel  jt  eioe  Parabel  Ki ,  so  gebt  letztere  durch  die  Punkte 
0],  a'xf  vvelcbe  deo  a,  a'  entsprecheo»  nnd  berfibrt  in  dieseo  zwei 
Gerade  Ai,  A^y  welche  den  Tangenten  A^  Ä  entsprechen.  Die 
Parabeln  Si^y  aj  haben  also  zwei  Tangenten  und  deren  Berüh- 
rungspunkte und  ausserdem  die  unendlich  entfernte  Tangente  ge- 
mein; folglich  sind  dieselben  identisch. 

9.  Zwei  beliebige  Ellipsen  sind  allemal  affine  Fi- 
guren; und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  zugeordnete 
Durchmesser  beliebig  auswählen  und  sodann  fest- 
setzen^ dass  die  der  einen  denen  der  anderen  entspre- 
chen sollen. 

10.  Zwei  beliebige  Hyperbeln  sind  allemal  affine 
Pleuren;  und  zwar  darf  man  ausser  den  Asymptoten  in 

t'eder  einen  Durchmesser  (und  den  ihm  zugeordneten)  belie- 
big auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  die  einen 
den  anderen  entsprechen  sollen. 

IL  Zi^ei  beliebige  Parabeln  sind  allemal  affine  Fi- 
guren; und  zwar  darf  man  in  jeder  zwei  Tangenten  be- 
liebig auswählen  und  sodann  festsetzen,  dass  sowohl 
diese  Tangenten  als  auch  deren  Berührungspunkte  ein- 
ander entsprechen  sollen. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  P  eine  beliebige  Parabel .  Ay  A  seien  zwei 
befiebige  Tangenten  derselben,  9iy  fi  deren  Berührungspunkte, 
^i^u  die  der  Sehne  aa'  parallele  Tangente;  a'i  deren  Berfinrungs- 
pvnkt  und  5  der  Durchschnitt  Ton  A^  A\  so  ist  die  Gerade  tfa'i, 
als  harmonische  Polare  des  unendlich  entfernten  Punktes  der  Sehne 
aa',  der  dieser  letzteren  zugeordnete  Durchmesser,  also  a'i  der 
Scheitel  des  Parabelseemente  über  aa'.  Da  nun  6  der  harmonische 
Pol  Ton  afi  ist,  folglich  die  Punkte  tf,  m  mit  dem  Punkte  o\  und 
dem  mendlich  entlemteo  der  Parabel  harmonisch  sind,  so  ist 
ie'i  =  aa  1 ,  folglich 

iiUi=^  tia  und  AoaV,  =  -^att'^=  2AM/j€. 

Man  denke  sich  nun  mit  der  Parabel  P  eine  zweite ,  /\,  zu- 
sammengefallen,  und  wähle  fiir  P  die  Tangenten  A,  A,  für  /\ 
die  Tai^enten  A^,  Ai  (wovon  erstere  mit  A,  letztere  mit  ^i^ii 
zusammenfallt)  beliebig  aus ;  so  darf  man  festsetzen ,  P  und  Pi 
soUen  affin  und  zwar  A,  Ai ;  A,  A-^  \  a,  9ii^\  a',  a'i  entsprechende 
Elemente  sein.  Dann  aber  sind  nicht  nur  die  Dreiecke  a^t  und 
^'^x^x,  S4»dem  auch  die  Parabelsegmente  über  den  Sehnen  (kOi 
und  o^a^  entsprechende  Flächenräume.  Denn,  um  das  letztere 
ganz  ausser  Zweifel  zu  setzen,  ist  p  irgend  ein  innerhalb  des  A^a'^ 
liegender  Punkt  Tun  JP,  und  ist  p  die  Tangente  in  p,  so  liegen 
die  Durchschnitte  b  und  b'  von  p  und  Ay  p  und  A  nothweodig 
zwischen  a  und  €,  a'  und  ^;  also  liegen  aucn  die  entsprechenden 
Punkte  ^1,  h\  zwischen  a^  und  €^,  a\  und  i^,  und  sowie  p  zwi- 
sckeo  b  und  b'  li^ ,  mnss  auch  auf  der  Tangente  p  der  dem  p 
entaprecbende  Pttift  p^  zwischen  bi  und  b'i ,  also  tmierbalb  des 
Dreiecks  st^'i^  liegen.     Nach  §•  25.  4  tsl  also 


!"      i 
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aus  demselben  Grunde  aber  ist  auch 

S.  aa' :  S.  oVi  =  Aö«'<^  '•  A«<»'i^/i;. 
folglich  ist 

S.  aa' :  S.  ^^c{\  :  S.  a'a'i  =  A««'^  2  Afli<>'i^i  •  A^'^'i^w; 

hieraus  aber  ei^bt  sich  nun  : 

(S.  na'— S.  «la'i  — S.  oVi) :  (A««'<-  Aoi^'i^  •— A«'«',d/i) 

also  da 

ist ,  so  hat  man  die  Proportion 


d,  h. 


1  :|  =  S.  aa':2AaaVi, 


S.  aa'  =  ^-AflaVi. 


12.  Ein  jedes  Parabelsegment  beträgt  vier  Drit- 
theile des  Dreiecks  ,  dessen  Grundlinie  die  Sehne,  und 
dessen  Scheitel  der  Scheitel  dieses  Segmentes  ist. 


Auf  einander  gelegte  collineare  und  reciproke  Ebenen. 

A. 
Collineare. 

§.  28.     . 

Werden  irgend  zwei  collineare  Ebenen  S«  S^  beliebig  auf 
einander  gelegt^  und  sind  IB^  Bj^;  B",  Vx  irgend  zwei  Paar  ent- 
sprechende Strahlbüschel  derselben,  so  ist  sowohl 


24 

I 

als  auch 

Ria',  b\  c',  cr...)=  B\(ai,  b\,  c'u  cTi...); 

also  schneiden  sich  je  zwei'  entsprechende  Strahlen  von  B,  Bi 
auf  einem  Kegelschnitte  Ky  welcher  auch  die  Punkte  B,  B^  ent- 
hält, und  je  zwei  entsprechende  Strahlen  von  B,  fi\  auf  einem 
zweiten  Kegelschnitte  Ky  der  auch  durch  die  Punkte  jo,  B^  geht. 
Es  sind  nun  aber  die  Strahlen  BB  und  B^Kx  allemal  entspre- 
chende sowohl  von  B  und  B^,  als  auch  von  .&  und  B^  '•>  ^^^  ^^~ 
ben  die  Kegelschnitte  Ky  K  nothwendig  einen  Punkt  i  gemein, 
und  dann  nothwendig  noch  einen  zweiten  p ,  und  wenn  einen  dritten 
q,  auch  noch  einen  vierten  r,  es  sei  denn,  dass  sie  sich  berühren 
oder  oskuliren.  Von  diesen  drei  Punkten  p,  g,  r  gehurt  keiner 
den  Geraden  BB,  ByB^  selber  an;  denkt  man  sich  also  irgend 
einen  derselben  mit  B,  B,  B^y  B^x  durch  die  Geraden  a,  d,  a^,  dx 
verbunden,  so  müssen  den  a,  a'  von  C  die  a^,  a\  in  Si  entspre* 
eben;  folglich  fallen  in  jedem  dieser  drei  Punkte  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  Ebenen  S,  Si  zusammen.  Das  nämliche  lässt 
sich  aber  nicht  vom  Punkte  i  sagen ;  denn  rechnet  man  ihn  zu  S, 
so  kann  demselben  irgend  ein  Punkt  tj  der  Geraden  Bx  B'x  ent- 
sprechen ,  der  nicht  mit  t  identisch  ist.  Gäbe  es  aber  noch  einen 
vierten  Punkt,  in  welchem  sich  entsprechende  vereinigten,  so 
würde  derselbe  zwei  entsprechende  Strahlen  von  By  B^ ,  und  zwei  - 
andere  von  B',  B^x  bestimmen,  also  ebenfalls  den  Kegelschnitten 
Kt  K'  gemeinschaftlich  angehören,  was  widersprechend  ist,  da 
diese  Kegelschnitte  nicht  zusammenfallen  können. 

Verbindet  man  die  Punkte  p  und  q,  q  und  r,  r  und  p  durch 
drei  Gerade  R,  P,  Qy  so  sieht  man  sogleich,  dass  in  einer  jeden 
zwei  entsprechende  Geraden  beider  Ebenen  zusammen falleq ;  eine 
jede  vierte  Gerade  aber  von  derselben  Eigenschaft  würde  wenig- 
stens eine  der  drei  ersteren  in  einem  neuen  Punkte  schneiden, 
der  zwei  entsprechende  vereinigte,  was  dem  Vorigen  widerspricht. 
Oder  wählt  man  statt  der  Strahlbüschel  ByBx ;  B'y  B'x  zwei  Paar 
entsprechende  Gerade  A,  Ax;  A' y  A\y  so  sind  sämmtliche  Gerade, 
welche  die  entsprechenden  Punkte  von  Ay  Ax  verbinden ,  die  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  £,  und  sämmtliche  Gerade,  welche 
die  entsprechenden  Punkte  von  Äy  A'x  verbinden ,  sind^  die  Tan- 
genten eines  Kegelschnittes  &'\  diese  beiden  Kegelschnitte  haben 
allemal  eine  Tangente  i  ^meiti,  welche  den  Durchschnitt  von 
Ay  A  mit  dem  von  Ax ,  ^i  verbindet ;  also  haben  sie  nothwendig 
noch  eine,  und  wenn  eine  dritte,  auch  noch  eine  vierte  Tangente 
gemein,  es  .sei  denn,  dass  sie  sich  berühren  oder  oskuliren.  In 
jeder  der  drei  letzteren  fallen  zwei  entsprechende  Gerade  der  Ebe- 
nen zusammen,  und  nur  in  der  ersteren  geschieht  dies  nicht. 

Existirt  nur  einer  der  Punkte  p,  ^,  r,  z.B.  p,  so  kann  auch 
nur  eine  der,  auf  die  letzte  Weise  erhaltenen  Geraden  P,  Q,  Ry 
Dämlich  Py  existiren;  denn  zwei  der  letzteren  würden  auch  die 
dritte ,  und  alle  drei  auch  drei  Punkte  p,  q y  r  fordern  ,  und 
umgekehrt ;  und  dass  P  im  Allgemeinen  nicht  durch  p  gehen  kann, 
erhellt  daraus,  dass,  wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  projekti- 
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yischen  Geraden  ein  Paar  entsprechende  Punkte  sich  vereinigen, 
im  Allgemeinen  allemal  ein  zweites  solches  Paar  sich  nachweisen 
lässt. 

1.  Werden  zwei  coliineare  Ebenen  beliebig  aufein- 
ander gelegt»  so  sibt  es  im  Allgemeinen  entweder  nur 
einen  oder  drei  Punkte  in  denselben  »  in  denen  sich 
zwei  entprechende  vereinigen;  und  zwar  gibt  es  im 
ersten  Falle  nur  eine,  durchjenen  Punkt  nicht  gehende 
Gerade^  in  welcher  zwei  entsprechende  sich  vereinigen; 
im  letztenFalle  dagegen  ist  jede  Verbindungslinie  der 
drei  Punkte  eine  solche  Gerade. 

Ein  jeder  der  Punktfc  p,  g,  r  wird  ein  Situationspunkt, 
und  eine  jede  der  Geraden  P,  Q,  R  eine,  dem  ersteren  zuge- 
ordnete, äituationslinie  der  coUinearen  Ebenen  S,Q^i  genannt 

Da  je  zwei  entprechende  Gerade  in  Ansehung  ihrer  entspre- 
chenden Punktenpaare  projektivisch  sind  und  perspektivisch  wer- 
den, wenn  in  ihrem  Durchschnitt  zwei  entsprechende  Punkte  sich 
vereinigen,  und  da  ähnliches  von  zwei  entprechenden  Strahlbfl- 
scheltt  gilt,  in  deren  gemeinschaftlichem  Strahle  entsprechende 
zusammenfallen,  so  folgt: 

2.  Je  zwei  entsprechendeStrahlen  eines  Situations- 
punktes sind  in  Ansehung  ihrer  entsprechenden  Punk- 
tenpaare perspektivisch,  und  zwar  liegt  ihr  Brojek- 
tionspunkt  aul  der  zugeordneten  Situationslinie;  und 

Je  zwei  entsprechende  Strahlbüschel,  deren  Mit- 
telpunkte auf  einer  Situationslinie  liegen,  sind  in  An- 
sehung ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare  perspek- 
tivisch, und  zwar  gent  ihr  perspektivischerDurchschnitt 
durch  den  zugeordneten  Situationspunkt. 

Mittels  §.  21.  3.  ergibt  sich: 

3.  Die  Verwandtschaft  der  Collinea'tion  zweier  auf 
einander  gelegter  Ebenen  ist  vollkommen  bestimmt, 
sobald. ein  Situationspunkt,  oder  eine. Situationslinie, 
und  irgend  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Ge- 
raden beliebig  gegeben  sind. 

4.  Wenn  von  zwei  aufeinandergelegten  collinearen 
Ebenen  ein  Situationspunkt  und  ausserdem  drei  Paar 
entsprechende  Punkte^  beliebig  gegeben  sind,  die  zu- 

feordnet.e  Situationslinie  und  zu  einem  beliebig  gege- 
enen  Punkte   der    einen    Ebene   den    entsprechenden 

Punkt  der  anderen  zu  finden. 

I 

Auflosung. 

Sind  in  Taf.  IL  Fig.  9.  der  SLtuationspunkt  p  und  die  ent- 
sprechenden Punktenpaare  o,  a^ ;  ^9  ^ ;  <y  Ci  gegeben ,  so  verbinde 
man  p  mit  den  letzteren  durch  die  Geraden  a,  Oi;  6>  61;  c,  c«, 
ziehe  6c  und  ac  (oder  aO),  welche  a  und  b  resp.  in  a  und  p  schnei- 
den, und  ebenso  biC^  und  0|C^  (oderOibi),  weiche  ai  und  6^  resp. 
iD  ttj  und  ßi  schneiden;  endlieh  ziehe  man  aai  una  «Oi,  welche 
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8ieb  ia  Oq»  und  bb|  und  ß^,  welche  sich  in  bo  schoeiden;  so  ist  die 
Gerade  P,  welcKe  Qq  mit  b^  verbindet  >  die  gesuchte  Situations- 
linie. —  Ist  nun  <|  irgend  ein  Punkt  von  S,  so  verbinde  man  den- 
selben mit  a  und  b  durch  zwei  Gerade ,  welche  b  und  a  resp.  in 
ß^  und  a  schneiden,  ziehe  sofort  die  Geraden  QqCc'  und  boß',  wel- 
che tti  und  öl  resp.  in  «^  und  ß^i  schneiden,  und  noch  die  Gera« 
den  Oiß^i  und  bia^ ;  so  ist  der  Durchschnitt  ()x  dieser  letzteren  der 
dem  q  entsprechende  Punkt. 

Beweis. 

Die  Geraden  ci,  Oi ;  6,  &| ;  c,  C]^  entsprechen  sich  paarweise, 
weil  aufie  zweien  derselben ,  z.  B.  auf  a,  o^ ,  zwei  Paar  entspre- 
chende Funkte  p,  pi ,  a,  a^  liegen ,  und  da  aus  demselben  Grunde 
auch  die  Geraden  ac,  ciiCi;  bc,  b^Ci  sieh  entsprechen,  so  gilt  diess 
auch  von  den  Punkten  ß,  ßii  ci,  a^.  Nach  Lehrsatz  2.  liegen  dem- 
nach die  Punkte  a^^  und  b^  auf  der  dem  p  zugeordneten  Situations- 
linie. —  Kraft  desselben  Satzes  entsprechen  sich  nun  auch  die 
Punkte  «',  a'i;  ß^,  ß\y  und  mithin  auch  die  Geraden  iia,  b\CL\\ 
äff 9  Oi/3'i.  Also  sind  q,  q^,  als  Durchschnitte  zweier  Paar  entspre- 
cnender  Geraden,  entsprechende  Punkte. 

5.    Wenn    von    zwei  auf  einander  gelegten  affinen 

Ebenen  drei  Paar  entsprechende  Punkte  oder  Gerade 

beliebig   gegeben  sind,  einen  Situationspunkt  beider 

Ebenen,  d.  h>  einen  Punkt  zu  finden,   in  welchem  sich 

«zwei  entsprechende  Punkte  vereinigen. 

Auflösung. 

Sind  in  Taf.  II.  Fig.  10.  die  entsprechenden  Punktenpaare  a,  0|; 
b>  6^;  C,  Cx  gegeben,  so  ziehe  man  die  Geraden  ab  und  Oib^,  die 
sich  in  y  schneiden,  und  lege  durch  c  mit  ab,  durch  Ci  mit  a^bi 
zwei  Parallelen,  die  sich  in  71  schneiden;  ebenso  sei /$  der  Durch- 
schnitt von  ac  und  a^Ci ,  und  ßi  der  Durchschnitt  zweier  durch  b 
mit  ac,  und  durch  b^  mit  a^Ci  parallel  gelegten  Linien.  Jetzt  ver- 
binde man  y  mit  yi ,  und  ß  mit  ßi  durch  zwei  Gerade ;  so  ist  der 
Durchschnitt  p  dieser  letzteren  der  gesuchte  Situationspunkt. 

B  e  w'e  i  s.     - 

Denn  legt  man  durch  p  der  Reihe  nach  mit  ab,  ac,  a^hi,  axC^ 
Parallelen,  welche  beziehhch  die  ac,  ab,  (tiCx,'axbx  in  den  Punkten 
N  ^9  bi9  Cx  schneiden,  so  ist 

—  =  ?54  =  ill^    und5-  =  ^=^- 
ab      yp       axbx '   '      ae       ßp        ai^i ' 

ttiid  da  auch  die  Lage  der  Punkte  a ,  b ,  c  und  Ox ,  bx ,  Cx ;  a ,  e,  b 
und  Äx,  fx,  bx  die  nämliche  als  die  der  Punkte  y,  p,  y^ ;  p,  p,  ßi, 
folglich  übereinstimmend  sein  muss,  so  sind  b,  bx;  c,  Cx  entspre- , 
che^e  Punkte  und  somit  nach  §.  25.  3w  sind  die  Geraden  pb,  pbx ; 
p^,  pCi  ebenfalls  entsprechend.  Dem  Durchschnitte  von  ;»b  und 
pt  entspricht  also  der  Durekscbnitt  von  pbx  und  pii. 
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Denkt  man  sieb  die  zwei  entsprechenden  StraUbüscheh  deren 
Mittelpunkte  in  p  liegen^  so  haben  dieselben,  wie  je  zwei  eon- 
centrische  projektivische  Strahlbuschel^  im  Allgemeinen  zwei  Paar 
entsprechende  Strahlen  gemein;  diese  können  jedoch  auch  ganz 
fehlen  oder  im  Grenzfalle  sich  zu  einem  einzigen  vereinigen;  und 
da  hei  auf  einander  gelegten  affinen  Ebenen  jedesmal  die  ent* 
sprechenden  unendlich  entfernten  Geraden  sich  vereinigen,  so 
folgt : 

6.  In  zwei  beliebig  aufeinander  gelegten  affinen 
Ebenen  gibt  es  allemal  einen  Situationspunkt,  wel- 
chen die  unendlich  entfernte  Gerade  als  Situations- 
linie zugeordnet  ist;  und  ausserdem  gibt  es  im  Allge- 
meinen zwei  oder  (nur  eine  oder)  keine  Situationslinien 
nnd  Situationspunkte,  und  diese  gehOren  den  beiden 
ersteren  an. 


§.  29. 

Ein  ausgezeichneter  Fall,  dessen  allgemeine  Möglichkeit 
Magnus  in  seiner  „Sammlung  von  Aufgaben  und  Lehr- 
sätzen aus  der  analytischen  Geometrie.  Berlin.  1833'^ 
zuerst  nachgewiesen  hat,  ist  derjenige,  dass  in  zwei  entsprechenden 
Strahlbiischeln  je  zwei  entsprechende  Strahlen,  und  dass  zugleich 
in  zwei  entsprechenden  Geraden  je  zwei  entsprechende  Punkte 
einander  decken.  Für  uns  ist  dieser  Fall  durch  die  in  §.  22.  an- 
gestellten Betrachtungen  bereits  erledigt. 

a)  In  der  That:  legt  man  irgend  zwei  collineare  Ebenen  der- 
gestalt aut  einander,  dass  irgend  eines  der  beiden  Paare  projekti- 
visch  gleicher  entsprechender  Geraden,  z.  B.  T,  7\  in.  Taf.  L 
Fig.  3. ,  sammt  ihren  entsprechenden  Punkten  einander  decken^  so 
werden  auch  die  Mittelpunkte  6y  a^  und  die  entsprechenden  Strahr 
lenpaare  zweier  projektivisch  gleicher  Strahlbüschel  zusammen- 
fallen müssen.  Die  Achsen  beider  Ebenen  sind  dann  unter  ein- 
ander und  mit  T,  7i  parallel,,  und  die  zwei  andern,  projektivisch 
gleichen  Geraden  5,  Si  sind  von  dem  Punkte  {cCi),  sowie  auck 
die  Mittelpunkte  der  zwei  anderen  projektivisch  gleichen  Strahl- 
büschel Sy  $1  von  der  Geraden  {TT{)  gleichweit  entfernt. 

6)  Dreht  man  jetzt  die  eine  Ebene  um  den  Punkt  (<!(%),  ohne 
sie  jedoch  von  der  anderen  zu  trennen  ;  um  einen  Winkel  von  ISOP» 
so  müssen  jetzt  die  Geraden  S,  Si  saramt  ihren  entsnrecbendem 
Punktenpaaren  sich  decken ,  während  das  nämliche  auch  noch  von 
den  entsprechenden  Strahtenpaaren  der  Strahlbüschel  <f,  öi  gilt. 
Die  Geraden  7\  7\  nehmen  dann  den  Punkt  (0Oi),  und  die  Punkte 
s,  5j  die  Gerade  (SSi)  in  die  Mitte. 

c)  Man  denke  sich  die  Ebenen  in  die  Las^e  a)  zurückgebracht, 
nun  aber  die  eine  um  die  Gerade  (TTt)  —  ohne  Verschiebung  — 
herumgewendet,  so  fallen  die  Strahlbüsehel  s,  $i  und  deren  ent- 
sprechende Strahlenpaare  auf  einander  iu  s.  w. 

d)  Und  denkt  man  sich  jetzt  wieder  die  eine  Ebene  um  den 
Pnakt  (s^Si)  —  ohne  Umwendung  •—  nm  180^  herumgedreht,  so 
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kommen  die  Geraden  S,  Si  sammt  ihren  entsprechenden  Pnnlcten- 
paaren  zur  Deckung  u.  s.  w. 

1.  Sind  irgend  zwei  collineare  Ebenen  gegeben, 
so  lassen  sich  dieselben  auf  vier  verschiedene  Arten 
dergestalt  aufeinander  legen,  dass  sowohl  zwei  ent- 
sprechende StrahlbGschei  und  deren  entsprechende 
Stralenpaare,  als  auch  zwei  entsprechendeGerade  und 
deren  entsprechende  Punktenpaare  einander  decken« 
Man  erhält  nämlich  allemal  eine  von  diesen  vier  La- 
gen, wenn  man  die  beiden  auf  den  Achsen  senkrecht 
stellenden  entsprechenden  Geraden  aufeinander  legt 
und  sodann  diejenigen  zwei  entsprechendenprojektt- 
▼isch  gleichen  Geraden  oder  die  Mittelpunkte  aerje- 
nigen  zwei  entsprechenden  projektivisch  -  eleich  en 
Strahlbüschel,  welche  gleich  liegend  sind,  sicn  decken 
lässt;  und  die  drei  anderen  erhält  man  hiernach,  in- 
dem man  die  eine  £b  ene  entweder  um  den  Mittelpunkt 
der  vereinigten  Strahlbüschel  und  zwar  um  einen  Win- 
kel von  zwei  Rechten  herumdreht,  oder  um  die  ver- 
einigten Geraden,  ohne  Verschiebung,  herurawendet, 
oder,  wenn  diess  letztere  geschehen,  jene  Drehung  um^ 
den  Mittelpunkt  der  neuen  vereinigten  Strahlbüschel' 
wieder  eintreten  lässt.  In  keinem  Falle  aber,  selbst 
nicht,  wenn  beide  Paare  projekti visch-gleicher  Gera- 
den und  die  Mittelpunkte  beider  Paare  projektivisch- 
gleicher  Strahlbüschel  auf  einander  fallen,  können 
zugleich  die  entprechendenElementenpaare  des  einen 
Paars  und  auch  die  des  anderen  einander  decken,  es 
sei  denn,  dass  die  Ebenen  congruent  sind. 

Zwei  auf  einander  gelegte  Ebenen  heissen  collinear  und 
collinear-liegend,   und  ihr  Situationspunkt  CoUineations- 

1>unkt,  ihre  Situationslinie  Collineationslinie,  wenn  sie  col- 
inear  sind  und  sich  in  einer  der  vier  so  eben  angedeuteten  Lagen 
befinden;  und  ähnlicherweise  werden  die  Ausdrücke  affin  und 
affin  -  liegend,  ähnlich  und  ähnlich  -  lieeend,  Affini- 
täispunkt,  Affinitätslinie,  Aehnlichkeitspunkt  und 
Aehlichkeitslinie  zu  verstehen  sein. 

2.  In  zwei  ^collinearen  und  collinear  -  liegenden 
Ebenen  liegen  je  zwei  entsprechende  Punkte  mit  dem 
Collineationspunkte  in  gerader  Linie,  und  schneiden 
sich  je  zwei  entsprechende  Gerade  in  einem  Punkte 
der  Collineationslinie. 

3.  In  zwei  collinearen  und  collinear  -  liegenden 
Ebenen  sind  die  Achsen  derselben  mit  der  Collinea- 
tionslinie parallel,  und  eine  jede  von  beiden  ist  eben- 
soweit von  dieser  letzteren,  als  die  andere  vomCoUi* 
neationspunkte  entfernt. 

Aus  den  Sätzen  3. ,  4. ,  6.  des  §.  26.  und  den  Sätzen  8. ,  10. 
des  $.  25.  erhellt  nun  sogleich : 

4.  Zwei  affine  Ebenen  kennen  allemal,  aber  auch 
nur  dann  in  affine  Lagen  gebracht  werden,  wenn  auf 
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den  einen  Paar  Schenkeln  zweier  entsprechenden 
rechten  Winkel  das  Verhältniss  der  entsprechenden 
Strecken  grosser,  und  auf  den  anderen  kleiner  alsdie 
Einheit  ist. 

5.  Zwei  affine  Ebenen  lassen  sich  im  Allgemeinen 
auf  unzähiiee  verschiedene  Arten  in  affineLage  brin- 
gen. Befinden  sie  sich  nämlich  in  einer  solchen;  so 
erhält  man  sofort  eine  andere,  indem  man  die  eine 
Ebene  entweder  um  die  Affinitätslinie  ohne  Verschie- 
bung herumwendety  oder  um  einen  beliebigen  Punkt 
der  Affinitätslinie  und  zwar  um  einen  bestimmten 
unveränderlichen  Winkel  herumdreht,  oder  auch  der- 
gestalt verschiebt,  dass  irgend  ein  Strahl  des  Affini- 
tätspunktes in  seinem  Orte  verharrt.  Der  Affi  nitäts- 
punkt  liegt  allemal  unendlich  entfernt,  wofern  nicht 
derbesondereFall  derAehnlichkeit  vorhanden  ist;  und 
zwar  liegt  derselbe  allemal  in  einer  von  zwei  festen 
Richtungen  der  als  ruhend  vorgestellten  Ebene,  welche 
bei  jederDrehung  oder  Umwendung  der  anderenEbene 
mit  einander  wechseln. 

6.  Zwei  ähnliche  Ebenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  in  ähnliche  Lage  bringen,  indem 
man  zu  diesem  Zwecke  nur  irgend  zwei  Paar  entspre- 
chende Strahlen  aufeinander  zu  legen  braucht.  Die 
Aehnlichkeitslinie  ist  jedes^mal,  der  Aehnlichkeits- 
punkt  dagegen  nie  unendlich  entfernt. 

In  Taf.  IL  Fig.  11.  sind  zwei  gleiche  Ebenen  C,  Ci  dargestellt; 
jS,  Si  sind  zwei  entsprechende  projektivisch  -  gleiche  Geraae,  wel- 
che sich  sammt  ihren  entsprechenden  Punlctenpaaren  decken ; 
7,  7\  sind  ebenfalls  projektivisch -gleich,  aber  ungleichliegend, 
und  dasselbe  eilt  von  Jen  Parallelen  6,  6i;  c,  Ci ;  d,  dfi....  Wen- 
det man  die  Ebene  S^  ^^  ^^^  Gerade  (SSi)  herum,  so  fallen  die 
Punkte  Ci,  n^,  mi...  auf  f^,  v^.  fCi...,  die  Geraden  eei.,  nv^, 
mfti . . .  sind  nun  mit  (SSi)  parallel  und  vereinigen  eine  jede  zwei 
entsprechende  Strahlen.  Dreht  man  dagegen  die  Ebene  Ci  um 
einen  beliebigen  Punkt  von  {SSi),  z.  B.  um  (aa^),  und  zwar  um 
180^  herum,  so  tritt  jetzt  die  Gerade  (TTi)  an  die  Stelle  von 
(SSi)  und  die  Geraden  S,  Si  sind  ungleichliegend  u.  s.  w. 

7.  Zwei  gleiche  Ebenen  lassen  sich  auf  unzählige 
verschiedene  Arten  dergestalt  aufeinander  legen, dass 
zwei  entsprechende  Gerade  und  deren  entsprechende 
Punktenpaare,  und  zugleich  zwei  entsprechendePunkte 
und  deren  entsprechende  Strahlenpaare  einander 
decken.  Dieser  Punkt,  der  Projektionspunkt  beider 
Ebenen,  ist  allemal  unendlich  weit  entiernt,  und  je 
zwei  seiner  vereinigten  Strahlen,  die  Projektions- 
strahlen der  Ebenen,  sind  in  Ansehung  ihrer  entspre- 
chenden Punktenpaare  projektivisch  -  gleich«  Die 
Grundlinie  der  Ebenen,  a.  h.  die  Gerade,  deren  jeder 
Punkt  zwei  entsprechende  vereinigt,  ist  entweder 
unter  einem  bestimmten,  unveränderlichen  Winkel 
gegen  die  Projektionsstrahlen  geneigt,  oder  mit  den- 
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selben  parallel;  im  ersten  Ftaile  sind  je  zwei  in  einem 
Projektionstrahl  vereinigte  Gerade  ungleichliegend, 
im  zweiten  aber  gleichiiegend,  und  der  eine  Fall  ent- 
steht aus  dem  anderen,  indem  man  die  eine  Ebene  um 
die  Grundlinie  herumwendet.  Dreht  man  im  ersten 
Falle  die  eine  Ebene  um  irgend  einen  Punkt  der  Grund- 
linie, und  zwar  um  einen  Wi  nkel  ivon  zwei  Rechten, 
so  wird  jetzt  einer  der  Pro jektionsstrahlen  zur  Grund- 
linie, die  neuen  Projektionsstrahlen  aber  sind  wieder 
ungleichliegend;  und  dreht  man  im  zweiten  die  Ebene 
um  das  doppete  Complement  jenes  unveränderlichen 
Winkels,  so  ändert  auch  jetzt  dieGrundlinie  ihre  Rich- 
tung, aber  auch  jetzt  werden  die  neuen  Projektions- 
stranlen  wieder  gleichliegend.  Endlich  erhält  man  in 
beiden  Fälleli  nach  und  nach  immer  neue  Grundlinien 
von  derselben  Richtung,  wenn  man  die  eine  Ebene 
bloss  S:0  verschiebt,  dass  ein  Projektionsstrahl  in  sei- 
nem Orte  verharrt. 

Keiner  weiteren  Erklärung  endlich  wird  der  folgende  Satz  be* 
dürfen  : 

8.  Zwei  congruente  Ebenen  lassen  sich  allemal  so 
legen,  dass  je  zwei  entsprehendeElemente  derselben 
sich  decken.  Dreht  man  sodann  die  eine  Ebene  um 
irgend  einen  festen  Punkt,  und  zwar  um  einen  Winkel 
von  zw  ei'R echten  herum,  so  sind  je  zwei  entsprechende 
Gerade  parallel  und,  sowie  auch  je  zwei  entsprechende 


bung  nerum^  so  liegen  oeide  UiDen 
metrisch,   d.  h.  je  zwei  entsprechende  Gerade  schnei- 
den sieb  auf  jeuer  Geraden,   der  Symmetrallinie,  und 


ilden.  mit  inr  gleiche  Winkel,  und  je  zwei  entspre- 
hende  Punkte  sind  gleichweit  von  der  Symmetrallinie 
ntfernt,  und  ihre  Verbindungslinie  steht  auf  dersel- 


bilden,   mit 
ch 

en , . o^ ~  ^. «^•«^. 

ben  senkrecht.  Verschiebt  man  endlich  die  eineEbene 
dergestalt,  dass  irgend  eine  Gerade  in  ihrem  Orte 
verharrt,  so  sind  je  zwei  entsprechende  Punkte  und 
je  zwei  entsprechende  Gerade  gleichweit  von  einander 
entfernt. 


§.  30. 

Wenn  in  zwei  aufeinander  gelegten  collinearen Ebenen  irgend 
zwei  Punkte  einander  in  doppeltem  Sinne  entsprechen,  so  mfissen 
in  der  sie  verbindenden  Geraden  zwei  entsprechende  sich  verein!* 
gen,  also  eineSituationsftinie  bilden,  und  nach  dem  4ten  Tbl.  des 
Archivs  S.  258.  b.  müssen  je  zwei  entsprechende  Punkte  dieser  ^ 
Geraden  sich  in  do{^ltem  Sinne  entsprechen,  d.  b.  die  Geraden 
selbst  sind  involutorisch  ;  folglich  falfen  die  Durchschnitte  ihrer 
JParallelstrahlen ,  d*  h,  die  den  unendlicii  entfernten  Punkten  ent** 
sprechenden  Punkte ,  zusammen;   jene  Situatienslinie   geht  also 
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durch  den  Dttrchscbnitt  der  beideo  Aehsen«  Man  sieht  sogleich^ 
dass  diess  nicht  im  Allgemeinen  istattfinden  kann,  indem  man  ja 
z^vei  entsprechende  Gerade  so  auf  einander  legen  kann  ^  dass  me 
den  unendlich  entfernten  Punkten  derselben  entsprechenden  Punkte 
nicht  zusammenfallen.  Legt  man  sie  aber  wirklich  auf  diese 
Weise,  so  müssen  auch  die  beiden  Strabibüscfael ,  deren  gemein- 
schaftlicher Mittelpunkt  der  zugeordnete  Situationspunkt  ist  5  in- 
volutorisch  sein ,  sonst  aber  im  Allgemeinen  keine  anderen  Gera- 
den und^  keine  anderen  Strahlbiischel.  Eine  Ausnahme  bildet  ganz 
allein  der  in  §•  24.  unter  Nro.  14.  b  bezeichnete  Fall.  Sind  näm- 
lich die  Abstände  der  Mittelpunkte  Sy  Si  der  projektivisch-gleichen 
Strahlbuschel  von  den  Achsen  einander  gleich ,  so  kann  man  die 
Ebenen  so  auf  einander  legen,  dass  zu  gleicher  Zeit  die  Achsen 
Q,  Px  (Taf.  I.  Fig.  3.)  und  die  Punkte  s,  Si  und  <t,  «r^  einander  decken, 
und  dann  werden  einerseits  die  Strahlbuschel  tf>  (U  und  je  zwei 
ihrer  entsprechenden  Strahlenpaare,  sowie  auch  die  Geraden  T,  7\ 
mit  ihren  entsprechenden  Punktenpaaren  einander  decken;  ande- 
rerseits aber  die  Strahlbüschel  s,  Si,  sowie  die  Geraden  S,  Si, 
eine  Involution  bilden.  Ist  nun  g  irgend  ein  Punkt  von  £,  so  liegt 
sein  entsprechender  9i  auf  der  Geraden,  welche  9  mit  (<f(fj)  ver- 
bindet; in  dieser  aber  vereinigen  sich  zwei  entsprechende,  und 
den  unendlich  entfernten  Punkten  beider  entsprechen  zwei  Punkte, 
welche  sich  auf  der  Achse  (QPx)  vereinigen ;  also  sind  dieselben 
involutorisch ,  und  die  Punkte  q,  Qi  entsprechen  sich  in  doppeltem 
Sinne.  Oder  ist  g  irgend  eine  Gerade  von  S,  so  schneidet  sie 
die  ihr  entsprechende  gi  in  einem  Punkte  von  {TT^),  in  welchem 
sich  zwei  entsprechende  vereinigen;  da  nun  die  Punkte,  wo  diese 
Geraden  ^,  gi  die  (SSi)  schneiden,  sich  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechen, so  §ilt  diess  auch  von  o,  gi ;  und  demnach  gehören 
letztere  zu  zwei  involutorischen  Straulbüscheln. 

Wären  die  Strecken  so,  Siöi  nicht  einander  gleich,  und  mau 
legte  (£,  ^i  so  aufeinander,  dass  die  Achsen  Q,  Pi  sich  vereini- 
gen, so  konnten  dieselben  nicht  collinear  liegen,  und  höchstens 
nur  die^Puiikte  der  Situationslinien  sich  in  doppeltem  Sinne  ent- 
sprechen. Da  aber  in  diesem  Falle  der  eitte  Nituationspunkt  der 
unendlich  entfernte  von  (QPi)  sein  würde,  so  wären  zwei  Situa- 
tionslinien mit  (QPi)  parallel,  also  die  in  denselben  vereinigten 
Geraden  projektivisch  -  ähnlich ;  solche  aber  können  nach  dem  4ten 
ThI.  des  Archivs  8.  261.  a  niemals  involutorisch  sein.  Dagegen 
würde  diess  von  den  in  der  dritten  Situationslinie  vereintsten  Ge- 
radep,  aber  auch  nur  von  diesen  allein,  gelten,  weil  nier  die 
Durchschnitte  der  Parallelstrahlen  in  endlicher  Entfernung  sich 
vereinigen. 

o)  In  zwei  beliebig  auf  einander  gelegten  collinea- 
ibenen  gibt  es  im  Allgemeinen  keine  zwei  Punkt« 
und  keine  zwei  Gerade,  welche  sich  in  doppeltem 
Sinne  entsprechen.  6)  Legt  man  sie  aber  dergestalt 
aufeinander,  dass  zwei  entsprechende  Gerade  einan- 
der, und  zugleich  die  den  Achsen  angehörigen  Punkte 
sich  decken,  o-der  so,  dass  in  zwei  entsprechenden 
rechten  Winkeln  die  ungleichnamigen  Schenkel,  auf 
einander  fallen,  so  sind  jene  zwei  Gerade  und  die  im 
zugeordneten    Situationspunkte    vereinigten   Strahl- 


ren  E 
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büschely  und  andererseits  die  mit  diesen  Winkeln 
concentrlsclien  Strahlbüschel  und  die  mit  der  zuge- 
ordneten Sitaationslinie  vereinigten  Geraden  invoiu- 


torisch,  d.  h.  je  zwei  entsprechende  Elemente  dersel* 
ben  entsprecoen  sich  in  doppeltem  Sinne,  im  Allee- 
meinen   aber    auch    nur    diese  allein,    c)    Fallen  die 


Achsen  beider  Ebenen  auf  einander,  so  entspricht 
jede  denselben  parallele  Gerade  einer  anderen  in 
doppeltem  Sinne,  und  das  nämliche  gilt  von  den  Punk- 
ten derjenigen  Situationsiinie,  w^elche  nicht  mit  den 
Achsen  parallel  ist,  sonst  aber  i'm  Allgemeinen  von 
keinem  anderen  Elemente,  d)  Sind  in  beiden  Ebenen 
die  Mittelpunkte  der  projektivisch  -  bleichen  Strahl- 
büschel gleichweit  von  einander  entfernt  (stf  =  Si(fi), 
und  liegen  die  Ebenen  collinear,  so  entspricht  jeder 
Punkt  einem  anderen,  und  jede  Gerade  einer  anderen 
in  doppeltem  Sinne. 


B. 

Auf  einander  gelegte  recipiroke  Ebenen. 

§.  31. 

Denkt  man  sich  irgend  zwei  reciprok- verwandte  Ebenen  (&,  St 
beliebig  auf  einander  gelegt,  und  ist  A  irgend  eine  Gerade  von  C 
und  J?i  der  ihr  entsprechende  Punkt  von  Si,  ferner  a,  &,  c,  5«. . 
die  Punkte  von  A,  und  o^ ,  6^ ,  c^,  <2|.«.  die  denselben  entspre- 
chenden Strahlen  von  Bi,  so  ist 

A  (o,  b,  c,  b . .  •)  =  ßi  (oi,  bi,  Cx,  <2| . .  •). 

Sind  nun  a^,  b^,  Ci,  hi...  diejenigen  Punkte  von  ^,  in  welchen 
dieselbe  von  a^,  bx,  Ci,  <2|...  geschnitten  wird,  so  ist  auch 

« 

A  (o,  b,  c,  b . .  •)  =  Ai  (ojL,  bi,  Cj,  bi  • .  •)• 

Oder   sind   a,  6,  c,  d...    diejenigen    Strahlen  des  Punktes  J?|, 
welche  nach  den  Punkten  a,  b,  c,  b . . .  gehen ,  so  ist 

^1    (fll9     ^U     ^IP     ^  •  •  •)    =    «ß    (tt>     Ä,    C,     dm  .  .). 

Nach  §.  20.  2,  müssen  auch  die  den  Punkten  a^,  6i,  Ci,  b«...  ent- 
sprechenden Geraden  durch  die  den  Strahlen  Oi,  6x,  Cj,  Oi...  ent- 
sprechenden Punkte  a,  b,  c,  b...  gehen,  und  die  den  Strahlen 
a,  6,  c,  €?...  estsprechenden  Punkte  auf  den  den  Punkten  a,  b,  c, 
b...  entsprechenden  Strahlen  Oi,  bi,  c^,  c^..  liegen. 
* 
Je  zweiPunkte  einer  Geraden,  von  denen  ein  jeder 
auf  der  dem  anderen  entsprechenden  Geraden  liest, 
insofern  inmier  nur  der  eine  zu  der  anderen  und  der  andere  zu  der 
anderen  Ebene    gerechnet  wird,    sollen   zwei   zugeordnete 
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Punkte  jener   Geraden;   und  je  zwei   Strahlen   eines 
Punktes»  von  denen    ein  jeder  nach  dem  anderen  ent* 
sprechenden    Punkte    geht»    wobei    ebenfalls    nicht    br-^~ 
»Strahlen  zu  jeder  Ebene  gerechnet  werden»  sollen  zwei  zu 
ordnete  Strahlen  jenes  Punktes  heissen. 


beide 
ge» 


1.    In  zwei  auf  einander  gelegten  reciproken  Ebe- 
nen bilden  die  zugeordneten 

Strahlenpaare einesje den 
Punktes  zwei  in  Ansehung 
derselben    projektivische 


Punktenpaare  einer  jeden 
Geraden  zwei  in  Ansehung 
derselben  projektivische 
Gerade. 


Strahlbiiscfael. 


Rechnet  man  einen  Punkt  zu  beiden  Ebenen  zugleich»  so  ent- 
sprechen demselben  im  Aligemeinen  zwei  verschiedene  Gerade» 
und  dem  Durchschnitte  der  letzteren  auch  zwei  Gerade,  welche 
ihrerseits  den  ersteren  zum  Durchschnitte  haben;  un(>  ebenso  ent- 
sprechen einer  jedein  Geraden  zwei  Punkte »  und  der  Verbindungs- 
linie der  letzteren  zwei  andere  Punkte»  welche  auf  jener  erstereu 
liegen.  Zwei  Punkte»  von  denen  ein  jeder  der  Durchschnitt  der 
dem  anderen  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Geraden  ist» 
sollen  zwei  Wechselpunkte»  und  zwei  Gerade»  von  depen  eine 
jede  die  der  anderen  in  doppeltem  Sinne  entsprechenden  Punkte 
enthält»  sollen  zwei  Wechsel  strahlen  beider  Ebenen  heissen. 
Je  zwei  Wechselpunkte  und  Wechselstrahlen  sind  also  in  doppel- 
tem Sinpe  zugeordnete  Punkte  und  Strahlen.  Denkt  man  sich  nun 
die  zugeordneten  Punktenpaare  einer  Geraden»  welche  irgend  zwei 
Wechselpunkte  mit  einander  verbindet»  so  müssen  dieselben»  weil 
in  den  projektivischen  Geraden»  die  sie  bilden»  ein  einziges  Paar 
sich  in  doppeltem  Sinne  entsprechen »  eine  Involution  von  Punkten 
bilden»  uncl  desshalb  je  zwei  zugeordnete  Punkte  dieser  Geraden 
Wechselpunkte  beider  Ebenen  sein  u.  s.  w. 


2.  Je  zwei  zugeordnete 
Punkte  einerGeraden  sind 
Wech  seipunkte  beider 
Ebenen»  sobald  diess  von 
einem  einzigen  Paare  sol- 
cherPunkte  gilt;  und  dann 
bilden  sie  eine  Involution 
von  Punkten. 


2.  Je  zwei  zugeordnete 
Strahlen  eines  Punktes 
sind  Wechselstrahlen  bei- 
der Ebenen»  sobald  diess 
von  eineia  einzigen  Paare 
solcher  Strahlen  gilt;  und 
dann  bilden  sie  eine  Invo- 
lution von  Strahlen. 


Denkt  man  sich  zwei  Gerade  a,  b »  deren  jede  zwei  Wechsel- 
punkte verbindet»  und  ist  p  ihr  I>urchschnittspunkt»  ferner  P  die 
Gerade,  welche  dem  Punkte  p  entspricht»  insofern  derselbe  zu  S^ 
gerechnet  wird»  endlich  a»  b  die  Punkte»  wo  die  Geraden  a»  6  von 
P  geschnitten  werden,  so  sind  nach  dem  vorigen  Satze  sowohl  p 
und  a»  als  auch  p  und  b  Wechselpunkte»  d.  h.  rechnet  man  p 
zur  Ebene  S»  so  geht  die  entsprechende  Gerade  von  p  ebenfalls 
durch  die  Punkte  a  und  b.  Der  Punkt  p  ist  also  ein  solcher 
Punkt  beider  Ebenen»  welchem  ein  und  dieselbe  Gerade  P  ent- 
spricht» es  mag  derselbe  zu  der  einen  oder  zur  anderen  Ebene 
gerechnet  werden.  Ist  nun  c  irgend  eine  dritte  Gerade»  welche 
zwei  Wechselpunkte  verbindet»  und  ist  c  ihr  Durchschnitt  mit  P, 
80  liegt  der  Wechselpunkt  von  c  auf  c ;  aber  die  Geraden,  welche 

Thcil  Vm.  3 
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ilem  Punkte  c  in  dem  einen  und  dem  anderen  Sinne  entn^rechep, 
gehen   beide  durch  p,   d.  h.  p  ist  der  Wechselpnnkt  von  c ;  also 

Seht  die  Gerade  c  aurch  /»•    Gäbe  es  nun   noch  einen  Punkt  von 
erselben  Eigenschaft  als  p,    so  würden  die  Geraden  a^  6,  c 
auch  durch  diesen  gehen,  was  unmöglich  ist. 


• » • 


3.  In  zwei  aufeinander 

gehen  säromtlicheGeraden, 
wovon  jede  zwei  Wechsel- 
punkte verbindet,  durch 
einen  und  denselben  Punkt, 
und  diesem  Punkte  ent- 
sprechen in  beiden  Ebenen 
zwei  Gerade,  welche  mit 
einander  zasammeDfallen, 
Es'  gibt  aber  nur  einen 
Punkt,  welcher  diese  bei- 
denEigenschaften  zugleich 
besitzt. 


gelegten  reciproken  Ebenen 

liegen  dieDurchschnitte je 
zweier  Wech  sei  strahlen 
auf  einer  und  derselben 
Geraden,  und  dieser  Gera- 
den entsprechen  in  beiden 
Ebenen  zwei  Punkte,  wel- 
che sich  mit  einander  ver- 
einigen. Es  gibt  aber  nur 
eine  Gerade,  welche  diese 
beiden  Eigenschaften  zu- 
gleich besitzt. 


Da  die  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  M,  M^  beider  Ebenen 
verbindet,  der  Wechselstrahl  der  unendlich  entfernten  Geraden  ist, 
so  folgt  aus  dem  vorigen  Satze  rechts: 

4.  Diejenige  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  bei* 
der  Ebenen  mit  einander  verbindet,  läuft  mit  derjeni- 
gen parallel,  deren  entsprechende  Punkte  sich'ver* 
einigen. 

Es  sei  A  irgend  eine  Gerade,  und  a,  b,  c,  b...  seien  ihre  Punkte; 
in  (£  liegend  vorgestellt,  entspreche  ihr  der  Punkt  .S|,  in  Si  lie- 
gend, der  Punkt  ß,  und  ebenso  den  Punkten  a,  b,  c,  ö...  einer- 
seits die  Strahlen  «i,  6i,  c^,  c^i ...  von  ^,  andererseits  die 
Strahlen  a,  6,  c,  d,,.  von  ^.  Dann  sind  die  Durchschnitte  von 
a.  Oll  by  6|;  c,  c^ ;  d,  c^...  die  Wechselpunkte  von  a,  b,  c,  b..., 
und  da 

Ä(a,  6,  c,  d,.,)  =  A(<iy  b,  c,  b...)  ^^  B~i  (oj,  6|>  Cj,  ^•••)» 

so  ist  auch 

B  (fl,  6,  c,  €?...)  =  Äi  (aj,  bi,  Ci,  dl,,.); 

d.  h.  diese  Durchschnitte  sammt  den  Punkten  B,  Bi  liefen  auf 
einem  Kegelschnitte  St,  Und  da  der  oben  mit  p  bezeichnete 
Punkt  der  Wecbselpunkt  des  Durchschnittes  von  A  und  P  ist, 
oder  auch,  weil  die  Geraden  cc,  B,  y,  ^...,  welche  p  mit  a,  b, 
c,  b . . .  verbinden ,  durch  die  Wecnsefpunkte  der  letzteren  gehen, 
und 


B(a,  hy  c,  d...)  ==  -4(a,  6,  f,  h,.,)  =  p  («,  ft  y,  d...). 


also 


B  (a,  &,  c,  d.,.)  =:  p  (of,  /S,  y,  d...) 
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ist  9  so  lieget  auch  jp  aof  jt.  In  den  Strahlbüsclieln  p,  S  ent- 
spricht demjenigen  strahle  von  p ,  welcher  nach  dem  Durchschnitte 
von  A  und  P  geht,  der  beiden  gemeinschaftliche  Strahl  Bp;  also 
berührt  ersterer  den  St  im  Punkte  p. 

Durch  ein  analoges  Uäsonnement  gelangt  man  zur  rechten 
Seite  des  folgenden  Doppelsatzes ^  worin  wir  der  Kürze  wegen  den 
Punkt  p  den  Pol  und  die  Gerade  P  die  Polare  der  beiden 
Ebenen  nennen  wollen : 


5.  In  zwei  aufeinander  g 

liegen     die     sämmtlichen 
Punkte,    deren    Wechsel- 

E unkte    einer   und  dersel- 
en     Geraden     angeboren, 
auf  dem  Um  fange  eines  Ke- 

felschnitts,  welcher  auch 
iebeiden,  dieserGeraden 
entsprechenden  Punkte 
eqthält  und  im  Pole  der 
beiden  Ebenen  diejenige 
Gerade  berührt,  welche 
nach  dem  Durchschnitte 
jener  Geraden  und  derPo- 
are  der  beidenEbenen  ge- 
richtet ist. 


elegten  reciproken  Ebenen 

umhüllen  die  sämmtlichen 
Geraden,  deren  Wechsel- 
strahlen einem  und  dem- 
selben Punkte  angehiiren, 
einen  Kegelschnitt,  wel- 
cher auch  die  beiden,  die- 
sem Punkte  entsprechen- 
den Geraden,  unci  ausser- 
dem diePolare  derbeiden 
Ebenen  in  demjenigen 
Punkte' berührt ,  welcher 
mit  jenem  er  st  er  en  Punkte 
und  dem  Pole  der  beiden 
Ebenen  in  gerader  Linie 
liegt. 


Der  Kegelschnitt,  welcher  die  Wechselpunkte  der  Punkte, 
einer  Geraden  enthält,  soll  der  Wechselpunkt- Kegelschnitt 
dieser  Ge-Faden,  und  derjenige,  welcher  von  den  Wechsel- 
strahlen der  Strahlen  eines  Punktes  umhüllt  wird,  soll  der  Wech- 
selstrahlen -  Kegelschnitt  dieses  Punktes  —in  Bezug 
auf  die  reciproken  Ebenen  (£,  <Si —  genannt  werden. 

Die  Anwendung,  welche  wir  von  dem  vorigen  Satze  madhen 
werden,  erfordert  noch  folgende  anderweitige  Betrachtung.  Es  sei 
K  irgend  ein  Kegelschnitt,  p  ein  beliebiger  Punkt  und  P  die  har- 
monische Polare  von  p  in  Bezug  auf  K;  ferner  seien  a,  ß,  y,  d... 
die  Strahlen  von  p ,  welche  K  in  den  Punktenpaaren  Qq,  ccq  ;  bo,  j^o  l 
Cq,  7o9  ^0'  ^o"*  ^^^  ^^°^  beliebige  Gerade  A  in  a,  b,  c,  b... 
schneiden :  endlich  seien  et^,  6i,  Ct,  c^^...  die  harmonischen  Po- 
laren der  Punkte  a,  b,  c,  b...,  welche  die  Strahlen  a,  ß,  y,  d,., 
resp.  in  den  Punkten  Qi,  bj,  c^,  b^...  schneiden,  und  a,  0,  c,  d,.. 
die  Geraden,  welche  a,  b,  c,  b...  mit  dem  harmonischen  Pole  S 
von  A  verbinden.  Diess  vorausgesetzt,  so  sind  je  zwei  Punkte 
«^  <^i;  ^.  tji ;  c,  Ci ;  b,  b^...  resp.  mit  Oo,  Oq;  bo,  j^o;  ^o*yo9  ^o^  ^o*»' 
harmonisch ,  und  die  iStrahlenpaare  a,  fti;  6,  6i ;  c,  Ci;  d,  cf^ . . . , 
als  zugeordnete  harmonische  Polaren  des  Punktes  B  für  K,  bilden 
eine  Involution ;  also  hat  man 

I 

p(cc,  ß,  y,  Ä . . .)  ^  A  (a,  6,  c,  b ...)  =  £  («,  b,  c,  d,. .) 

• 

=  Ä|  («1 ,  6i ,  Ci ,  »1 . . .) , 
und  folglich 

p («>  ßy  y*  *••  0  =  A  («1  *  *i >  ^1  *  dl.,.), 

.  3* 
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d.  h.  die  Punkte  a,  b,  c,  5...  nebst  p  und  B  liegen  auf  einem 
Keseischnitte  jtf  Da  die  Gerade  ^  welche  die  Punkte  B  und  p 
vetbindet,  die  harmonischen  Pole  von  A  und  P  enthält^  also  die 
harmonische  Polare  des  Durchschnittspunktes  von  A  und  P  ist, 
so  muss  derselben  im  Strahl büschel  p  der  nach  diesem  letzteren 
Punkte  gehende  Strahl  entsprechen ^  dieser  Strahl  also  den  Kegel- 
schnitt  St  in  p  berühren.  Nach  gehuritrer  fieriicksichtigung  der 
anderen  Seite  erhält  man  also  folgenden  Doppelsatz : 

6.    Ist  irgend  ein  Kegel- 
schnitt  und  in   der  Ebene 
desselben  irgend  eineGe- 
rade  und  irgend  ein  Strahl 
büschel  gegeben,  und  be- 
stimmt man  Türjeden  Punkt 
dieserGeraden  denjenigen 
Strahl  desselben,  welcher 
mit  den  beiden  an  den  Ke- 
geschnitt    gehenden    Tan- 
genten und  mit  dem  jenem 
Strahlbüschel     angehuri- 
gen    Strahle    harmonisch 
und  zwar  dem  letzterenzu- 
geordnet  ist,  oder,  um  um- 
fassender  zu    reden,    welcher 
die  diesem  letzterenStrah- 
le    zugeordnete    harmoni- 
sche Polare   in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt   ist,   so 
umhüllen  alle  diese  Strah- 
len   einen     neuen    Kegel- 
schnitt,   welcher   auch  die 
harmonische    Polare    des 
Mittelpunktes  des  gegebe- 
nen   StrahlbüscheTs  ,    und 
die    gegebene    Gerade    in 
demjenigen      Punkte      be- 
rührt, der  mit  diesem  Mit- 
telpunkte und  dem  harmo- 
nischen Pole   der   gegebe- 
nen   Geraden    in    gerader 
Linie  liegt« 

Ein  besonderer  Fall  der  linken  Seite  dieses  Satzes  ist,  wenn 
die  s^egebene  Gerade  unendlich  entfernt  ist,  oder  der  zu  bestim- 
mende Punkt  in  der  Mitte  der  jedesmaligen  Sehne  liegen  soll. 

7.  Infewei  auf  einander  gelegten  reciproken  Ebenen 
auf  ejner  beliebig  ge^ebe-  |  in  einem  beliebig  gegebe- 


6.  Ist  irgend  ein  Kegel- 
schnitt und  ist  in  der  Ebe- 
ne desselben  irgend  ein 
Punkt  und  irgend  eineGe- 
rade  gegeben,  und  be- 
stimmt man  auf  jedem 
Strahle  dieses  Punktes 
denjenigen  Punkt,  wel- 
cher zu  den  beiden  Durch- 
schnitten desKeselschnit- 
tes  und  dem  Durcnschnitte 
jener  Geraden  der  vierte 
harmonische,  dem  letzte- 
ren zugeordnete  Punkt, 
oder,  um  umfassender  zu  re- 
den, welcher  derdemDurch^ 
schnite  jener  Geraden  zu- 
geordnete harmonischePol 
in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt ist,  so  gehören  alle 
diesePunkte  einem  neuen 
Kegelschnitte  an,  welcher 
auch  den  harmonischen 
Pol  der  gegebenen  Gera- 
den enthält,  und  in  dem 
gegebenen  Punkte  dieje- 
nige Gerade  berührt,  die 
nach  dem  Durchschnitte 
der  gegebenen  Geraden 
und  cler  i| armenischen  Po- 
lare des  segebenen  Punk- 
tes gerichtet  ist. 


nen  Geraden  einen  Punkt 
zu  finden,  dessen  entspre- 
chende Geraden  durch  die- 
sen Punkt  selber  gehen. 


nen  Strahlbüschei  einen 
Strahl  zu  finden,  dessen 
entsprechende  Punkte  aiii 
diesem  Strahle  selber  lie- 
gen. 
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AnflosuDg.  Za  drei  beliebt- 
CCD  Punkten  a ,  b ,'  c  der  gege- 
ueoen  Geraden  A  suche  man  aie 
entsprechenden  Geraden  Oi,  öi, 
Ci ,  welche  A  in  den  Punkten 
^1»  ^1»  ^1  schneiden;  denke  sich 
Ewei  projektiviäche  Gerade  A, 
Ai ,  wovon  a,  b,  c  und  öj,  bi,  q 
drei  Paar  entsprechende  Punkte 
sind,  und  suche  diejenigen  zwei 
Punkte  (efi),  (ffj)  von  A,  A^, 
in  deren  jedem  sich  zwei  ent- 
sprechende vereinigen^  so  hat 
jeder  von  beiden  die  verlangte 
Eigenschaft 


Auflösung.  Zu  drei  beliebi- 

fen  Strahlen  a,  b^  c  des  gege- 
enen  Strahlbüschels  B  suche 
nian  die  entsprechenden  Punkte 
^j  9  ^1 '  ^1  u°^  verbinde  sie  mit 
B  durch  <?!,  bu  Cx ;  denke  sich 
zweiprojektivisehe.Strahlbüschel 
B,  Bi ,  wovon  a,  b,  €  und  a«, 
bi,  Ci  drei  Paar  entsprechende 
Strahlen  sind,  und  suche  dieje- 
nigen zwei  Strahlen  (eet),  (fjfj) 
von  B,  Bi ,  in  deren  jedem  sicn 
zwei  entsprechende  vereinigen; 
so  hat  jeder  von  beiden  die  ver- 
langte Eigenschaft. 

Beweis  (links).  Denn  sind  ei,fi  die  entsprechenden  Gera- 
den von  e,  f,  und  schneiden  sie  die  A  (Ai)  in  e^ »  SPi»  ^^  ^'^^ 
man  nach  §.  21.  y.: 

A{ay  6,  c,  e,  f...)  =  Bi  (aj,  Äj,  c^,  Ci,/i...)  s  A^  (o,,  b|,  Cj,  «i,  9j—); 
also 

I 

A  (a,  b,  c,  e,  f...)  =  Ai  (a^,  bi,  Ci,  «i,  9i...). 
Aber  nach  der  Konstruktion  ist 


A  (a.  b,  c,  e,  f...)  =  A^(ai,  bi,  Ci,  e^,  fj...). 


also  auch 


A  (a|,  bj,  q,  El,  9i...)  ==  2^1  («1,  bi,  Ci,  Ci,  fi...), 

und  da  zwei  projektivische  Gebilde  durch  drei  Paar  entsprechende 
Elemente  bestimmt  sind ,  so  fallen  r^  und  £] ,  xp^  und  f^  zusammen. 

iSind  die  Punktenreihen  o,  b,  C  und  aj.  b^»  C|  ungleichliegend, 
so  gibt  es  bekanntlich  allemal  zwei  Punkte  (cfi),  (ffi);  sind 
sie  dagegen  gleichliegend,  so  eibt  es  entweder  zwei,  oder  nur 
einen,  oder  auch  keinen  solchen  Punkt.  Ist  aber  in  der  Ebene 
(SSx)  ein  einziger  solcher  Punkt  (eCx)  vorhanden,  so  gibt  es  auf 
jedem  Strahle  desselben  im  Allgemeinen  nothwendig  einen  zweiten 
(ffx),  und  somit  unzählig  viele  m  der  Ebene. 

8.  Ist  in  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken 
Ebenen  ein  einziger  Punkt  vorhanden  ,  dessen  ent- 
sprechende Geraden  durch  ihn  selber  gehen,  oder  eine 
einzige  Gerade,  deren  entsprechende  Punkte  auf  ihr 
selber  liegen,  so  gibt  es  im  Allgemeinen  unzählig  viele 
solche  Punkte  und  Gerade. 

Auf  drei  beliebigen  Strahlen  a,  ß,  y  des  Punktes  p  seien 
Ao>  ^9  ^0^/^0  9  ^0'  Yo  ^^^^  solche  Punktenpaare,  deren  entspre- 
cnende  Geraden  durch  die  betreffenden  Punkte  selber  gehen;  so 
sind  jedes  Paar  die  Hauptpunkte  derjenigen  Involution,  welche 


38 


von  den  Wechsebunkten  der  betreffenden  Geraden  gebildet  wird, 
also  mit  je  zwei  Wechselpunkten  ^  z.  B«  mit  p  und  dem  der.Geraden 
P  angehurigen  Punkte  harmonisch.  Denkt  man  sich  also  durch 
die  fünf  Punkte  Oq»  (Xq,  ho,  Bq,  Cp  einen  Kegelschnitte  gelegt >  so 
ist  P,  die  Polare  der  beiden  Ebenen ,  zugleich  die  harmonische 
Polare  des  Poles  p  der  beiden  Ebenen,  io  bezug  auf  K,  und  folg* 
lieh  liegt  auch  der  Punkt  Vq  auf  K*  Denkt  man  sich  ferner  eine 
beliebige  Gerade  A  und  einerseits  den  Wechselpunkt-Kegelschnitt 
von  A ,  welcher  die  Strahlen  a,  ß,  y,  ö, ,.  von  p  in  den  Punkten 
^i>  ^i'  ^19  ^L!"  schneidet,  andererseits  auf  jedem  dieser  Strahlen 
denjenigen  Punkt  bestimmt,  welcher  zu  den  beiden  Durchschnitten 

<^o»  ^  9  ^o>  ßo  9  ^09  7o9  ^09  ^  •  •  •  ^^s  Kegelschnittes  K  und  zu  dem 
Punkte  d,  b,  c,  5...  der  Geraden  A  der  vierte  harmonische,  dem 
letzteren  zugeordnete  Punkt  ist,  so  liegen  alle  diese  Punkte  nach 
Lehrsatz  6.  auf  einem  Kegelschnitte  SCi ,  welcher  im  Punkte  p 
diejenige  Gerade  berührt,  die  nach  dem  Durchschnitte  von  A  und 
P  gerichtet  ist.  Nun  aber  sind  auch  (i,  Oi  und  Oo,  cfp;  b,  bi  und 
^O'  1^0  9  ^9  ^1  und  Co»  yo  harmonisch;  also  haben  die  Kegelscnnitte 
St  und  Ri  vier  Punkte  /? ,  O] ,  b| ,  Cj  gemein ;  -zugleich  aber  auch 
die  Tangente  in  p  (5.)«  aljso  fallen  sie  zusammen.  Denkt  man  sich 
also  aui  einem  beliebigen  vierten  Strahle  8  von  p  zwei  Punkte, 
deren  entsprechende  Geraden  durch  sie  selber  gehen,  so  sind 
nicht  nur  diese,  sondern  auch  die  Punkte  5p,  ^q  des  Kegelschnittes 
K  sowohl  mit  5,  hx  als  auch  mit  p  und  dem  der  P  angehurigen 
Punkte  harmonisch;  jene  beide  ersteren  fallen  also  mit  ^o,  ^o  zu- 
sammen« Wiederholt  man  endlich  dieses  ganze  Räsonnement  auf 
der  Seite  rechts,  so  erhält  man  zunächst  folgenden  Doppelsatz : 

9.  In  zwei  aufeinander  gelegten  reciproken  Ebenen 


liegen  sämmtliche  Punkte, 
deren  entsprechende  Ge- 
raden durch  sie  selber  ge- 
hen, auf  dem  Um  f  an  se  eines 
einzigen  Kegelschnittes, 
für  welchen  der. Pol  der 
beiden  Ebenen  der  harmo- 
nische Pol  der  Polare  der 
beiden  Ebenen  ist,  und  je 
zwei  Wechselpunkte  der 
beiden  Ebenen  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  Pole 
sind. 


umhüllen  sämmtliche  Ge- 
rade, deren  entsprechen- 
de Punkte  auf  ihnen  sel- 
ber liegen,  einen  einzigen 
Kegelschnitt,  für  welchen 
die  Polare  der  beiden  Ebe- 
nen zugleich  die  harmoni- 
sche Polare  des  Pols  der 
beiden  Ebenen  ist,  und  je 
zwei  Wechselstrahlen  de^ 
beiden  Ebenen  zwei  zuge- 
ordnete harmonische  t^o- 
laren  sind. 


Jeder  Mittelpunkt  der  beiden  Ebenen  hat  offenbar  einen  un- 
endlich entfernten  Punkt  zum  Wechs^lpunkte ,  nämlich  denjenigen 
der  Geraden,  welche  ihn  mit  dqm  Punkte  p  verbindet;  alao  läuft 
die  harmonische  Polare  des  einen,  M,  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
vschnitt  K  (links)  mit  der  Geraden  pM,  und  die  des  anderen,  Mi, 
mit,  der  Geraden  Mip  parallel ;  da  nun  pM  und  pMi  selber  mit 
einander  nicht  parallel  sind,  so  kann  die  Gerade,  ilfJlf|,  welche 
man  die  Mittellinie  der  beiden  Ebenen  nennen  kann,  nicht 
durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  (links)  gehen.  Da- 
gegen geht  dieselbe  nothwendig  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes K  (rechts) ,  indem  ihr  Wechselstrahl  die  unendlich  ent- 
«femte   Gerade  ist,    folglich   auch    der    harmonische    Pol    dieser 
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letzteren   in    Bezug   auf  diesen  KegeL«tchditt  der  ersteren  ange* 
hören  mcuss. 

10.  Die  Mittellinie  der  beiden  Ebenen  geht  durch 
den  Mittelpunkt  desjenigen  Kegelschnittes«  dessen 
Tangenten  durch  die  ihnen, selbst  entsprechendeti 
Punkte  gehen,  und  nur  dann  auch  durch  den  Mittei- 
punkt  des  Kegelschnittes«  der  diese  Punkte  enthält« 
wenn  der  Pol  der  beiden  Ebenen  unendlich  entfernt 
ist«  oder  die  Mittellinie  mit  der  Polare  der  beiden 
Ebenen  zusammenfällt« 

In  Taf.  II.  Fig.  12.  sei  ü  derjenige  Kegelschnitt«  dessen 
Punkte  auf  ihren  entsprechende«  Creraden  liegen «  und  K  derjenige« 
welcher  von  diesen  letzteren  nmhiillt  wird;  sd  wird«  wenn  irgend 
zwei  Tangenten  von  K  mit  a «  6  oder  Cj «  di  bezeichnet  werden« 
jenachdem  sie  in  S  oder  in  ^  liegen  sollen«  und  nun  den  a  und 
6  die  Punkte  a^  und  b^  von  Si  und  ^i  entsprechen «  der  der  e«  ent* 
sprechende  Punkt  c  auf  a,  und  der  der  O]  entsprechende  Punkt 
b  auf  b  liegen«  und  also  der  andere  Durchschnitt  dieser  Tangente 
mit  St  sein  müssen.  Dem  Durchschnitte  ^  von  a  und  ö  entspricht 
also  die  Gerade  Oibi«  und  dem  Durchschnitte  ti  von  Ci«und  c/^  ent- 
spricht die  Gerade  c^^  folglich  ist  der  Durchschnitt  (^^0  ^on  ^i^i 
und  cb  der  Wechselpunkf  von  (0ti)«  und  beide  liegen  mit  dem  Pole 
p  beider  Ebenen  in  gerader  Linie.  Man  denke  sich  a^  mit  b,  bi 
mit-c  durch  zwei  Gerade  verbunden«  welche  sich  im  Punkte  <| 
schneiden «  und  von  diesem  Punkte  und  dem  Punkte  p  nach  (iti) 
die  Geraden  g,  h  gezogen;  so  ist  h  die  harmonische  Polare  des 
Punkte«  q  in  Bezug  auf  Si »  folglich «  da  h  durch  den  Punkt  p 
geht «  lii^  q  auf  der  Polare  P  beider  Ebenen ,  welche  die  harmo- 
nische Polare  von  p  für  ^  ist.  —  Die  Geraden  g,  h  sind  mit  den 
Tangenten  a«  b  harmonisch«  also  zwei  zugeordnete  harmonische 
Polaren  in  Bezug  auf  £«  d.  h.  der  harmonische  Pol  von  A  für  K 
liegt  auf  g ;  derselbe  liegt  aber  auch  auf  P«  welche  auch  für  K 
die  harmonische  Polare  von  p  ist ;  demnach  ist  (|  der  harmonische 
Pol  von  h  nicht  nur  in  Bezug  auf  jt«  sondern  auch  auf  K'y  und  e» 
gibt  somit  auf  der  Linie  P  unzählige,  Punktenpaare  %  r«  welche 
in  Bezug  auf  SL  und  K  zugleich  zugeordnete  harmonische  Pole 
sind.  Die  Polare  der  beiden  Ebenen  ist  also  eine  reelle  oder  ideale 

femeinschaftliche  Sekante  von  SL  und  K,  und  ebenso  zeigt  man« 
ass  der  Pol  der  beiden  Ebenen  ein  reeller  oder  idealer  gemein- 
schaftlicher Tangentendurchschnitt  derselben  ist.  Haben  aber 
irgend  ein  System  von  Kegelschnitten  eine  reelle  oder 
ideale  Sekante  iP  gemein«  welche  zugleich  in  Bezug 
auf  alle  die  harmonische  Polare  eines  und  desi^elberi 
Punktes  p  ist,  so  sage  ich«  diese  Kegelschnitte  haben 
läng^  der  Geraden  P  eine  reelle  oder  ideale  doppelte 
Berührung. 

11.  In  zwei  auf  einander  gelegten  reciproken  j^be- 
nen  gibt  es  im  Allgemeinen  zwei  sich  entsprechende 
Kegelschnitte,  welche  längs  der  Polare  beider  Ebenen 
als/Berührungssehne«  und  unter  dem  Pole  beider  Ebe- 
nen« als  Berührungspole«  eine  reelle  oder  ideale  dop- 
pelte  Berührung    hauen  ^    und   die  Eigenthümlichkeit 
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besitzen,  dass  einer  jeden  Tangente  eines  bestimmten 
von  beiden  die  Punkte,  in  weichen  sie  den  anderen 
schneidet,  undjßdem  Punkte  dieses  letzteren  dieTan- 

genten,  weiche  von  ihm  an  den  ersteren  gehen,  auf 
estimmte  und  unzweideutige  Weise  entsprechen. 
Dahingegen  entsprechen  den  Punkten  des  ersteren 
zwar  aucn  die  Tangenten  des  anderen,  doch  liegen 
diese  Punkte  nicht  auf  diesen  Tangenten. 

Sind  i^end  zwei  Kegelschnitte  K,  St,  welche  sich  doppelt 
berühren,  gegeben;  sind  e^,  di^  fi  irgend  drei  Taneenten  eines 
beliebigen  von  beiden  —  vorausgesetzt,  dass  beide  einander 
ausschliessen  *—  und  bezeichnet  man  zwei  derselben,  z.  B.  6*|,  <f|, 
zugleich  auch  mit  a,  6;  den  Durchschnitt  von  a  und  b  mit  0;  den 
von  Ci  und  df^  mit  tx;  die  Punkte,  wo  a  und  b  den  anderen  Kegel- 
schnitt schneiden,  mit  a^,  e  und  ^,  b;  die  Punkte,  wo  f^  ihn 
sebneidet,  mit  f ,  fi ;  die  Geraden  cb  und  Ojbi  mit  t  und  Si ,  und 
hat  man  bei  dieser  Bezeichnung  darauf  gesehen ,  dass  nicht  cb  und 

Öbi,  fb  und  tibi,  sondern  cb^  und  flib,  fti  und  f^^  ^^  ^^ind,  deren 
urchschnitt  auf  der  Berfihrungssenne  P  liest  —  so  kann  man 
sich  zwei  mit  der  Ebene  der  Beiden  Kegelschnitte  zusammenge- 
fallene reciproke  Ebenen  S,  $1  denken  und  festsetzen,  dass  die 
Geraden  Cj ,  di,  fi,  St  von  (f  1  den  Punkten  c,  b,  f,  tf  von  £  ent- 
sprechen sollen ,  und  da  drei  dieser  Punkte  auf  ihren  entsprechen- 
den Geraden  liegen,  so  gibt  es  nach  8.  unzählige  solche  Punkte 
und  Greraden,  und  diese  bestimmen  nach  11.  zwei  sich  doppelt- 
berührende^ Kegelschnitte,  deren  einer  mit  K  die  Tangenten  Ci, 
dl,  fi,  der  andere  mit  X  die  Punkte  c,  b,  f  gemein  bat,  und 
da  aem  Punkte  di,  als  dem  Durchschnitte  von  C|,  Si,  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  c  und  tf,  und  dem  Durchschnitte  61  von 
dl,  Si  die  Verbindungslinie  von  b  und  0  entsprechen  muss,  also 
auch  Cii,  bx  auf  ihren  entsprechenden  Geraden  liegen,  so  hat  der 
letztere  Kegelschnitt  fünf  Punkte  c,  b,  f,  ax,  bx  mit  SC  gemein,  ist 
also  mit  demselben  identisch.  Er  geht  also  auch  durch  den  Punkt 
fx*  Endlich  müssen  in  dem  neuen  Paare  von  Kegelschnitten  so- 
wohl als  in  dem  gegebenen  die  Durchschnitte  von  cht  und  Cib, 
fbx  und  fx^  ^uf  der  Berührungssehne  liegen  ;^  also  fällt  nie  Beruh* 
rungssehne  des  einen  Paars  mit  der  des  anderen  zusammen,  und 
da  es  immer  nur  einen  Kegelschnitt  gibt,  welcher  einen  gegebenen 
St  längs '  einer  gegebenen  Geraden  P  doppelt  berührt  und  eine 
gegebene  Gerade  Ci  zur  Tangente  hat,  so  fallt  auch  K  mit  dem 
anderen  neuen  Kegelschnitte  zusammen. 

12.  Sind  in  einerEbene  irgend  zwei  Kegelschnitte, 
welche  eine  reelle  oder  ideale  doppelte  Berührung 
haben,  gegeben,  äo  kann  man  a)  sich  allemal  zwei  Ebe- 
nen denken,  welche  mitder  ersteren  zusammengefallen 
sind,  und  festsetzen,  diese  Ebenen  sollen  reciprok, 
und  jene  Kegelschnitte  sollen  in  doppeltemSin  ne  en.t- 
sprechende  Kegelschnitte  sein,  d.  n.  die  Punkte  und 
Tangenten  des  einen  den  Tangenten  und  Punkten  des 
anderen,  sowohl  wenn  der  erstere  in  der  einen,  als 
wenn  er  in  der  anderen  Ebene  liegend  vorgestellt 
wird;  b)  und  zugleich  kann  man  festsetzen,  dass  alle 
Tangenten    eines    bestimmten    von    beiden    durch   die 
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ihnen  entspreche  od  en  Punkte  des  anderen  gehen»  nicht 
aber  zu  gleicher  Zeit,  dass  auch  die  Tangenten  in  die- 
sen letzteren   Punkten  durch    die  Be.rfihrungspunkte 
der   ersteren    gehen    sollen,    c)   Diese  Beziehung  der 
beiden    Ebenen  auf  einander   ist  allemal  nur  auf  eine 
einzige  Weise  muglich,  es  sei  denn,  dass  die  Kegel- 
schnitte   einander  gegenseitig  ausscbliessen,  in  wel- 
chem Falle  allein  ein  jeder  von  den  Tangenten  des  an- 
deren geschnitten  wird,  so  dass  man  einmal  diePuukte 
des  einen  auf  den  entsprechenden  Tangenten  des  an- 
deren,   und    ein    zweitesmal    die  Punkte  des  zweiten 
auf  den  entsprechenden  Tangenten  des  ersten  liegen 
lassen   kann;  und  d)  man  erhält  diese  Beziehung,  in- 
dem man  drei  Tangenten,  (c'i,  </i,  ^)  des  einen  Kegel- 
schnittes, welche  den  anderen  in  arei  Punktenpaaren 
(^9^9  ^>^i9  U  h)  schneiden,*  beliebig  auswählt  und  einer 
jeden  einen   dieser  Punkte  (c,  ^,  f)  und  ausserdem  der 
Verbindungslinie  (Oibi)  von  zweien  der  drei  anderen 
Punkte  den    gegenseitigen   Durchschnitt  der   betref- 
fenden zwei  Tangenten  (c^,  d^)  entsprechen  lässt;  oder 
auch  indem  man  vier  Tangenten  des   einen    beliebig 
annimmt   und  eine  jede  einem  der  beiden  Punkte  ent- 
sprechen   lässt,    in   welchen   sie    den    anderen  Kegel- 
schnitt schneidet;  doch  ist  in  beiden  Fällen  darauf  zu 
achten,  dass  die  Verbin  dungslinie  je  zweier,  dersel 
ben  Ebene  ^sugewiesenen  Punkte,  z.  B.  c,  6,  und  diele* 
nige  der  ihden  zugesellten  Punkte   («x»  bi)   einander 
nicht  auf  der  fierünrungssehne  schneicfen. 

Legt  man  die  Ebenen  S,  €i  dergestalt  auf  einander ,  dass  die 
Mittelpunkte  M,  Mi  derselben  sich  aecken,  so  wird  die  unendlich 
entfernte  Gerade  zur  Polare ,  und  der  Punkt  (MMi)  oder  M  zum 
Pole  beider  Ebenen,  und  da  dieser  letztere  auch  jetzt  der  harmo- 
nische Pol  der  ersteren  für  jeden  der  Kegelschnitte  K^  ISC  sein 
muss ,  so  ist  derselbe  zugleich  der  Mittelpunkt  dieser  Kegelschnitte. 
Ferner  ist  die  unendlich  entfernte  Gerade  eine  gemeinschaftliche 
Sekante  dieser  Kegelschnitte,  d.  h.  dem  unendlich  entfernten 
Punkte  einer  ieden  Geraden  ist  ein  und  derselbe  unendlich  ent- 
fernte Punkt  als  harmonischer  Pol  in  Bezug  auf  beide  Kegelschnitte 
zugeordnet;  also  sind  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser  des  einen 
zweien  des  anderen  parallel,  und  hieraus  fol&;t,  dass  K,  5C  ähn- 
liche und  ähnlichliegende  Kegelschnitte  sina  (Vgl.  Tbl«  5.  des 
Archivs.  S.  238.).  , 

13.  Werden  zw,ei  reciproke  Ebenen  dergestalt 
aufeinander  gelegt,  dass  ihre  Mittelpunkte  einander 
decken,  so  sind  die  beiden  entsprechenden  Kegel- 
schnitte, von  denen  die  Punkte  des  einen  auCden  ent<- 
sprechenden  Tangenten  des  anderen  liegen,  ähnlidi 
und  ähnlich  liegend. 

Jede  Gerade  einer  von  zwei  reciproken  Ebenen ,  welche  durch 
deren  Mittelpunkt  geht,  wird  ein  Durchmesser  derselben  ge. 
nannt,  und  ein  Durchmesser  a^  der  Ebene  S^  heisst  einem  Durch- 
messer a  von   (£  zugeordnet,  wenn  der  erstere  nach  dem  ent- 
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sprecbenden  unendlich  entfernten  Punkte  des  letzteren  gerichtet 
ist.  Liegen  die  beiden  Ebenen  anf  einander  und  concentnsch ,  so 
sind  di^  zugeordneten  Durchmesser  nichts  anders  als  die  zueeord- 
neten  Stranlen  des  gemeinsamen  Mittelpunktes  M  und  bilden 
folglich  zwei  projektivische  StrahlbClscbel  M^  Mt.  Denkt  man 
sich  nun  die  eine  £bene  S|  um  den  Mittelpunkt  üf  dergestalt  ee- 
drebt^  dass  die  ungleichnamigen  Schenkel  s  und  ^^  s^  und  t  der 
entsprechenden  rechten  Winkel  dieser  Strahlbüschel »  welche  sie 
bekanntlich  immer  besitzen^  einander  decken »  d.  b.  legt  man  die 
Strahlbüschel  My  Mi  involutorisch ,  so  ist  jedem  Durchmesser  (o^i) 
ein  und  derselbe  Durchmesser  (a|6)  zugeordnet,  er  mag  nun  in  ^ 
oder  iti  <Si  liegend  vorgestellt  werden.  Es  sei  o  irgena  ein  Punkt 
von  a;  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade  cti  mit  Hi  parallel  und 
geht  durch  den  Wechselpunkt  von  a;  und  ist  b|  der  mit  a  zusam- 
menliegende Punkt  von  bi ,  so  ist  die  ihm  entsprechende  Gerade 
^  mit  o  parallel  und  geht  durch  den  Wechselpunkt  von  bj.  Aber 
sowohl  die  Geraden  a^  und  b  als  auch  die  Wecbselpunkte  von  a 
und  b|  sind  identisch;  also  fallen  die  beiden  dem  Punkte  (ab^) 
entsprechenden  Geraden  a^  und  ß  zusammen.    Hieraus  folgt: 

14.  Zwei  reciproke  Ebenen  lassen  sich  allemal  so 
aufeinander  legen^  dass  ihre  zugeordneten  Durchmes- 
serpaare ei  ne  Involution  von  Strahlen  bilden^  und 
dann  fallen  je  zwei  Gerade,  welche  einem  und  demsel- 
ben Punkte,  und  je  zwei  Punkte,  welche  einer  und  der- 
selben Geraden  beider  Ebenen  entsprechen»  mit  ein- 
ander zusammen. 

Auch  für  diese  Lage  der  beiden  Ebenen  nun  lässt  sich,  wie 
oben,  zeigen,  däss  diejenigen  Punkte,  welche  auf  den  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  liegen,  einem  Kegelschnitte  ^  angehören, 
und  dass  diese  Geraden  einen  Kegelschnitt  K  umhüllen.  Die  bei- 
den Tangenten  aber,  welche  von  irgend  einem  Punkte  des  St  an  K 
gelegt  werden,  müssen  nach  dem  vorigen  Satze  zusan^men fallen; 
also  liegt  dieser  Punkt  auf  dem  Umfange  des  £,  und  somit  fallen 
die  beiden  Kegelschnitte  ^,  K  selbst  zusammen. 

Sind  in  Taf.  II.  Fig.  13.  £,  SL  die  beiden  ähnlichen  und  ähnlich 
liegenden  Kegelschnitte,  welche  bei  einer  concentrischen,  sonst 
aber  beliebigen  Lage  der  Ebenen  S,  QBi  die  vereinigten  entspre- 
chenden Elementenpaare  enthalten,  und  denkt. man  sich  die  eine 
Ebene  S^  um  eine  der  den  Kegelschnitten  gemeinschaftlichen  Achsen, 
z.  B.  um  A,  herumgewendet,  so  fallen  die  Scheiteltangenten  a^ 
und  n2  in  ihre  frühere  Stelle  ß  und  v  zurück,  ihre  Endpunkte  b| 
und  n^  aber  fallen  in  die  Punkte  a  und  ni;  femer  fallen  die  beiden 
Tangentenpaare  c  und  <>|,  r  und  Tjl,  welche  Von  den  Scheiteln  des 
anderen  Kegelschnittes  ausgehen,  zusammen,  so  dass  also  nun 
jedem  der  vereinigten  Punkte  (jx^i),  (mni),  (ö»i),  (ttj)  zwei  ver- 
einigte und  durch  ihn  selbst  gehende  Gerade  entsprechen.  Zu- 
gleich sieht  man,  dass  die  zwei  Paar  zugeordneten  Durchmesser 
a.  Hl  und  &,  bi  mit  den  ungleichnamigen  Schenkeln  auf  einander 
fallen  u.  s.  w.  Der  neue  Kegelschnitt ,  welcher  also  jetzt  an  die 
Stelle  der  beiden  vorigen  £,  ^  tritt,  geht  folglich  durch  die  Punkte 
a ,  m ,  d ,  t  und  wird'  in  denselben  von  den  Geraden  Oi ,  ni ,  <f ,  t 
barührti 
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Hätte  man  den  Ebenen  S,  Si  gleich  anfangs  durch  Drehnng 
der  einen  eine  andere  Lage  zu  einander  gegeben,  und  sodann  die 
eine  um  die  neue  Achse  A  herameewendet,  so  würde  man  gleich* 
wohl  wieder  dieselbe  Lage  der  Eoene  (£,  ^x  ^^®  vorhin  erhalten 
haben ,  weil  beidemale  die  ungleichnamigen  Schenkel  der  entspre- 
chenden rechten  Winkel  in  den  Strabibüscheln  der  zugeordneten 
Durchmesser  zusammenfallen  müssen  >  und  es  nur  zwei  solche 
rechte  Winkel  geben  kann;  es  sei  denn,  dass  man  die  andere 
Achse  B  statt  A  zur  Umwendungsacbse  nähme. 

Dless  ergibt  sich  mit  mehr  Klarheit  und  Einfachheit,  wenn  wir  die 
Sache  unabhängig  von  den  Kegelschnitten  Ä,^  betrachten.  Es  seien 
die  Ebenen  S/^i  beliebig  concentrisch  gelegt;  die  Winkel  j;^  (Taf.II. 
Fig.  14.)  und  Siti  seien  die  von  zwei  Paar  zugeordneten  Durchmessern 
s,  Sj^  und  t,  ti  gebildeten  rechten  Winkel;  so  kann  man  die  ^Ebenen 
zweimal  durch  Drehung  und  wiederum  zweimal  durch  Umwendung 
so  legen,  dass  die  Durchmesser  s  und  f|,  f  und  Si  auf  einander 
fallen;  durch  Drehung  nämlich,  indem  man  die  Ebene  vl%  entweder 
um  den  spitzen  Winket  sfi  rechts  herum,  oder  um  das  Supplement 
dieses  Winkels  links  herum  dreht;  und  durch  Umwendung,  indem 
man  die  Ebene  S^  entweder  um  die  Gerade  A,  welche  den  spitzen 
Winkel  sti  hälftet»  oder  um  die  auf  ^  senkrechte  Gerade  ß  wen- 
det. In  einer  jeden  von  diesen  vier  Lagen  erhalten  auch  Je  zwei 
entsprechende  Elemente  beider  Ebenen  eine  verschiedene  Lage  zu 
einander ;  ausserdem  aber  gibt  es  keine  fünfte. 

Liegen  die  zugeordneten  Durchmesser  bereits  involutorlsch,  so 
kann  man  sich  zur  Umwendung  der  Ebenen  statt  der  Geraden  A, 
jB  der  Durchmesser  s»  t  selber  bedienen.  Sind  nun  n,  O]^  irgend 
'zwei  Wechselpunkte  von  s^  und  dreht  man  die  Ebene  S«  um  fSO^, 
so  bilden  auch  jetzt  die  Punkte  a,  o^  in  ihrer  neuen  Lage  zwei 
Wechselpunkte  9  dieselben  schliessen  aber  den  Mittelpunkt  M  der 
von  den  Wechselpunkten  gebildeten  Involution  ein  oder  aus,  je- 
nachdem  sie  ihn  vorher  aus-  oder  einschlössen;  und  zwar  gilt 
diess  zugleich  dann  auch  von  je  zwei  Wechselpunkten  des  Durch- 
messers i.  Wendet  man  dagegen  die  eine  Ebene  um  den  Durch- 
messer t  herum ,  so  tritt  nur  auf  ^  jener  Unterschied  der  Lage 
ein.  Nun  aber  sind  die  Hauptpunkte  der  genannten  Involution 
allemal  zwei  Punkte  des  in  Keae  stehenden  Kegelschnitts,  und 
sie  existiren  oder  nicht,  ]enaohdem  der  Mittelpunkt  der  Invo- 
lution ausserhalb  oder  zwischen  je  zwei  zugeordneten  Punkten 
liegt;  ferner  ist  es  klar,  dass  je  zwei  zugeordnete  Durchmesser 
der  beiden  Ebenen  jetzt  zugleich  zugeordnete  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  sind ,  und  solche  zwei  Durchmesser  schneiden  den- 
seloen  entweder  alle  beide ,  oder  nur  der  eine  von  beiden ;  also 
kann  man  mit  vollkommener  Sicherheit  schliessen : 


15 
eina 


5.  Werden  zwei  reciproke  Ebenen  dergestalt  auf 

nd  er  gelegt,  da  SS  ihre  zugeordneten  Durchmesser- 

paare  eine  Involution  von  Strahlen  bilden^  a)  so  ge- 
hören die  sämmtlichen  Punkte,  welche  aui  ihren 
entsprechenden  Geraden  liegen,  dem  Umfange  eines 
Kegelschnittes  an,  welcher  diese  Geraden  in  jenen 
Punkten  berührt,  b)  Dreht  man  nun  die  eine  Ebene  um 
einen  Winkel  von  2wei  Rechten  um  ihren  gemeinsamen 
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Mittelpunkt»  00  erscheint  jener  Kselschiiitt  ala  Hy* 
perbel,  als  Ellipse,  oder  er  yerscnwiodet  ganz»  je- 
nachdem  er  anfangs  eine  Hyperbel»  oder  nicht  vorban* 
den»  oder  eine  Ellipse  war.  e)  Wendet  man  dagegen 
die  eine  Ebene  um  eine  Achse  jener  InTolution  oder» 
was  einerlei  ist,  um  eine  Achse  jenes  Kegelschnittes 
herum»  so  erscheint  derselbe  TonNeuem  alsHyperbel» 
wenn  er  vorher  eineEllipse  oder  nichtovorhanden  war; 
dagegen  erscheint  er  als  Ellipse  oder  verschwindet» 
wenn  er  vorher  eine  Hyperbel  war,  jenachdero  die  Um- 
wendung  um  die  Haupt-  oder  um  die  Nebenachse  der- 
selben geschieht,  r/)  Ueb  erhaupt  lassen  sich  die  bei- 
den Ebenen  allemal  auf  vier  verschiedene  Weisen  so 
auf  einander  legen,  dass  die  zugeordneten  Durchmes- 
serpaare eine  Involution  von  strahlen  bilden»  und 
zwar  erscheint  lener  Kegelschnitt  allemal  in  zweien 
dieser  Lagen  als  Hyperbel»  in  einer  einzigen  als  E  - 
lipse,  und  in  der  letzten  verschwindet  er. 

Endlich  denke  man  sich  irgend  einen  Kegelschnitt  K,  drei 
beliebige  Punkte  desselben  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
legehen;  zwei  dieser  letzteren  seien»  der  eine  (Bl^ii,  der  andere 
WB\),  die  Tangente  in  jenem  {AA{),  die  in  diesem  (A'A\),  der 
Iritte  Punkt  (odi)  und  die  Tangente  in  demselben  (aoi),  endlich 
der  Durchschnitt  von  (AAi)  und  (^'^'i).sei  rait(dfi)und  die  Ver- 
bindungslinie von  (B^j)  und  {B'B'^)  mit  (sSi)  bezeichnet.  Jetzt 
denke  man  sich»  zwei  Ebenen  Cf,  ^i  seien  mit  der  Ebene  des  ge- 

f ebenen  Kegelschnittes  zusammengefallen»  und  setze  fest»  diese 
Ibenen  sollen  reciprok»  und  zwar  die  vier  Punkte  B,  B',  ^»  d 
und  die  vier  Geraden  Ai,  A\y  Si,  Oi  entsprechende  Elemente  der- 
selben sein ;  so  wird  auch  dem  Durchschnitte  e^  von  Ai^  Äx  die 
Verbindungslinie  s  von  B^  B^,  dem  Durchschnitte  Bi  von  ^x,  A^ 
die  Verbindungslinie  A  von  ,^»  i3,  und  dem  Durchschnitte  B^i  von 
«I,  A\  die  Verbindungslinie  Ä  von  d,  B'  entsprechen.  Endlich 
entspricht  dem  Durchschnitte  von  Ax,  Ox  die  Verbindungslinie  von 
Bf  n;  und  dem  Durchschnitte  von  A\y  ax  die  Verbindungslinie 
von  B^y  a;  folglich  auch  dem  Punkte  a^  die  Tangente  a.  Den 
vier  Punkten  (BBx)  9  (B'B'j),  (aoi),  (ö^i)  entsprechen  also  vier 
paar  vereinigte  Gerade  (AxA),  (a\^'),  (oxä),  (sxs);  also  geboren 
diese  Punkte  einem  Kegelschnitte  Kau,  welcher  diese  Gerade  be- 
rührt» und  dessen  sämmtliche  Punkte  und  Tangenten  die  näm- 
liche Eigenschaft  als  jene  besitzen  u.  s.  w. 

16.    Ist  in  einer  Ebene  ein  beliebiger  Kegelschnitt 

fegeben»  so  kann  man  sich  allemal  zwei  Ebenen  den- 
en» welche  mit  der  Ebene  dieses  Kegelschnittes  zu- 
sammenfallen, und  festsetzen,  dieselben  sollen  reci- 
prok sein»  und  jeder  Tangente  des  Kegcflschnittes  ihr 
Berührungspunkt»  sowie  auch  einer  jeden  Geraden 
ein  und  derselbe  Punkt  in  Bezug  auf  beide  Ebenen 
entsprechen. 

In  diesem  Falle  wird  jeder  Punkt  der  harmonische  Pol  der 
ihm  entsprechenden  Greraden»  und  letztere  die  harmonische  Polare 
jenes   Punktes  in  Bezug  auf  die  beiden  Ebenen  odier  auch  jenen 
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KegeLschbitt  genannt;  diese  Benennane  »oll  aber  aach  noeh  das» 

feiten,   tvenn   die   zugeordneten    Durcnmeseer  zweier  reciproken 
Ifoenen  involutotriaeh  liegen,  und  kein  Kegelschnitt  vorbandeo  ist» 
dessen  Punkte  auf  den  entsprechenden  Creraden  liegen. 


.  Die  Theorie  der  geometrischen  Verwandtschaft  der  Recipro* 
cität  kehrt  also  an  ihrem  Schlüsse,  der  offenbar  ein  nothwendiger 
ist,  zu  jenen  einfachen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  zurück» 
Ton  w;elciien  die  neuere  Geometrie  sowohl  in  ihrer  historischen 
als  systematischen  Entwickelune  ihren  Ausgang  nahm;  und  ebenso 
hatten  sich  uns  auch  bereits  als  letzte  una  partikulärste  Erschei- 
Dun^en  der  Collineation  jene  Eigenschaften  der  Aehnlichkeit ,  der 
Gleichheit,  der  Congruenz  ergeben,  auf  welchen  die  Elemente  der 
sogenannten  Geome^ie  der  Alten  beruhen.  Theils  aber  ist  die 
Art,  wie  diese  Erscheinungen  von  Neuem  hervortreten,  eine  an- 
dere als  früher,  nämlich  nicht  als  Eigenschaften  blosser  Figuren, 
sondern  von  Systemen  sämmtlicher  Elemente  einer  oder  mehrerer 
Ebenen:  theils  sind  neue  Erscheinungen  hinzugekommen,  von 
deren  Vorhandensein  man  anfangs  nichts  wusste.  —  Schon  MO- 
bius  hat  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  den  Elementarsätzen 
über  die  Bestimmungsstücke,  welche  gesehen  sein  müssen,  um 
eine  einer  gegebenen  Figur  congruente,  ähnliche,  gleiche  zu  con- 
struiren,  analoge,  die  Verwandtschaft  der  Affinität  und  der  Colli- 
neation betreffende  Sätze  sich  hinzugesellen  lassen ;  und  die  Eigen- 
schaften der  harmonischen  Pole  und  Polaren  konnte  man  freier 
und  allgemeiner  d.  h.  ohne  Hülfe  ein^s  Kegelschnittes  darstellen, 
selbst  wenn  man  von  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Reciprocität, 
wie  er  oben  aufgestellt  worden,  nicht  ausgehen  wollte.  -;-  Diese 
Eigenthümlichkeit  im  Entwickelungsgan^e  der  Geometrie,  welche 
wir  auch  im  4ten  Theile  des  Archivs.  S.  278.  wahrzunehmen  Gele- 

fenheit  hatten ,  scheint  von  allgemein  -  wissenschaftlicher  Natur  und 
esonders  geeignet  zu  sein ,  über  das  Verhältniss  der  neuem  Geo- 
metrie zu  der  der  Alten  das  genügende  Licht  zu  verbreiten.  Die 
strenge  Wissenschaft  schreitet  zwar  immer  nur  vom  Allgemeinen 
zum  Besondern,  d.  h.  von  dem  was  weniger,  zu  dem  was  mehr 
Bestimmungen  enthält,  fort ;  aber  etwas  anderes  ist  das  Allgemeine 
der  Erscheinung  und  das  Allgemeine  dem  Begriffe  nach ;  jenes  is^ 
wie  der  Punkt,  die  Gerade,  das  Dreieck,  der  Kreis,  nur  das  ein- 
fache Element,  welches  in  allen  oder  mehreren  besonderen  Ge- 
bilden erscheint,  woraus  die  letzteren  äusserlich  zusammengesetzt 
und  mittels  desselben  konstruirt  werden ;  dieses'  dagegen  ist  das 
Gesetz  oder  Princip,  wodurch,  wie  z.  B.  die  Trsnsversalen- 
theorie,  das  Princip  der  Projektivität,  des  Punktes  der  mittleren 
Entfernung,  der  Fusspunkten  -  Vielecke  und  Fusspunkten  -  Curven, 
eine  Marinichfaltigkeit  von  Gebilden  auf  einander  bezogen  und  deren 
Eigenschaften  durch  innere  Fortbestimmung  entwickelt  werden.  — 
Der  Punkt  ist  das  allen  Figuren  gemeinsame  Element  und  gilt 
desshalb  der  Anschauung  für  allgemeiner  als  z.  B.  der  KegeU 
schnitt,  während  er  andererseits  wieder  nur  als  eine  besondere 
Art  von  Kegelschnitt  erscheint.  — -  Indem  die  Geometrie  von  ein- 
facheren zu  zusammengesetzteren  Gebilden  fortschreitet,  verschafft 
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iSle  sich  die  •  Ge^ssbeit  und  das  Fundament  ihrer  Principe,  wor* 
unter  schon  Jeder  Lehrsatz  gerechnet  werden  kann;  und  indem  sie 
die  lettiteren  diskutirt,  brin^  sie  JKIarheit,  Ordnung  und  Vollstän- 
digkeit in  die  Erscheinungen  und  wird  sich  ihrer  Methode  mehr 
und  mehr  bewusst;  dieses  letztere  Moment  tritt  aber  natürlich  ge- 
gen  das  erstere  zurück ,  so  lange  die  gewonnenen  Gesetze  selbst 
eines  reicheren  Inhalts  entbehren,  und  wenn  dann  zu  einer  Zeit, 
wie  der  unsrigen,  umfassendere  Gesetze  entdeckt  und  mit  Vorliebe, 
vieUeicht  liiit  Vernachlässigung  der  gewohnten  äusseren  Form 
ausgebeutet  werden,  so  kann  es  den  Anschein  erhalten,  als  wenn 
eine  ganz  neue  Art  von  Geometrie  sich  Bahn  bräche,  und  man 
kann  vergessen,  dass  auch  die  Alten  ihre  geometrische  Analysis 
gehabt,  und  dass  die  Neueren  weder  ihre  Theorien  ohne  die  Ele* 
mente  befestigen,  noch  auch  ohne  fortgesetzte  Synthesis  zu  fer- 
neren Entdeckungen  würden  fortschreiten  können. 


II. 

AI>|?ekUrztes  Terfabren  bei  der 
KnbikwnrzelanssEieliiuigr* 

Von  dem 

Herrn  Schulrath  J.  H.  T.  Müller, 

Director  des  Healgymnäsiums  %n  Wiesbaden. 


Bei  der  Anwendung  der  gewöhnlichen  Formel  zur  Ausziehung 
der  Kubikwurzel,  nämlich : 

wird,  wie  Jeder  weiss,  mit  zunehmender  Zahl  der  Ziffern,  die 
Berechnung  der  zweiten  Zeile  bald  sehr  beschwerlich.  Der  Ein* 
Sender  dieses  hatte,  um  die  Rechnung  möglichst  zu  erleichtern, 
in  seinem  Lehrbuche  der  allgemeinen  Arithmetik  den  drei  letzten 

stets  wiederkehrenden  Gliedern  folgende  Gestalt 

>       .'  •  '  , 

{Sa,a»ai^  +  (ßa*x+b).b].b 
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gegeben  >  nach  welcher  sich  die  Zahl  der  MaUfipli^tionen  vermin- 
dert  und  derWerth  von  3a  sich  zweimal  beniitzen  läsist.  Hiernach 
hat  man  die  bis  zu  irgend  einer  Stelle  gefundene  Wurzel  zu  ver- 
dreifachen,  dieses  Product  nochmals  mit  der  Wurzel  zu  multipli- 
ciren  und  durch  Division  mit  dem  Hundertfachen  dieses  Wertnes 
in  den  neuen  Theilradicanden  die  nächste  Ziffer  6  zu  finden.  Wird 
hierauf  diese  Ziffer  dem  bereits  berechneten  Dreifachen  der  bis- 
herigen Wurzel  rechts  angehängt,  die  so  erhaltene  Zahl  mit  dieser 
Ziffer  multiplicirt,  das  Product  unter  Sa.a,  jedoch  zwei  Stellen 
weiter  rechte,  gestellt  und  die  Summe  beider  Producte  nochmals 
mit  der  letztgemndenen  Ziffer  multiplicirt ,"  so  ist  der  neue  voll- 
ständige Subtrahendus  gefunden. 

Ist  z.  B.   23456  die  bereits  gefundene  Wurzel,  so  erhält  man 
durch  Verdreifachung  und  nachherige  Multiplication  mit  23456 

70368. 
23456 


140736 
211104 
281472 
351840 
422206 

als  neuen  Divisor:    1650551808  . .,  und  wenn  9  die  neueWur- 

6333201     zelziffer  ist,  durch  Anhänr 

165061514001,,  g«n£  derselben  an  obige 

als  neuen  Subtrahendus:  1485553626009     ^^'^^  *"^®"*  °^^"  "***  ^ 


multiplicirt  etc. 


Auch  könnte 


in 


3a*6ar«+3a6«a:  +  63 


{3cw:(aa:+6)  +  6«}.6 


verwandelt   werden ,    was  jedoch    keine   grossere   Erleichterung 
gewährt. 

Hierbei  blieb  aber  der  Uebelstand,  dass  mit  jeder  neuen 
Wurzelziffer  die  Zahl  der  Producte  um  1  zunimmt. 

Diess  lässt  sich  beseitigen,  wenn  bei  der  Aufsuchung  jedes 
neuen  Divisors  der  nächstvorhergehende  Divisor  benutzt 
wird.  Da  nämlich  bei  der  nächsten  Theilradication  der  Divisor 
3a.a  in  3(cw:+6)*  =  3o.a.a:*+(2jtu:+6).36  übergeht^  so  hat 
man  nur  die  bisherige  Wurzel ,  ohne  ihre  letzte  Zi  ff  er ,  zu 
verdoppeln,  rechts  an  das  erhaltene  Product  diese  Ziffer  zu  hän- 
gen, die  so  erhaltene  Zahl  mit  dem  Dreifachen  derselben  Ziffer 
zu  multipliciren  und  das  entstandene  Product  um  das  Hundert&che 
des  vorigen  Divisors  zu  vermehren,  damit  der  neue  Divisor  er- 
halten werde. 

Der  vorige  durch  2345  des  obigen  Beispiels  bestimmte  Divi- 
sor war  16497075.  Man  erhält  jetzt  durch  Verdoppelung  von  2345 
und  Anhängung  der  letzten  Wurzelziffer  6 : 
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140718^»  und  durch  Multiplication  mit  3 . 6  etc. 

8443ÖS^* 
1649707S.. 

1650551808    als  neuen  Divisor. 

Um  die  oben  angesehene  Berechnung  des  neuen  Subtrahendus 
mit  muelichst  weni^  Ziffern  abzumachen »  stelle  man  über  die 
4690«  die  verdreifachte  bisherige  Wurzel  234569  hänge  hieran  die 
neue  Wurzelziffer  9  und  verfahre  dann  wie  oben.  Dann  erh&lt 
die  ganze  Theilrechnung  folgende  Gestalt: 

70368, 
46906 

140718,^ 

844308^ 
16497075.. 


1650551808.. 
6333201 

165061514001 

1485553626009  ^^ 


Nach  der  zuerst  gezeigten  Methode  ^  obwohl  sie  schon  um  Vie- 
les kürzer  als  die  durch  3a^6;r*-|~3a6^a:-|* 6' bezeichnete  ist,  sind 
demungeachtet  zur  Berechnung  von  n  geltenden  Wurzelziffem  noch 

3+4+5+..+n+l=— ;— =-^-jJZ;   nach  der    zuletzt   angegebenen 

'  1  .Ä 

aber 9  welche  bei  jeder  Theilrechnung  bloss  vier  Multipficationen 
erfordert^  nur  4(n— 2)-f3=42tr"S  Producte  zu  bilden,  wo  in  bei- 
den  Fällen  die  eigentlich,  immer  nur  die  letzte  Wurzelziffer  betref- 
fenden Verdopperangen  und  Verdreifachungen  der  Wurzel  nicht 
mitgezählt  wordea  sind.   Man  erspart  daher  bei  nmaliger  Wurzel- 

aosziehung  die  Berechnung  von  ^""^'^ —  Producten.  Aus  diesem 

Grunde  dürfte  das,  soviel  der  Einsender  weiss,  bisher  noch  nicht 
angewandte  Verfahren  einiee  Beachtune  verdienen  und  sich  viel- 
leicht zur  Aufnahme  in  die  Lehrbücher  aer  Ajithmetik  eignen. 
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I .    '  •  » 


•     .  .     .   .  ,      . 

III. 

•  *  •         .  ' 

Terselüedene  mathemäUsclie 
Bemerkmiireii. 

•  •  »  /       I  .  ■ 

Von  doat  ... 

Herrn  Professor  Dr.  Steemann 

an  der  Unlrersttat  ara  Marburg. 


,» 


I.    Ueber  die  mechaiiische  Constructiön  der 

Lemniseate. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Fusspunkte  aller  t^erpendikel, 
welche  Von  dem  l^ittelpuokte  einer  Hvperbel  auf  die  Tangenten 
derselben  gefölit  werden  können  >  ist  bekanntlich  eine  schieifen- 
funnige  Curve^  von  den  Schrißsteliern  vorzugsweise  ^^die  Fuss- 
punktencurve  d^r  Hyperbel'^  genannt,  mit  einer  Gleichung 
vom   vierten  Grade 

zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten'  x  und  y ,  wobei  die  Abi- 
scissen  o;  auf  der  Qüeeraxe  der  Hyperbel  von  dem  Mtttelpiinkte 
derselben  an  gerechnet  werden  und  wobei  cc  die  halbe  Queieraxie, 

Edie  halbe    iVebenaste   der    Hyperbel    bedeutet  *).     Setzt   man 
ier  a:=zti cos  i|;,  f/:^usinif;»  so  erhält  man  die  Polargleichung   , 

«a^i  aacos^«— /3«»sinifr«. 


'*)  "Man  kann  über  die  Fnsspniiktencnrven  der  Kegelschnitte  über- 
haupt feine  Abtiändlang  in  Crelle's  Jdumat.  Bd.  XX.  S,  88.  von  Herrn 
Kudolf  Woff  In  Bern  nachsehen,  worin  jedoch,  waa  die  Fasgpiralrten- 
ctiTTe  der  Ellipse  anbetrifft,  die  srar  Gleichung 

tt*  =  o*  cos  y * -|- /?*  sin  yr* 

hinzagefagte  Bemerkung  (S.  90.)  i   Dies   sei  „ejne   durch  die  Untersu-. 
chnne^en  des   Herrn  Uofrath  Gauss  schon  bekannte  Form  der  Ellipsen- 
gleicnong'^,  nicht  so  zu  verstehen  ist,   als  wäre  die  gedachte  Fnsspunk- 
tencarre  selbst  eine  Ellipse. 

Theil  Vin.  4 


/ 


Für  den  Fall>  dass  di^  Hyperbel  gleichseitig,  also  ß=sa 
ist,  nehmen  diese  l^leichungen  aie  einfachere  Form  an* 

«'==  a^cos2^; 

und  die  Fusspunktencurre  geht,  wie  hieraas  ersichtlich  ist,  in  die 
gemeine  Lemniscate  über.  Nun  hat  Herr  Dr.  Haedenkamp 
in  dem  dritten  Tbeile  dieses  Ar^iTs.  Seite  400.  folgende  mecha- 
nische Üonstruction  für  die  Fusspunktencurve  der  Hyperbel,  also 
namentlich  auch  für  die  Lemniscate,  bekannt  gemacht.  „Denkt 
man  sieh  Btvei  ißjleidM  Kreise ,  der^  JHBK^itMiilfte  Cvfi9dC'  seien, 
und  bewegt  eine  genule  Xjoie  gleich  der  Axe  CC  so ,  dass 
deren  Endpunkte  sicll  in  entgegengesetzter  Richtung  in  den  Peri- 

Eherien  der  beiden  Kreise  bewegen,  so  beschreibt  die  Mitte  der 
linie  CC  die  Fusspunktencuwe  einer  Hyperbel,  deren  Gleichung 


j  coÄ^*  —  [ — 2 —  j  sin  -^^  =  u* 


ist,  wobei  r  den  Radius  der  Kreise,  d  die  Entfernung  der  Mittel- 
punkte und  u  den  Radius  Vector  der  Curve  vorstellt.    Macht  man 

so  wird  die  Curve  eine  Lemniscate.^' 

Diese  Entdeckung  muss  in  doppelter  Hinsicht  interessant  ge- 
nannt werden.    Denn    einerseits   macht  die  Con^tructbn   der  in 
Untersuchung   stehenden  Cnrveri  auf  die   hier  gefehrte  Art  Weit 
weniger  Atühe,  als  wenn  man  einzelne  Tanptiten  an  die  HVperbel 
construiren  und  die  Fusspunkte  der  zugehörigen.  Vom  Mittelpunkte 
darauf  gefällten  Perpendikel  bestimmen    wollte.     Zweitens  aber, 
weil  diese  Curven  alsdann  durch  einen  Punkt  (den  Halbiningspttttkt 
von  d)  beschrieben  werden,  der  mit  zwei  andern,  auf  gegebenen 
Curven  fortrückenden  Punkten,  nämlich  den  Endpunkten   von  d, 
fest  verbunden  ist,  so  lässt  sich  die  von  Chasles  und  Abel- 
T raison  ersonpene  und  vor  einiger  Zeit  von  mir  erläuterte  Me- 
thode *)  zur  geometrischen  Construction  der  Taqgente ,    Normane 
und  des  Krümmungshalbmessers  sehr  bequem^  anwendj^n.    Alieui 
bei  einer  genai^eren  Prüfung  fand  ich,  dass  die  obige,  von  Hiae- 
denkamp   aufgestellte    Gleichung  nicht ^  ganz    richtig  ist,    dass 
nämlich   der  Divisor  4  in  den  beiden  Gliedern  links  vom  Gleich- 
heitszeichen  beide  Male  weggestrichen  werden  muss.    Die  folgende 
Rechnung  wird  diese  Behauptung  rechtfertigen. 

Wenn  wir  die  Abscissen  x  auf  der  Axe  CC[  und  zwar  ,vom 
Halbirjongspunkte  dieser  Axe  an  Izählen,  und  wenn  wir  den  nächst* 
ffel^enen  ^Scheiteln  der  beiden  Kreise  C  und  C  beziel^ingsweis« 
aie  Abscissen  |  und  — |  zuschreiben,  so  hat  der  Kreis>  C  die 
Gleichung 

y>=2r(a:-|)~(4:-ö>,  ' 


•)    S.  Theil  Vn.  Heft  1.  die«ea  Archiri. 
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und  dem  Kreise  um  C  eotiipriqbt  dici  Gleichung 


W^fio  wir  daher .  die  «iQb  beiveg^nde:  Gerade,  in  einer  beile- 
gen; SMlung  4itsir(^n  .Mpdiupteff  4^^  una  ^f^  die  Cootdinate» 
nkts 


_  -,  .   »od  3fi 

gen  EndpunKts  verstehen ,  welcher  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
C  ruht,  und  unter  X\^Jfx  dict  Coordinate»  ihres,  andern »  auf  dem 
Kfetsetr  befindlichen  &]dpufikte^  so  bestehen  die  Gleichungen 


(1)  .         ytÄ±\^^^^^^^^ 

(2)  »1 =*  V-2r(^j+i)-.(^x+|)«, 


Es  sei  nun  fernet^'dfe  iconstamte  LUngie  der  sich'  belegenden 
Geraden  gleich  d^  wobei  wir  grosserer  Allgemeinheit  wegen  noch 
nicht  di=i  CC^2(H-r)  fprain^setafien  woHen^  so  Ist  jeaepfi^ls 


(3)  (»i-yi)*  +  (*2-^i)«  =  rf^- 

Endlich  muge  der  Haibirum^spunkt  der  sicA  bewegenden  Ge- 
raden bei  der  angebotnmenen  Stellung  die  Coordidaten  x  und  y 
habeu^  so  ist 

* 

(4)  arrxr  j(.ra+a?i), 

1 

(5)  ^=9(3fe+.yi);    . 

t       •  •  • 

und  man  wird  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  für  die  vom  Hal- 
birungspunkt  beschriebene  Curve  gewinnen,  soWd  ^s  gelingt  aus 
diesen  fiinf  Gleichungen  (1)  bis  (5)  die  vier  Grössen  afj[»  x^y  yi,  y^ 
zu  eliminiren. 

Die  GWctung  (4)  gi«bt  aber. 

,X2=2x-ra:i, 
also 

und  mit  Rücksicht  hierauf  erhält  man  aus  (3)  ^«rt  Werth 

aber  wegen  (5)  ist 
daher  wird 

4  * 
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1 

Stellt  man  hiermit  die  Gleichnngen  (1)  und  (2)  sniAammen«  so  er- 
hellte dass  es  nur  noch  darauf  ankommt«  ^iis  d^n  beiden  Gleichungen 

(6)      1      1    ^ 

die  partiknlarisireride  Grusae  x^  zu  elimtniren. 
Qnadrirt  man  aber  und  addirt,  so  erhilt  man 

also 

oder 

(7)  ^+y«+ j  rf»- 1«  =  2  (r+l)  (a:-a;,-Ö , 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (6),  nachdem  man  sie  quadrirt  bat, 
Ton  einander  subtrahirt,  so  ergiebt  sich  .sogleich 

=  2ra:— 2a:(a; — ^iTi— |), 
Sobstitnirt  man  nun  hier  die  aas  iO^'fliesse&den  V^i^rtbe 


2(a>-x,-D  = 


7+1 ' 


..-< 


kl    V  %  2(^r"JF|)ss.  i!i:     1 — !jq7i 


I    . ' » 


'  .;*•.  f      ',.  '   !,' 


r 

SO  hat  man  folgend«»  Gt^lehung : 


> 


lO. 


"1  j  *    '  I 


=  a:(2r«+2r|-x«-.y«-l«P,f|«),    .  , 

4  Hl     ff     !ni'.,» 
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od«r 

(»•.[(H-i)»d"-(«*+f*+i<P+är{+i)»]        ; 

I  .      =a«.[2(r-H)»^(««+y«+4-<P+2r{+S«)]«, 

1  

Sie  ist  vom  sechsten  Grade  and  entspricht  dem  allgemeinsteb  Falle. 
'  S^Md  aber    .  .... 

angenonupeD  wird,  so  geht  (8)  fiber  in 

1  1 

and  nah  kaim  dareh  [^rd" — (Jr'+^+o  ^""^]  auf  beiden  Seiten' 

dividiri  werden^  vnodurcb  sieb  er^dbt^ 

d.  h. 

oder,  gehörig  geordnet: 

Dies  ist  die  verlangte  Gleichang,  welche,  wie  man  sieht,  der 
Fasspunktencarve  einer  Hyperbel  angehört  und  durch  die  Sub- 
stitution 

a;  =  tc  cos  ^ ,  jf  =  tc  sin  ^ 

sofort  in  

ii*=  r*cost|>* — (rf*— r^  sin  ^i* 

transformirt  wird. 


I     , ' 


II.    Ueber  die  sogenannte  Neoide. 

In  einer  pSda^ogischen  Zeitschrift  kam  mir  neulich  ein  Artikel 
zu  Gesicht,  worin  Jemand,  um  seine  Leser  an  transcendente 
Conren  zu  erinnern,  beispielsweise  den  Namen  Neoide  aufführt. 


S4 

Dem  grossten  Theil  der  Geometer  dfirfte  zwar  unter  dieser  Be- 
nennung keine  bestimmte  Curve  bekannt  geworden  sein,  das  Yer- 
ständoiss  wird  ab^r  dadureh  noglicließ^iacbtr  4AS|i.ai|f  JBvrß's 
Lehrbuch  der  Mathematik  (Wieq.  183£)  Bezug  genonhneb  •  wird^ 
worin  sich  allerdiitts  (Bd.  III.  S.  241.)  der  Beleg  findet  Allein 
Biitg  msc^  iznr  Avfttellang  dieser  Specles  einer  transcenaenten 
Curve  sich  haben  verleiten  lassen  durch  ganz  besondere  Umstände» 
worüber  man.  sieb  nicht  leicht  wir4  eine  Mi^thro«asi?uxig  bilden 
können  9  denii  weder  vor  noch  nach  Erscheinen  jenes  liehrbuchs 
findet  sich  von  der  Neoide  bei  den  Schriftstellern  eine  SfAt»  und 
die  so  benannte  Curve  bedarf  auch  in  der  That  keines  besonderen 
Namens,  vielmehr  sind  schon  von  dem  berühmten  Mathematiker 
des  Alterthums,  dem  Vater  der  höhere^  Geometrie,  ihre  Eigen- 
schaften erforscht  und  bekannt  gemacht»  und  die  Nadtkommen 
haben,  un|  sein  Gedächtniss  zu  ehren,  gerade  diese  Curve  nach 
seinem.  ]Väniei^  beni^nnt:  Was  Hfrr  JPxofessor  Burg  über  dif» 
Entstehuni^  seiner  Neoide' angiebt,  läuft  nämlich  darauf  hinaus, 
dass  der  Radius  eines  Kreises ,  während  er  sich  um  den  Mittel- 
Dopki  drcli|A  f^tpiähUcb: grdssei;  wird,  und  z^ai^  ip  direkten^  Yex* 
nältniss  mit  dem  wachsenden '  Poiarwinket  tp.  Stellt  also  r  die 
ursprüngliche  Länge  des  Rafiua,  eotspreobciid'  dem  Polarwinkel 
9)=0  vor,  und  entspricht  dem  Polarwinkel  q>=zn  die  Länge  r 4- a, 
so  findet  zwisoheo .  einem  beliebigen  g»  und  deia  «Hgebovigen  Ra- 
dius Vector  u  die  Gleichung  Statt 

■  ^ 

.  .:  .        -   ?-       ..    '■       --  •  Ix,    ;    -,    l    V.      • 

'  *  '  f  •       '  * 

und  gerade  so  steht  sie  am  angeführten  Orte«,  Nun  ist  al^er  weiter 
nichts  merkwürdig,  als  wie  man  sich  durch -dl^se  ^ft'gyiraiiefrle 
Gleichuns  einer  wohl^ekaoptep  Ci^irve ,  konnte .  necken  lassen >  wie 
namentlich  der  gelehrte  un^  niäsichtige  Professor  Burg  die  wahre 
Natur  derselben  einen  Augenblick  verkepneq  mochte,  Zuimtl  so- 
bald m^n  .  ^       .  '.    ' 


TtT 

9>  =  *-  — 
ß 


♦•,  .». 


setzt,  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  augenblicklic)^  if^, 


"^^-t^^^"^' 


»r  .''  1*1 1 ii im I ''..';•' 


nämlich  in  die  Jedermann  geläufige  und  zehn  Seiten  vorher  fS. 
231.)  von  Herrn  Burg  selbst  aufi^estelite  Polargleichung  aer 
Archimedischen  Spirale!  Die  Neoide  ist  also  nichts  anders 
als   eine   Archimediscne   Spirallinie,    bei   welcher  der    constante 

Abstand  zweier  auf  einander  folgender  Windungen  2a  beträgt. 

.  •  •         •       :  .  '  '/' '    •    }     ,'l 
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HI.    Ueber  die  Nabelpunkte  auf  dem  Ellipsoid. 
Auf  jedem  dfei^^geA  Eilipsoid 

ivobei  a>6>c  voravä|ße8etzt  Mrerdeii  boH.  kann  man  belaDotlicb 
kreisförmige  Scbmtte  dadurch  herf^orbrifieen ,  dass  man  die 
fichneidende  £bene  durcb  die  mitttere  Axe  26  unter  einem  sol- 
chen Neigungswinkel  O  gegen  die  Ebene  XY  iegt>  dass 

ist    Die  Coordinaten  desjenigen  auf  der  Oberfläche  des  Ellipsoids 

felegenen  Punkts ,   in  welchem   ein  solcher  Kreis  sich  mit  der 
urcn  die  Axen   2a  und  2c  bestimmten »    in  der  Ebene  XZ  lie- 
genden Ellipse  durchschneidet,  sind 


(1)  »x=»^ 


• .  im  Ganeen  glebt  es  natflrKeh  vier  solche  Punkte ,  von  clenfen 
je  %wel  tu  etneiii  Durehmesser  der  Ellipse  (2iff,  2c)  Hege»« 

Bs  giebt  aber  auf  dem  dreiaxif^eo  Efl^soid  äi^ch  vier  Punkte, 
in  welchen  die  Fläche  eine  sphärische  Krffnim^n's;hesitzt,  so 
dass  rfngs  herum  alle  Normalschnitte  gleich,  grosse  Kr Ommtings- 
haObmes^^r  liaben,  und  diese  Punkte ,  dfe  sogenanntep  Nabel- 
p-iinkte  yonibllibs)  liegen  ebenfalls  kofdeih' Umfange  ((er  EltS^se 
(2a,  2t').  Man  weiss,  dass  die  Existenz  so  wie  die  Anshilttelung' 
dieser  Punkte  von  der  Auflösung  der  Gleichungen 

(i+t»)*-Pfl-f=o; 

(1 +««)»-(!+?«)<  =  0, 

■ItbiBgt,    Toa  denen  die  ätitb^  jedesmal  eitib  Folge  det<- beideir 
antlN«  Ist,  nnd  wobei  i»  hnküMiMKcher  Weise  derai  pi^it,  ti  t 

d«,  Wieflen  »iÄerentl>a^tM»tei.  .g,  ;|.  gj,.  ^,  ^ 

vorgestellt  werden  ^\    Apf  das  Eilipsoid 


*)  Vergl.  z.  B.  Ca^^chy  Application«  du  Calc.  infinites,  a  la  Geo- 
metrie. Le^.  \IX.  p.  3S4.  lieroj  Analyt.  Ckym.  §.  397.  und  %,  429. 
Moigno  Calc.  diff.  et  Cal«.  kitög^r.    T.  I.  Le^.  XXXIV.  p.  372. 
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„a  +  fta  +  c«      * 
bezogen,  nehmen  diese  Gleichungen  die  Form  an: 

5SJ5Ü3 "' 

und  man  erb&lt  daraus,-  mit  Rflcksncht  auf  die  gegebene  Gleichung 
des  Etlipsoids,  fSr  die  Coordinaten  eines  Nabelpunktes  die  Werthe : 

(2)  »a;=0. 

Die  Vergleichun^  dieser  Formeln  mit  den  bei  (1)  anfgestellten 
ffihrt  nun  zu  einem  interessanten  Lehrsatze.  Um  diesen  aber  mit 
grosserer  Leichtigkeit  entwickeln  zu  können,  will  ich  den  geneig- 
ten Leser  ersuchen,  sich»  wenigstens  in  Gedanken,  folgende  ein- 
fache Figur  zu  entwerfen.  Eine  halbe  Ellipse  stelle  den  durch 
die  Coordinatenebene  XZ  hervorgebrachten  elliptischen  Blaupt- 
schnitt  mit  den  Axen  2a  und  2c  vor«  ihr. Mittelpunkt  sei  O,  und 
an  die  Endpunkte  der  grossen  Axe  2a  seien  die  Buchstaben  A, 
A',  an ;  den  £ndpunkt  aer  Halbaxe  c  sei  C.  gesetzt.  Nun  qehme 
man  auf  dem  elliptischen  Quadranten  AC  einen  Punkt  ilf^n,  wel* 
eher  den  Scheitel  eines  kreisförmigen  Schnitts  yprstellen 
mug9„  und  falle. das. I^erpendikel  MP  auf  O^,  so  dass  den  dlel- 
chutigen  (I)  zu  Folge  .  v 


sein  aolU>  Ferner  qehmle 'man  auf  dem  elliptischen  Quadranten 
C^'  einen  Punkt  N  an,  weither  den  auf  aiesem  benachbarten 
Quadran(i&n  gelegenen  Nabelpunkt  vorstellen  möge,  und  flille 
da^  Perpeqdikel  jYQ  auf  OA',  so  ist  den  Gieichuugen  0!)  zu  Folge 


»7 


■•.'•  . 


Ed  bid8t«ht  feilgö  die  Gfetchting    ' 

OPxMP=OQxNQ,  ^ 

oder  die  ProportioD 

OQtMP=  OPiNQ. 

Dies  siod  aber,  wie  allgemein  bekannt  ist,  die  charakteristi- 
schen Relationen ,  welche  arischen  d^  Coordinaten  der  Endpunkte 
zweier  conjugirter  Diameter  in  der  Ellipse  Statt  finden;  wir  haben 
also  folgenden  Lehrsatz:    , 

Wenn  man  etneri^eits  den  auf  dem  elliptischen 
Quadranten  \^^f\  gelegenen  Scheitel  eines  kreisför- 
migen Schni.tts,  andererseits  den  auf  dem  benachbar* 
ten  Quadranten  \  Afi  gelegenen  NabelpUokt  mit  dem 

Mittelpunkte  des  E 1  Ups ofds  verbindet,  so.ist  der  eine 
dieser  Semidiameter  mit  derii  andern  cdnjugirt.      .    . 

Mit  Anwendung  dieses  Sataes  würde  man^  sobald  ed  darauf 
ankäme,  die  Formeln  (2)  fär  die  Coordinaten  eines  Nabelpunkts 
inögiicbst  bequem  zu  reproducired ,  und  wenn.mati  auch  die  Fort 
melo  (1)  erst  entwickeln  müsste>  folgende  .eip&che  Rechnung 
zu  machen  haben.-  Da  der  dutcb.  die  A^e.  26  und  den  Punkt  in 
gehende  Schnitt  des  EUipsoids  ein.  Kreis  seiu  soll,   so  rauss 

om-^,  d.  h. 


1           *                              * 

«1«  +  *1*  =  Ä«, 

aber  auch 

sein.    Hieratu  erhSft 

man 

*»'(c»^«»)=^~^' 

also 


VA»— 


—  c* 


oa— c» 


und 


also 


VO»— Ä« 
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Nun  ist  zu  Folge  der  bekaantoU  Elgpoaehafl;  coiljngiffter  Dia- 
meter  und  ohne  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  der  Coordinaten 

jp^:  2i:=:a:  c, 


jpi :  i^z=z  a  ;  c; 


folglich 


^---.h 


•\ß 


=?5 


^' 


.  4 


c  aFW^ 

^^^a      *  T  a* — c* 


welches  die  verlangten  Formeln  sind 

Dem  vorher  gefundenen  Lehrsatze  lässt  sich  jedoch  auch  noch 
eine  aDdere>  Seltii  äh^gefvioDen.  Alle  das  Eliipsoid  sebneidende 
El^ieqen,  welche,  nicht  d^rch  den,  Mittelpunkt 'O^ehen^,  aber  pafal^ 
let  zu  der  durch  26. und  W  gelegten  EWp^, siQcC  liefern  bekannt- 
lich lauter  kreislurmige  Schnitte,  und  da  die  an  die  Ellipse  ACA^ 
im*  Punkte  iV^  im  oonstruirende  Tangente  rermcige  der  Eigenschaft 
eoBittgirter  Diameter  parallel  mit  OiKf  lä^ft,  so  m«ss  offenbar  die 
iH'iV'  an  dkjä  ElUpaold  zu  le#endeta«girevde' Ebene  mit  deo  Ebe* 
Den  ibr'^eclachien  krels^nmge»  Sehnitte  glekhfalls  paratld  aus* 
fWUen.  Deshalb  siebt  ein .  in  N  auf  (ikes» ' tai^lrende  EAeiie'  ef rkb* 
tetes  Pefpendtikel  senkrecht  auf  aUen  diesen  kreisföniiigeD  Schnttten^ 
und  man  kann  daher  sagen:  ein  Mabelpunkt  auf  dem  Elltp-' 
seid  ist  zugleich  ein  solcher  Punkt,  dessen  Normal- 
iinie  perpendikulär  auf  den  kreisförmigen  Schnitten 
steht,  welcher  Satz  sich  auch  umkehren  lässt 

Schliesslich  bemerke  ich  noch,  dass  man  für  den  Krümmungs- 
halbmesser an  einem  Nabelpunkti^  dt^  EUipsoids  den  einfachen 
Ausdruck 


ac 


>  i 


findet. 


••".! 


I       I 


S9 


'  •  ,*  I .    .  . '  >  •  1 1  • 


,.  .  ! 


rr. 


Bestimmunir  der  grSsstep «  in  ein  gregre- 
benes  Dreieck  zu  lieschrellbendieii, 

saupse. 

Von 

Herrn  Wilhelm  Musta, 

Stod.  der  Mnth.  zu  Marburg. 


Im  zweiten  TheUe-  cKeaes  Archivs.  Seite.  400.,  so  wie  im 
vierten  Bande.  Seite  373.,  sind  vop  Herrn  L.  Mossbrugger 
einige  Aufgaben,  die  Lehre  vom  Maxin)um  und  Minimum  hetref- 
fend ,  gelöst  worden ,  unter  welchen  sich  auch  folgende  findet : 
die  grosste  Ellipse  in  ein  gegebenes  Parallelogramm  zu  beschreiben. 
Mit  dieser  Aufgabe  yenvandt  ist  die  Bestimmung  derrgröaittea>  in 
^ein  gegebenes  Dreieck  zu  beschreibenden  Ellipse,  welche  ich 
"iauf  folgendem  Wege  versucht  hal^. 


Es  sei  (Taf*  IL  Fig,  15.)  ABC  isiS  gegebene  Dreieck,  dessen 
Seiten  a,  6,  c^  und  die  die^eä  s^eiit^b^  Hegendeii  Winkel  a,  ß,  y 
heisscti  miigen.  Wir- woH^  die  verlangte  Ellipse  auf  recht- 
winklige Coor^naten  beziehen  und  nehmen  desi^hijilb  AB  als  Ab- 
scissenlinie  und  [A  «b  A|i(6^ng«ipuidi.t  4^  Cftordiifaten  an. 

Die  Lage  der  gesuchten  Ellipse  wird  bestimmt  sein^  .wenn 
die  Coordinaten  der  Berührungsnunkte  der  Ellipse  mit  den  Seiten 
des  Dreiecks  und  somit  auch  die  des  Mittelpunktes  O  derselben 
bekannt  sind.  Die  Berührui^spunkte,  se{eo  M,  N,  Q  itad)lbre 
Coordinaten  beziehungsweise:  .^  i^  '  i 


■^ . » 


unser  nächstes  Ziel  ist  nu«,  d#i^  Inhalt  ifst  gesuchten  Ellipse, 
den  wir  mit  Z  bezeichnen  wollen,  au4i$itdröeke^dttrch  diese ,(?pdr- 
dinaten,  nämlich         "^ 
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Z^fix^,  jTa,  yj,  .Tj,  jfj) 

darzastelien* 

VerbiDden  wir  den  Haibirangspunkt  K  der  Sehne  QM  mit  A, 
«o  liegt,  wie  man  leicht  einsehen  wird,  der  Mittelpunkt  der  Ellipse 
in  der  Verlängerung  dieser  Linie  AK.  Dasselbe  gilt  von  der  Linie 
BSy  welche  durch  den  Halbirungspunkt  der  Sehne  MN  gezogen 
worden  ist ;  daher  wird  sich  der  Mittelpunkt  O  der  Ellipse  als  der 
Durchschnitt  dieser  beiden  Geraden,  ergeben. 

Die  Gerade  AK  geht  durch  die  Punkte 

'  und  ^ 

y  =  0  y=      f  ; 

daher  ist  ihre  Gleichung 

>     «'=^,-" ^> 

Ebenso  ergibt  sich  ffir  die  Gerade  BS,  da  sie  durch  die 
Punkte 

und  -Ä      .       .  . 

liebt,  die  Gleichung 


•      I 


y = ^:^-=^^-'-'^^' -  ■ " '  -  ^ 


Aus  der  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (2)  resultirt  fär 
die  Coordinaten  des  DurchschnittspunBes  O: 

..Ferner  finden  wir  leicht:« 


J       1 


6t 

Wird  nun  AO  bis  E  verlängert^  so  erkennt  ifeftn  iiiifflefiflteUe, 
dass  DE  ein  der  Sehne  QM  zugeordneter  Durchmesser  ist.  Da- 
her erhalten  wir,  wenn  die  conjugirten  Diatneter  mit  TL  und  9 
bezeichnet  werden,  folgende  Ausarücke: 

^*=— ör—         ^ ^*^ 


Setzen  wir  hier  fBr  AO  und  OK  die  in  (i)  gefundenen  Wertbe, 
so  ergibt  sich: 


2|3^»(^i+^3)— ya(^j+^a— 3<^)1  .  , 


Es  ist  ferner 


daher 


sin  KAM  =  y        — . 


•      1  •  I     ' 


II 


Aus  dem  Dreieck  AKM  foJfft  weiter: 

^1 :  MK^  BmAKMi^MAK, 
woraus  ...../ 

Bin  AKM  s=^.  sin  MAK, 

d.    i. 


{  J  '      :  };::   l 


sini</f^=-   .vMikiy.i  .i.Oi^^^^/ =«  -  •  .  (8) 

•DlBF.Ipbalt  eiaex  Ellipse  .lrird.Mm;in.l>ekaiU>tJich    ausgedruckt 
durch 

Z==:3i.®.3t.sinii-8Q»,    ..     .. 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (6),  (7)  9  (8): 

'.      .      i5  =  c.«2lMV^2^_l (9) 
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W0  der  Küne  tW«gen 
gesetzt  ist. 


I     1    I 


•   •      -         •        •— '    , 


8.  2. 

In  dieser  Formel  fOr  Z  kcnfHAen  vor  die  Grössen :  Xi,  Xm,  y^, 
^8'  ^9*  ^^  ^^^^  ^^  Inhalt  der:  Ellipse  bestimmt  wird  durch 
zwei  beliebiee,  Jedoch  von  einander  nnabbängi^e  von  diesen  flint 
Grossen  >  wen  die  Lage  und  Gestalt  einer  in  ein  gegebenes  Drei- 
edc  zu  beecfareiboiidien  Eilige,  sobv»  diitchacfveifief^ra^^igfii^ 
yoUkommen  determinirt  ist,  so  kommt  es  jetzt  aarauiLaift.  .^  als 
Function  von  zwei  independenten  Variabeui,  etwa  Z  =  [(0:1,^2) 
darzusteilen«.  'Qterztf  siii4  .drei  neue  GMcJ^nngee  zwischen  jenen 
tüüf  Grossen  erforderlich^  yretche  mi^n.,  wie  lolgt»  erhSlt 

Verbinden  wir  A,  B,  C  mt  den  geseeulKerliegenden  Berüh- 
rungspunkten N,  Q,  M  der  jl^ltpse,  sO  s^neMen  sieh  diese  drei 
Verbindungslinien  nach  eitlem  bekaiinteM  Satte  \ü  ekiem  Punkte, 
und  man  hat  die  Relation: 

AM.QC.BN=AQ.CN.BM, 
d.i.  , 

Xi  (6-ar,  sec  «)  j^=  ars  »«c  «  (<»— ^^  («-^i)  •  •  •  (lÖ) 
Ausserdem  haben 'ivilr  nödi:- 

Ans  flO)  ergibt  sich : 

daher  aus  (11) : 

'  *.*i  Vm  wn «  ,,ox 

^^      (2a:i-c)ya+a(c— ari)  smjS  ^    ' 

x^xazc^-^y^cot^ß.  ;...;••.*••.  (14) 


I  ••  » 


Indem  wir  die  Werthe  för  o:«»  ^*  Vs  ^^^^^  (X^)»  (13)»  (14)  in 
(9)  substituiren ,  erhalten  wir: 

Z=46»c8ina^(c-ari)ya (15) 

Wo  lJ^bxxBin»'^iy%  und  TF=:;riys-f  fr8ina(o— ^r^). 
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5-  3.  ■ 

« 

Damit  nun  dieser  Ansdrack  ein  Maximum  werde  >  müssen  die 
GleichttDSen  besteheik:  .       ' 

d..  i*  nach  getiMviger.  Eotwickelang; 

an  0,       . 

oder  einfacher: 
Nun  ist  aber: 


©  =  -• ^  «nd^=.^. 


Daher  Iflsst  sich  die  erste  der  beiden  gefundenen  Bedtngung^ 
gleichan^eti  durch  U^  die  andere  durch  Xi  dividrreti ,  nod^  irian  er- 
hält, sobald  mit  TF'multiplicirt  worden  ist,  die  Gleicbiingen 

2^iya'~'^(^ — a?i)sina  =  0, 
^i  y%  +  26  (c — ^a:i)  sin  a  =  3cya. 

Wird  die  erste  mit  2  multiplicirt  und  zur  andern  addirt,  so 
ergibt  sich  sofort 

alsdann  ist 
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daher  aus  (14): 


»> 


>» 


(13)^: 
(12): 


b   . 

OP^  z=:  ^  COS  p. 


Wir  haben  somit  das. InteressaDte  Resultat  gefiiDden,  dass 
die  erösste  Ellipse,  die  in  ein  Dreieck  beschrieben 
werden  kann,  die  Seiten  diiWsetben  In  th^reii Mi tt an  be- 
rührt, und  dass  ihr  Mittelpunkt  in  Folge  dessen  mit  dem  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  zusammen  fällt. ' 
■ ,  ^  .  •  -  . ,     , .  .      •  •  ,  . 

'Der  Inhalt  dieser  Ellipde  selbst  ergibt  sich  aus  (15) ^  IndeiKi 
man  für  Xi  und  y^  die  oben  gefundenen  Werthe  substituirt,  als: 

Jfcsg-*-^64^»ainä.     ^ 
oV« 

Der  Inhalt  des  DMecks  AJBC  ist  aber  ^-^sin  a.    Daher 
besteht  die  Proportion:  ^  > 


1   ' '  I 


'  •  '*    äIc  1     * 

Dreieck :  Ellfpse  =  -^iriii ft  :  ^—^ 6 .  c . « sin  a 

=:3V3:«*). 


*)  Ueber  die  Be«timmaiig  der  gros«ten  in  ein  gegebenes  ^eiyeck  in 
beschreibenden  Ellipse,  womit  die  in:  dem  obigen  Aufsätze  fiuf|^el(sto 
Anfffabe  begreiflicherweise  n'iihe.  zusammenhängt ,  da  ein  Vier^k  m  ein 
Dreieck  übergeht,  wenn  man  eine  Seite  desselben  yerschwinden  lässt, 
SL  m,  eifie  tr^ffU4|if^<;Abhand|i9ilg  yi^n.  €F,au««  \ß  der  Jitoantlichen 
Corresqoi^denz.<  Band  XXII*  S.  112,  und  Au£i^tze.  y,ÖA.  Iffaf^, 
Moltwei4e  .und  Schumache^ir  ebendas»<  S»  2SS3.,  S.  22f.  and  S.  &^t.; 
auch  eine  Abhandlung  Von  mir  in  dem  eisten  Theile  meiner  Beitrage 
zur  reinen  und  an^rewandten  Mathematik«  Brandenbnrir. 
1838.    4.  *>  ,  :     ,  Q^ 


, ' '    :     .       I  •   I .  ■•  •    •       •  •         •     '11 


:*  \ 


i   i     . 


«3 


V. 

Anflüs^nnir   der    qnadratisclieii   Glei 

cbiuigeii   mit  imagrinllren 

Coeflicienten. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Zur  Uebun^  der  Anfanger  in  der  Rechnung  mit  imaginären 
Grossen  scheint  mir  folgende  x\uflösun^  der  quadratischen  Glei- 
chungen mit  imaginären  Coeffieienten ,  die  ich  dem  Wesentlichen 
Dacb  aus  den  Exercices.d«  M  athematiqnes  par  Cauchy. 
4mc  et  41"»«  Livr.  p.  79.  entlehne^  recht  zweckmässig  zu  sein. 

Wir  wollen  zuerst  die  reine  Gleichung  des  zweiten  Grades 

1)  a:^=a  +  b\^ 

auflösen 9  wo  a  und  b  reelle  GrtSssen  bezeichnen,  und  setzen  zu 
dem  Ende 

2)  x  —  p  +  qV^^, 

wo  p  und  q  Ebenfalls  reelle  Grössen  bezeiehnen.  Führen  wir 
diesen  Ausdruck  von  a:  in  die  Gleichung  1)  ein,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung  ' 

3)  p«  — 9»  +  2/?7  V^=I  =  0  +  6  V^^, 

aus  der  sich  zur  Bestimmung  der  Grössen  p  und  g  die  beiden 
folgenden  Gleichungen  ergeben: 

4)  p^^q^^  a,  2pq  —  b. 

Wegen  der  zweiten  dieser  beiden  Gleichungen  und  der  Glei- 
chung 2)  hat  man  * 

oder 
.  Theü  VIII.  5 


6« 


6)  x=^+,V^l. 

»  • 

Quadrirt  man  aber  die  beiden  Gleichungen  4)  und  addirt  sie 
dann  zu  einander  >  so  erhält  man 

7)  p«+ya  =  V^ä«+P, 

wo  naturlich,  weil  p^+q^  stets  eine  positive  Grösse  ist,  die 
Quadratwurzel  positiv  genommen  werden  muss.  Aus  den  beiden 
Gleichungen 

ergiebt  sich  nun  auf  der  Stelle^  durch  Addition  und  Subtraction 

ö)         p» ^ ,  ^»^ 2 

Also  tet 


Ö) 


p.=±(vz|?ify,  ,=±(^^?+^y; 


und  nach  5)  und  6)  erhJUt  man  daher  för  jr  die  beiden  Wertft». 

_.  i(V"HHP+a)* 


oder 


Ffir  6=0   und  ein  positives  a  liefert  die  Gleiebuiig  10)  die 
beiden  folgenden  Werthe  für  x: 


12)  .  x  =  ±a*. 

Für   6=0  und  ein  negatives  a  liefert  die  Gleichung  11)  die 
beiden  folgenden  Werthe  für  a:: 

13)  a;  =  ±(-7a)*V^. 

Fdic  «  =  0  und  ein  positives  b  liefern  die  Gleichungen  10)  und 
11)  die  beiden  folgenden  Werthe  für  a:: 


u,  ,=±i(|)'  +  (|)'v=Ij 


odet 
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15)  ^=±(|y(i  +  V^). 


Für  a:=0  und  ein  negatives  6  liefern  die  Gleichungen  lO)  und 
11)  die  beiden  folgenden  Werthe  tür  xi 

16)  **=iJH*/-.(-*)*v:z3J,. 

oder 

17)  ^=±(-|)*(l~V-l). 

Man  hat,  am  ^lie«  dieseg  richtig  ztt  verstehen,  nur  stets  fest- 
zuhalten, dass  nach  dem  Obigen  Va^^ja  jederzeit  positiv  zu 
nehmen  ist. 

Die  zTvei  Wurzeln  der  Glercbung 

18)  a^=zY—i 
sind  also  nach  14)  und  15): 

19)  .=±(^  +  J,^V-l) 

oder  ' 

20)  .=±1±V^. 

Die  zwei  Wurzein  der  Gleichung 

21)  a^2  =  —  V"^ 
sind  dagegen  nach  16)  und  17) : 

oder 

1  — V^ 

23)  •!?  =  i  ■■'  ■   '^  '     . 

Haben  wir  nun  die  Gleichung 

24)  a:^  +  Aa:  +  B  =  0 

aufzulösen ,  so  lässt  sich  dieselbe  bekanntlich  auf  die  Form 

25)  (x+f)=±-B 

5  * 
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bringen 5  und  nun  ganz  wie  die  Gleichung  1)  auflösen,   welches 
wir  durch  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  gegebene  Gleichuiig  sei 
26)        o:«  — (5.+4V^).a?+6+8  V^  =0, 
so  bringt  man  dieselbe  zuerst  leicht  auf  die  Form 

d.  i.  auf  die  Form 

jx-(|+2V-:=I)j'=-5+2V^.     • 

/ 

Setzt  man  nun  im  Obigen  a=:*--j,  6=2,  so  ist  nach  10): 


27) 


x  -  ^+2V^)  =  ±  4 +2V^) , 


und  foigUch 
28) 
Also  hat  die  Gleichung  26)  die  beiden  folgenden  Wurzeln: 


^  =  |+24k^-l±(l+2V-l). 


a;  =  |+2V^-(L  +  2V^1)=  2, 
29)      -( 

a:  =  J + 2 V"::!  +  (1  +  2 V^l)  =  3 +4 V~i  ; 


von  denen  die  erste  reell,  die  zweite  imaginär  ist. 

Dieses  Exempel  ist  deshalb  lehrreich,  weil  man  aus  dem- 
selben sieht,  dass  eine  quadratische  Gleichung  mit  imaginären 
CoefBcienten  eine  reelle  und  eine  imaginäre  Wurzel  haben  kann, 
da  bekanntlich  im  Gegentheil  die  Wurzeln  einer  quadratischen 
Gleichung,  deren  Coefficienten  beide  reell  sind,  immer  entweder 
beide  reell,  oder  beide  imaginär  sind. 

Eine  ähnliche  Ausführung  für  die  cubischetf  Gleichungen  mit 
imaginären  Coefficienten  wird  eine  gute  Uebung  für  Schüler  sein. 
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VI.' 

Terwandlniig  der  irraUonalen  Orösse 
y/'AUt  einen  Keftenbrncli. 

Ton 

I 

Herrn  P.  Seeling, 

Elementarlehrer  za  Häcke«wagen  im  Re^ernngtbezirlc  DoMeldorf. 


§.1. 

VermiiteLBt  der  Kettenbrüche  kanir  man  aus  uQvolIstäpdi^en 
Kuben  die  Wurzel  ziehen.  Dieses  soll  zuerst  an  einem  Beispiele 
in  Zahlen  gezeigt  und  dann  auch  allgemein  dargestellt  werden. 

s 
Es  sei  a:  =  VlO. 

3 

Die  grosste  in  VlO  enthaltene  ganze  Zahl  ist  =2.    Also  ist 

3 

Der  Bruch  ~-  ..         ist  kleiner  als  1.   Man  setze  denselben  =  — r ; 

1  ir* 

so  ist 


VlO— 2 


und  zwar  a:^>l.    Um  den  Nenner  rational  zu  machen ,  multiplizire 

3  3 

man  Zähler  und  Nenner  dieses  Bruches  mit  VlOOH-2  VlO-f  4  ^). 
Dann  erhält  derselbe  die  Form: 

T 

V10Q+2V10+4  _  V10Q+2V10+4 
10-8  2 


1)  Weil  («— d).(««+a^+*«)  =  fl'— Ä». 
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Die  grOsste  id  VlOO  steckende  ganze  Zahl  ist  i,  und  die  grosstc 
s 
in  2VlO  steckende  ebenfalls  4.    Demnach  ist  die  grusste  in 

V100+2V10+4 


enthaltene  ganze  Zahl  =6,  und 

yl00+2Vl0+4 

ist  also 

ß  .  V100+2V10-8 

1    ^ 
Diesen  letzten  Bruch  setze  man  =:  —j-.,  so  ist 


x"  =z 


V100+2V10-8 


Um  den  Nenner  rational  zu  machen ,  multipiizire  man  Zähler 
und  Nenner  dieses  Bruches  mit 

(VI00)2  +  (2V10)« + 8« — VlOO .  2 VlO + 8 .  ylOO +8 . 2 ylO  «) 

=  12  VlOO +26  VlO +44. 
Dann  erhält  man : 

„_  2 (12V100  +26V10+44)  _  6vl00+13Vl0+22 
*  Kö+§0-512+480      ~  37 

Die  grusste  in  diesem  Bruche,  den  man  auch  so  schreiben  kann  : 

V2160Q+V21970+22 
-~  37  ' 

enthaltene  ganze  Zahl  ist 

27+28+22  _., 

Demnach  ist 

a^n  -o  .  6V100+13V10-82 


2)    WeU  (a+6—c) .  (««+*«+«»— «Ä+W^-f^)  =  «»+**— c'+S«»«. 
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Setzt  man  diesen  Bnicb  =  —771»  so  i^^ 


.iu^_^ 37 


6V100+13V10-52 


Um  den  Nenner  rational  zu  machen,  nMÜtiplizirO  inan  Zähler 

und  Nenner  mit  48lVlO(H-1036VlO+1924  (siebe  Anmerkung  2). 
Dann  erhält  der  Brach  die, Form: 

37(481V100+I036l/IQ+1924)  _  13Vl00+28Vl0+52 
21600+21970-140608+131680  '18 

Die  grosste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ist 

60+60+52  _  Q 
18        ~"^' 

In  dieser  Weise  kann  die  Berechnung  der  Quotienten  beliebig 
fveit  fortgesetzt  werden. 

Die  Wurzelgrosse  VlO  ist  also 

=  2  +  — 


6^ 


2+-i 


X  9  +  u.  fl.  w. 

Die  Näherangswerthe  dieses  Kettenbruches  sind: 

Kettenbrachsnenner :  2 ,  6  9    2  ,    9  >  .u.  s.  w. 

ivri.  ^  *u  1    2     13    28    265 

Näherangswerthe :       n '  F  *  "6  '   13'   123 '  "'  '*'  ^* 


•  ■* 


/ 

Um  das  Verfahren  übersichtlich  darzustellen ,  werde  hier  noch 
ein  Beispiel  aufgeloset. 

Es  sei: 
,  _  _1_  _  V361+2V19-M  _  I  . /V361+2Vl9--7_  1  \ 
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U 


vaei+avio— 7 

»  _   _     _  » 


= g =i+(^ g ^, 


x'"=  ^ 


V3614^10-15 
« .  » 


i =  63+^^ 1 ='PI&;' 

,»//_  1  _  190^1+g07Vini306_,  . 

* i i SOS —  —  1+Il.a.l 

1 

Die  Nähemogswerthe  tod  Vld  werden  demnach  sein: 

Kettenbrachsnenner :  2,  1,  2,  63,    1,     u.  s.  w. 

w-i.  ^         1     2     3     8     507    516 

Naherungswerthe:      5,  p  j ,  g;,  igQ*  igg,    «-  «•  w. 


§.   3. 

Obiees  Verfahren  soll  nun  allgemein  dargestellt  werden.     Eis 
sei  A  eine   ganze  Zahl,  aber  kein  vollständiger  Kobos.    Ferner 

sei  die  grosste  in  VA  enthaltene  ganze  Zahl  =  a.#  Dann  ist 


Diesen  Bruch  setze  man  =  — r  >    so  ist 


V-4 
Man  setze  A — a^=b,  so  ist 

X g 

Die  grosste  hierin  enthalteoe  ganze  Zahl  sei  a',  so  ist 

x^       '  -  ' 


_a  + g , 
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oder,  weoD  man  a^b^(fi:=:c  setzt, 

i  3 


Ö 


Setzt  man  diesen  Bruch  =  -^^  so  ist 


1 


0?'^  = 


VA^^aVA'-e 


_.  6[(aHc)V^<H(^+fl<?)V^-f  c'-gJ] 


(siehe  ADiuerkuDg  2.) 


3 


Man  setze  (aa^+l)'— «''-^=<^>  so.  ist 


^        3 


a;^'  = 


Die  grosste  hierin  enthaltene  ganze  Zahl  ^ei  af}.    Dann  ist 
11—    u  ■  a^VA^^(aa^^l)VA^ai^A'^a{aai^l)^a^^d 

f 

od«r,  wenn  man  a^^A-\^aHfM^-\-V^ — a^^s=e  setzt. 


'  d 


Setzt  man  diesen  Bruch  kz  —fn,  so  ist 


3)  Man  wird  sich  von  der  RichtigVoit  dieser  und  der  folgenden 
Reductiooen  überzeugen ,  wenn  man  für  die  Grotsen  ^ ,  C  ,^,  €  na^ 
einander  ihre  Werthe  einsetzt. 
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11 


H 


II 

+ 

m 


'S" 

+ 

CO 


d 

ö" 


I» 

+ 


+ 
» 


+ 


d 

a 


d 

Q 


a'- 


ti: 


% 


i 


r 

a 
Q 


+ 


L 


a- 

f 

r 

+ 

I 


% 


a 


s 


+ 
+ 

+ 

a 


a 


Cd 


a 

a" 


1    «^ 


S 


19 


C» 


Fährt  man  auf  diese  Weise  fort ,  die  vollständigen  Quotienten 
zu  entwickeln,  so  wird  man  sie  im  Allgemeinen  von  der  Form 

D 


finden. 
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Die  Grosse  V  ^  ist  demnach  gleich  dem  Kettenbruche : 
a+ j. 


lUi 


+  — 


o""  +  n.  8.  w. 
Die  Näherungswerthe  dieses  Kettenbraches  sind: 

•  •  • 

Kettenbrachsnenner :  a,  a^,     q^^    ,  a"^,    u.jb.  w. 

*  '         .•       « ,  • 

Näherangswerthe :      g-»  r>  — 7—»   — StoT^  »   "•  ^'  ^'* 


Es  seien 


§.  4. 


p      p     p^ 

—TL»     —  ,     — a.,    U«.S>    W. 
9  ^         ^' 


•8.. 


einige  aufeinander  folgende  Näherangsi^erthe  von  V  !^.     Di^   zu 
denselben  gehörigen  (sie  ergänzenden)  vollständigen  Quotienten  seien 

55 ,   -^g ■ , ^gj-  ,U.S-W. 

and  die  hierin  steckenden  grSssten  ganzen  2ahien;  m%ni,:i9t', 
a.  s.  w.    Dann  ist 

p'= iiip+P%  q^:=  mq-jrg^ ;  p'^s=  tn^p^-^ ,  gr'^:^  m'^'-f-y ;  u«  su  w. 

Betrachtet  man  nun  genau  die  Berechnung  im  vorhergehenden 
Paragraphen,  so  wie  auch  die  gefundenen  vollständigen  Quotienten,' 

und  vergleicht   man  letztere  mit   den    ebendaselb/M  Ifefechneten 

3 

Nähemngswerthen  für  VA»  ^^  findet  man  Folgendes: 

1.  Jeder  vollständige  Quotient  lässt  sich,  nachdem  man  den. 
Nenner  rational  gemacht  und  die  nothigen  Reductionen  vorgenom- 
men ,  durch  das  Quadrat  des  früheren  Zählers  aufheben; ' 

2.  Es  ist  allgemein  (so  weit  die  Berechnung  in  §.  3^  reicht)  Q=a, 
P=zp;  J  abwechselnd  =+(ö®p^ — 9^9^A)  und  -^  (p^p^-^^a^A); 
und  D  abwechselnd  =  — (p^E— ^3^^  unj  -{-(p^ — g^A);  übernaupt 


d        .  •        .  8       .  S 


wobei  die    obern   Zeichen    fOr  die  Nljiemngsbrfiche   ungerader 
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Ordnung^  und  die  untern  fflr  die  Näherangsbrüche  gen^der  Ordnung 
gelten»  wenn  man  |-  als  den  ersten  Näherangsbrach  ansieht. 

Die  Richtiekeit  dieser  beiden  Sätase  .in  Beziehung  auf  die  3 
ersten  vollständigen  Quotienten  geht  aus  der  Berechnung  in  §.  3. 
hervor.  Soli  also  ihre  alieemeine  Gültigkeit  bewiesen  werden ,  so 
ist  nur  noch  darzuthun,  dass»  wenn  sie  für  irgend  einen  beüebi« 
gen  vollständigen  Nenner  gelten »  dies  auch  für  den  nächstfolgen- 
den der  Fall  ist;  mit  andern  Worten:  dass,  wenn   ?-  ,    ^,    ^, 

drei  aufeinander  folgende  Näherungswerthe  für    V^    sind,    und 

wenn  der  za  ^  gehörige  vollständige  Quotient 

?  '  , 

^(p^-qTJ) 

Ist,  alsdann  der  folgende,  zu  ^  gehörige,    vollständige    Quotient 
ist    Dies  soll  im  folgenden  Paragraphen  bewiesen  werden. 


§.'5  ■  '   ; 


.  /yVAHqVA ± (p"p*~q''g*A)±tn(p'-g*A)^  J_N 


'  •  i      )i 


Der  Nenner  dieses  Bruches  wird  rational  gemacht  nach  der 
Formel: 


.,,    >  ,  »  ,, 


JMlaü  erhält  dann : 


n 


ü 
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Ehe  wir  zur  Reduction  dieses  Braches  schreiten,  bedenken 
wir,  dass  im  Torliegenden  Falle  (siehe  Egen's  Handb.  d.  allgem. 
Arithm.  Tbl.  I.  §.  260.)  P9°— />^^=Tl-    Warans  folgt: 


1)  pV— P'/'*y=Tp* 

p*ft»Vy=TpV : W 

2)  p^V^— PV^=T9*^ 

pq^'q^A-^^'q^A  ±  q^A  =0 

«■i<±MV^=±PV^ (®) 

3)  pV*-2p>flr*»7+p»V=+l (>) 

—2py*q*'q^A--pqA=--p^q''*qA'-p'^q^A (€) 

4)  Ans  (1)  2p>7*7+l=p*^**+p*V  (™>*  T3jnp*9^  mnltiplizirt) 

+6iiip<»p*^«9MT3mp^.4=T3mp«9««jJT3mp»«p^M.,.(5)) 

5)  2p®p^**g+l=p*^®M-p"*^  (mit  :!^tnpq*A^  multiplizirt) 
4^,,,pOpY^-4*i:3OTp^^*==±3mp»^«V^*±3mp«*p9*-^*-  •  -f^) 

6)  pV'-aSp"pV*7+^"V7^v*-y''V=Ti (11) 

(1)  mit  Sp^'q  multiplizirt,  gibt:     ^ 

ap>«7**«y--6p*'V^«7H^"V=^'*7 
^>V*^-^*'^7**W^"  V— ^•^  =0  ...(III) 

(ii)+(in)  pv^ssp^^'y^-a^'V?**^*— *p^v=Ti 

3p««py"^*+^"7Tl==p'^°H2p»  V  ("»*  Tp'-4  mnit) 

7)  (I)  mit  3p^"  multiplizirt  gibt: 

^3^o3L-^*p«yO«^+3po^y«^«=r3p^« 

3p»g«»»— «p  V^'*«^-!-^  ^''W  V— 3p7« = 0  ...(IV) 

(IV)— (H)  2pV'+l''**V^--^V9'*y--3p9''  =  +l 

3p«pV*V+3p^/  ±l=2pa^''H/'"V  (™>t  ±7*^*  mult) 
db3pVy'V^^3/'^"^^^+^^^^±*^/''5'"'9'^*±P''V^-(®) 


Man  eutwickele  nun  die  einzelnen  Grussen  im  Zähler  und 
Nenner  des  obigen  Bruches  (Z) ,  indem  man  jedoch  den  Faktor 
ip^pSL-^sj^   fSr  sich  bestehen  lädst.    Dann  setze  man:  in   den 

Coefficienten  von  Y  A^  statt  des  Isten  Theils  der  obigen  Gleichung 

_^  den  2ten  Theil  derselben;  in  den  Coefficienten  von  \' A  statt 
_es  Isten  Theils  der  Gleichung  (®)  den  2ten  Theil  derselben;  in 
den  rationalen  Theil  des  ZäMecs  statt  des  Isten  Theils  der  Glei- 
chung (€)  den  2ten  Theil  derselben,  und  endlich  in  den  Nenner 
statt  des  Isten  Theils  der  Gleichungen  (©),  (€),  (8)  und  (ö) 
den  2ten  Theil  dieser  Gleichungen.  So  erhält  man  einen  Bruch 
von  folgendem  Zähler  und  Nenner: 


aes 
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«  s, 

41 


H-  l-h  41  l-h 
w  w  w  s 

■<?  *"  ■%  H;  ■* 

■%  !^'>«*  „        .      —    - 

hw^^      I  +  +  + 


•e  ^  ^  S» 

"  +  +^  -f 

41  I"?»!.         .,  Ö^T^X-^. 


41  !r  i^>?         g'«^  - 

<  t  ^-  &  •«    ?  ^  U. 


'^\^-^  "       I        ^     1-^    «" 


4  ^  "^  \  ^"  ^o.  ^  ^ 

ts:  H-  « <?      ^o  tfe  k  t^ 


^  1^  j,  -^c       <r  I 

Dieser  Bruch  reducirt  sich  auf: 


_  fag+q»)  V  ^'+(inp+p")  V  ^  T  \p(j«p\p''f—q{mq\(i''YA\ 
^      ~         ±  [(»»p+p")*-  (»n?+9")'>^J 

_qls  A^ \pi\l  A-^tfiP^^—qq^^Ä) 

"^^ ±(pI»-ql»A)        '"  .     ' 

Und  dieses  war  zu  beweisen. 
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§.  6. 

Aus  der  Berechnuog  in  §.  3.  und  §.  5.  ^eht  unmittelbar 
hervor 5  dass  D  und  J  immer  ganze  Zahlen  sind.  D  igt  aber 
auch  immer  positiv.    Denn: 

1.  Ist  ^  ein  Näherungsbnu^  ungerader  Ordnung  >  so  ist 
/>=— (p' — q^A).  Alsdann  ist  aber  (da  der  erste  Näherungsbruch 
J  zu  klein  ist)  ^<;^VA;  folglich  ^< 4*  und  p^<q^A;  also  D 
positiv. 

2.  Ist  hingegen  ^  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung,  so 

ist  Z>=;+(p»— yM).    Dann  ist  auch  ^  >  V^;   folglich  ^^A, 
und  p^^q^A;  also  D  wieder  positiv. 

Anders  verhält  es  sich  mit  J. 

1.  Ist  ^  ein    Näherungsbruch    ungerader    Ordnung ,    so    ist 

q 

2-  >  H :  also  ü«  >  £2!,  und  £-"  >  2^ .      Dieses,    miiltiplizirt  mit 

q""     q  q         p      q 

p8  <  q^A  (siehe  oben) ,  gibt  p^'p^  =  q""  q^A. 

2.  Ist  2  ein  Näherungsbruch  gerader  Ordnung ,  so  ist  ^  <2  ; 
also  »*»  <^ ,   und  2Ü  <;  ?!  .    Dieses,  multipüzirt  mit  p»  >  jM, 

q      ^  V     q 

gibt  wieder  p^p^  =  }"  9*  A. 

Da  nun  /=±0»V^^~"?"5'*-^)j  ®<*  VaxkVL  J  in  beiden  Fällen  po- 
sitiv, oder  =0,  oder  negativ  sein  % 


§.  7. 

Der  die  Grosse  ^  A  ausdrückende  Kettenbriicb  ist  m^  ein 
periodischer.  Denn  da  /?^>  jö,  p^^'>P^y  u.  s..  w.,  und  y'>5', 
q^^'^qfy  ü.  8.  W. ;  so  kann  nicht  derselbe  vollständige  Quotient 
zweimal  Vorkommen.  Auch  können  nicht  2  vollständige  Quotienten 
einander  gleich  sein.    Denn  wenn  etwa 


4)  In  allen  Zahlenbeispielen,  die  ich  bisher  auflöste  $  fand  Ich  nur 
im  zweiten  Tollständigen  Quotienten  y=0,  und  dieses  auch  nar  dann, 
wenn  A  von  der  Form  (»-»1)»^.  Es  gelang  mir  indessen  noch  nicht, 
diesen  SatE  als  allgemein  galtig  zu  erweisen. 
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_  • 

sein  sollte,  so  müsste  letzterer  Bruch  sich  so  Terkleinern  lassen, 
dass  er  die  Form  des  ersteren  erhielte.  Da  aber  (s.  Egen.  6. 271^ 
Pj  und  qj  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben,  so  sind  aucn 

^j  und  p^9  und,  da  q^A.  ein  Vielfaches  von  9^,  auch  9^  und 

Pj^ — qj^A  incommensurabel.    Obige  2  Brüche  sind  demnach  nicht 

auf  einerlei  Form  zu  bringen,  können  also  auch  nicht  einander 
gleich  sein. 

Aus  diesem  Allen  folst,  dass  nicht  eine  gewisse  Reihe  tod 
Kettenbruchsnennern  periodisch  wiederkehren  kann.    . 


§.   8. 

Das  in  6.  1.  dargestellte  Verfahren  wird  jetzt  bedeutend  ab- 
sekfirzt  werden  können,  wenn  man  gleichzeitig  die  Nähenings- 
brüche  entwickelt.    Etwa  auf  folgende  Weise: 


Theil  Vni. 


6 
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Die  grüsste  Schwierigkeit  bei  dieser  Berechnung  Ist,  die  in 
Q^  A'  und  in  Py  A  eothalteneD  grüssten  ganzen  Zahlen  zu  finden. 

Es  ist  aber,  wenn  ^  ein  Näheningsbruch  ungerader  Ordnnng, 

^^-S"^^  t^s*"-  8-  ^2.);  folglich 
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8 


Ebenso  wird  bewiesen^  dass 

^/y^_-^rV^a<;l^,   ^n^  A^^^^^V A<:^j,  u.  s.  w. 
Da  nun  q^^'^q',  q^^^^^q^^»  u.  s.  w.;  eo  i»t  , 

3  3  3     '  3 

SS 

folglich  werden  die  Unterschiede  zwischen  Q  V  A^  und  P V  ^^ 
abgesehen  von  den  Zeichen ,  immer  kleiner.  Daher  werden  die  in 
diesen  beiden  GrOssen  enthaltenen  grussten  ganzen  Zahlen  car 
bald  einander  gleich  sein  (in  obiger  Berechnung  z,  B.  schon  oei 
x^^\  wesshalb  man  dann  von  da  an  jedesmal  nur  eine  derselben 
zu  suchen  und  dieselbe  doppelt  zu  nehmen  hat. 


§.  9. 

3 

Man  kann  die  irrationale  Grösse  VÄ  noch  auf  eine  andere 
Weise    in    einen    Kettenbruch    verwandeln.      Setzt  man  nämlich 

3 

a:=V-4;  so  ist  x^=:Ay  und  x^ — ^=0.  Vervollständigt  man 
diese  Gleichung  durch  die  Glieder  4:0.a;^  und  ±0.:?;  so  kann 
dieselbe  diese  4  Formen  erhalten: 

jr3+0.a:2+0.ar— ^=0/  a:^  +0.a:a--0.ar— ^  =  0, 

Die  Iste,  2te  und  4te  dieser  Gleichungen  enthalten  jede  2  Fol- 
gen und  eine  Abwechselung  der  Zeichen ;  die  3te  aber  3  Abwech- 
selungen. Dieser  Widerspruch  deutet  auf  imaginäre  Wurzeln.  Dem- 
nach hat  die  Gleichung  x^--A=Q  (Egen.  Tbl.  II.  §.  404.  Fole. 
2.  und  4.)  nur  eine  reelle,  und  zwar  eine  positive  Wun^el.  ^ucht 
man  diese  (welche  im  vorliegenden  Falle  irrational  ist)  näherungs- 
weise nach  der  Methode  von  Lagrauge  (Egen.  §.  458.  ff.) ;  so  wird 

dadurch   die  Grösse  V -4  in  einen  Kettenbruch  verwandelt. 

Angenommen^  die  Gleichung: 

(I)    Ex^^Fx^^Gx+H=:Q 

habe  nur  eine  reelle»  und  zwar  irrationale  Wurzel,  und  djese  sei  ent- 
halten zwischen  r  und  r  + 1.    Setzt  man  dann  x:=zr-\ — =  (wo 

x^ 

ar^>l  sein  wird),  und  ordnet  den  Werth  der . Gleichung  (I)  nach 
den  Potenzen  von  x^\  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form : 

(II)    E^x^^  +  F^x^^  +  G^xf + /f J=  0. 

6  » 
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Umdi  wirUkhe  Berechnang  findet  man: 

£/ =Er»  +  Fr»  +  Cr  +  J/, 
Fi=3Er*  +  2Fr+G, 
G^=3Er^F, 
fP=E. 

Der  Coefficient  £'  drückt  den  Weiifa  der  Gieichoi^  (I),  r  für 
X  gesetzt,  aas.  Da  nun  r<x.  so  wird  E^  stets  negativ  sein. 
Soll  also  in  der  abgeleiteten  Gleichung  (II)  das  erste  Glied  positiv 
werden,  so  mnss  man  alle  Zeichen  derselben  in  die  entg^enge- 
setzten  nmändem. 


5/ 10. 

Nach  dieser  Methode  soll  nun  1/4  in  einen  Kettenbiuch  Ter 
wandelt  werden.    Man  hat  also  die  Gleichung: 

X»  —4=0. 

Ifier  ist  £=1,  F=0,  C=0>  £F= — 4,  und,  da  x  zwischen  1 
und  2  liegt,  r=l.  Demnach  ist  (§.  9.)  F'=— 3,  F'=3,  G'=3, 
H^=l.  Die  abgeleitete  Gleichung  wird  also  sein,  nachdem  man 
die  Zeichen  verändert : 

a^/s  _3ar^«  —aar'— 1=0. 

Durch  Tatonniren  findet  man  leicht  dass  x'  zwischen  1  und  2  ent- 
halten ist.  Sieht  man  nun  diese  Gleichung  wieder  als  die  erste 
an  und  setzt  also  J?=3,  F=— 3,  Cr= — 3,  if= — 1  und  r=l; 
so  erhalt  man  auf  dieselbe  Weise  die  zweite  abgeleitete  Gleichung: 

4rW3— ftp'^— 3=0. 

So  fortfahrend  gelangt  man  nach  und  nach  zu  folgenden  Resultaten : 

x»  — 4=0  X     =1-1- J- 

x^ 

ar»— 3a:Ä— 3a:'— 1=0  or'     äI+J, 

4^™— &r''— 3=0  or«  =l  +  -i 

X" 

5a:'//3«_fte//i«_12a:n/-4=0  x^^i  =2  +  -i 


u 


in 


'ir 


12a?'F3_24Ä''^-.24r'^— 5=0  x^^  =2  +  JL 

53a:^3—24ar'^«— 48*^—12=0  x^"  =1+  -L 

x^^ 
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Slar*^'»  —03»'«— 136x^^—63=0  x^i  =3  +  -Lj 

188«'^"»— 324a;W«_21&c^"— 31=0     a:^"=2  +  -Jr7, 


U.    S.   W. 

Es  ist  also 
*  1 

1  +  — 


1+1 


2  +  i 


2+1 


1  + 


T 


3  +  i 


2+  u.  s.  w. 


Dasselbe  Resultat  wurde   schon  io    §.  8.  auf  andere  Weise 
gefunden. 


§.   11. 

Es  sei  allgemein  ar  =  V^,  also  o;' — ^=0.  Femer  sei  :t; 
zwischen  a  und  a-fl  enthalten.  Dann  ist  £=1^  /*=09  G=:0, 
H=:^A,  und  r  =  a;  foldich  (§.9.)  £;^  =  a3— J,  F^  =  3a«, 
6^==  3a 9  H^=.l.  Demnach  ist  cne  erste  abgeleitete  Gleichung, 
nachdem  die  Zeichen  geändert  worden: 

(A-^a^)  x^^ — 3a«  är^«— Sax^-^  1=0. 

Angenommen  9  x^  sei  enthalten  zwischen  a^  und  a^-f  !•  Man  be« 
trachte  ferner  die  Gleichung  in  x^  wieder  als  die  erste  ^  und  setze 
also  £;=-4— a3,  F=-3a2,  6?=— 3a,  ^=—1,  und  r=aA 
Dann  erhält  man  ebenso  die  zweite  abgeleitete  Gleichung : 

[l+3aa^+3aV2— (2l--a3)  aJ3]ar«3-.  [3(-4— a^)  oÄ-«a««^--3a]ar'ß 

—  [3(J— a«)  a^— Sa«]  a?^'— (^J— a»)  =  0. 

Diese  reducirt  si6h  auf  folgende :  / 

— 3[a'(J— a3)  —  a2]ar^^— (2<-a3)  =  0. 

Diese  Gleichung'  kann  man  abermals  als  die  erste  ansehen, 
indem   man   annimmt,    dass    x^^   zwischen  a^^  und  a^^-|-l  liege. 
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u.  s.  w.    Dadurch  wird  die  Cifusse  ^  A  sich  verwaadeln   id  den 
'Kettenbruch : 


/.  1 


ai  + 


a"  +  a.  8.  ,w. 


§.   12. 

Vergleicht  man  die  in  §•  10.  gefundenen  abgeleiteten  Glei- 
chuneen  der  Reihe  nach  mit  den  voliständisen  Quotienten  in '  6. 8., 
so  wie  die  abgeleiteten  Gleichungen  in  §.  11.  mit  den  vollständigen 
Quotienten  in  S.  3.;  so  findet  man  (die  in  6.  4.  und  §.  9.  ange- 
nommene Bezeichnungsweise  beibehalten)  Folgendes: 

E—D,  F='-3J,  G=— 3(wOZ>o-JO),  H=-'D^. 

Die  allgemeine  Gültigkeit  dieser  Sätze  fiir  die  2  ersten  voll- 
ständigen Quotienten  und  die  2  ersten  abgeleiteten  Gleichungen 
geht  aus  6.  3.  und  §.  11.  unmittelbar  hervor.  Soll  nun  bewiesen 
werden,. oass  sie  für  alle  Quotienten  und  Gleichungen  allgemein 
gültig  sind,  so  ist  nur  noch  darzuthun,  dass,  wenn  sie  fflr  irgend 
einen  vollständigen  Quotienten  und  die  mit  demselben  correspon- 
dirende  Gleichung  gelten,  dies  auch  bei  dem  nächstfolgenden 
Quotienten  und  der  nächstfolgenden  Gleichung  der  Fall  sei.  Mit 
andern  Worten :  Sind 

zwei  zunächst  auf  einander  folgende  vollständige  Quotienten,  und 
m  und  m^  die  in  denselben  enthaltenen  grussten  ganzen  Zahlen; 
sind  ferner 

JE^8  +  ^A*+G^+J5r=0  und  E^x^^^T^x^^G^X^^H^-rr» 

die  diesen  Quotienten  entsprechenden  abgeleiteten  Gleichungen; 
ist  endlich 

JB=fl,  F=— 3/,  G=— 3(»iiOZ>o-./ö),  H=^D^\ 
so  muss  bewiesen  werden,  dass  auch 

sei. 

Nach  §.  5.  ist: 

D=T(p«— 9'^),  und  Dl=±(pt»—qOA); 
—SJ^^SipOp^—^g^A),  und  —3Ji=±3(ppi*-qqaA); 


8T 

—  Z>o  =  :f  (p03_y03^)^  und  ^  J}=±(p^—q^A). 
Nach  unserer  obigen  Annahme  ist  aiaM>  auch: 

Hieraus  folgt  nun  nach  g.  9.    (da  die  Grosse  r  daselbst  im 
vorliegenden  Fane  =9»  ist) : 

1.  E^=±m^(p^'-q^A)^ßm^'*p^^q^q^A)±9m^m(p^^'-q''^A) 
db3m(poo/i«a~yo«^«M)+(p«*^  ^A)  *) 


08>  ^    ••W 


Diese  letztere  Gleichung  lässt  sich  reduciren.    Denn  es  ist: 

m^p^  +p®®=^  9  und  m^q^  +^00  =  ^ 

(mit  3mpo2  multiplizirt)  (mit  Sm^««  multiplizirt) 

3m^»»ip®H3mpoop^2=:3m/?o*|»     3ni'»iii^8+3myoo^o«  =:3„i^o«^ 

Hiemach  verwandelt  sich  die  Gleichung  ^a)  In  folgende . 

JEt=i±  (m»j[i»+3i»  V^*+3a|'''*l>'*f'**^) 

+  (m^yHß»*  Vff^+3my"^^+^^  3)il , 

U.  FJ=±3m«(p3^y3^)±6»i(p>»— v^^M) 

=dt3(m«/?H2mp*^p2+mo/?ö3^poopo2) 
=F3(m2^H2m^"ya+m''yoH7®°S'®*)^ 
Es  ist  wieder: 

(mit  /i*a  multiplizirt)  (mit  y««  multiplizirt) 

^op03_|.poopoa=3|,o2^  ^      1»**^®^  +  }'*®^®®  =  q^^q 


(ß) 


5)  Man  vergeffe  hier  nicht,  das« ,  um  das  Iste  Glied  der  neu  abge- 
leiteten Gleichang  positiv  zu  machen,  alle  Zeiclien  in  die  entgegenge- 
setzten verwandelt  werden  müssen ! 
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Hiednrch  redacirt  sich  die  Gleichung  (ß)  auf  folgende: 

III.  G'zz  ±3m(p'— jM)  ±  3(p«;i«-iy«^«  J), 

C^=— 3(mZ>— J). 

IV.  U^=±(p^-q^A), 


VH. 

Uelber  gewisse  Ibel  einer  besonderen 
Klasse   astronomlscli^r   Anfgralben 
hftuflftr  in  Anwendungr  liommende 

Oleicliungren. 

Von 

dem  Herausgeber. 


5.  1. 

Zuerst  will  ich  die  bekannten  Grandfonneln  der  sphärischen 
Astronomie  bloss  mit  Hülfe  der  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie entwickeln  5  v^d  werde  mich  dabei  ^  So  wie  überhaupt  in 
diesem  Aufsatze,  der  folgenden  Bezeichnungen  bedienen : 

Pölhuhe  .  ; tp 

Hube  eines  Gestirns h 

Zenithdistanz z 

'     Azimuth  .  .  - co 


89 

Stundenwinkel d 

Declioation ' d 

Polardistanz p 

RectascensioD    er 

Alle  diese  Elemente  werden  auf  die  aus  der i Astronomie  allee» 
mein  bekannte  Weise  genommen.  Nur  rückfifichtiich  des  Azimutns 
mag  bemerkt  werden  5  dass  dasselbe  im  Folgenden  immer  von 
Süden  durch  Westen  hindurch,  d.  i.  im  Sinne  der  täglichen  Be- 
wegung der  Sphäre  9  Ton  0  bis  360''  gezählt  werden  soll. 

Um  qun  die  zwischen  den  genannten  Elementen  Statt  finden- 
den Relationen  in  vöUiger  Allgemeinheit  zu  entwickeln ,  nehmen 
wir  den  Mittelpunkt  der  Sphäre  als  den  Anfang  zweier  rechtwink- 
ligen Cootdinatensysteme  der  opyz  und  a:'y'i'  an.  Die  Ebene  der 
^  soll  di^  Ebene'  des  Horizonts ,  und  die  positiven  Theile  der 
Aken  der  x  und  y  sollen  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  respee- 
tive  nach  Süden  und  nach  Westen,  der  positive  Theil  der  Axe 
der  z  aber  soll  von  dem  Mittelpunkte  der  Sphäre  an  nach  dem 
Zenith  gerichtet  sein.  Die  Ebene  der  afy  soll  die  Ebene  des 
Aequators  sein,  der  positive  Theil  der  Axe  der  x'  sei  die  Durch- 
;  Schnittslinie  der  Ebene  des  Aequators  mit  der  Ebene  der  südlichen 
Hälfte  des  Meridians  *) ,  der  positive  Theil  der  Axe  der  y'  soll 
vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  Westen,  der  positive  Theil  der 
Axe  der  2'  vom  Mittelpunkte  der  Sphäre  nach  dem  Nordpole 
gerichtet  sein.  Dies  vorausgesetzt,  ist  offenbar,  wenn  die  Coor^ 
dinaten  x,  y,  %  und  x\  y'y  1  sich  auf  denselben  Stern  in  demselben 
Zeitmomente  beziehen,  und  der  Halbmesser  der  Sphäre  immer  der 
Längeneinheit  gleich  gesetzt  wird,  in  völliger  Allgemeinheit: 

IX  =  cosfi)  cosA, 
y  =  8ino)cos  A, 
z  =  sin  A  .         ' 

und 

Ix^  =  cos(rcos  j, 
y  =  sin  c  cos  d, 
z'  =  sin  £• 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  hat 
man  aber  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 

ar  =  Ä^  cos (90« —9))  —  1'  sin (90«  -  9), 
z^x'  sin  (90«  —9)  +  z'  cos  (90«  — 9) 


X 


*)  Der  Meridian  wird  dnrch  die  Weltaxc  in  zwei  Hälften  getheiU., 
von  denen  die,  in  welcher  Soden  ÜeifCt,  die  südliche,  die,  in  welcher 
Norden  liegt,  die  nördliche  Hälfte  des  Meridians  genannt  wird. 


90 

oder 

zznaf  eosfp-{-%'  sing); 

«18  denen  eehr  Mtht  anf  dem  Wege  gewöhnlicher  «Igebnüsc^er 
Elimination  mit  Hfilfe  einer  bekannten  goniometriscben  Gleichung 
nmgelcehrt 

4)    jf'=     y. 

\  i'  =  — a:  cos  9)  +  2  sin^ 

erhalten  wird. 

Führt  man  nun  in  diese  beiden  Systeme  von  Gleichnngen 
zwischen  den  Coordinaten  jp,  y^  z  und  :v',  tf,  z'  die  aus  dem  Ooi- 
gen  belcannten  Ausdrücice  dieser  Coordinaten  ein,  so  ergeben  sich 
sogleich  die  beiden  folgenden  wichtigen  Systeme  von  Gleichungen : 

icoso)  co8A:=  cosffcos  Jsing) — sintfcos^, . 
sin  »  cos  b  =  sin  tf  cos ^9 
sinA  =:costfcosd  cos 9 -f  sin tf  sin 9 

tmd 

fcos(r€osd=     cos»»  CO/S A sin 9>-fsinA cos g>, 
sin  tf  cosd  =s     sin  m  cos  A, 
sin  6  = — cos  »  cos  h  cos  9)  -f  sin  A  sin  q>. 

Dividirt  man  die  erste  Crleidiung  des  ersten  Systems  durch  die 
zweite  Gleichung  dieses  Systems«  so  erhält  man 


und  hieraus 


♦     _cos<?sin9 — tangdcoso 

cot  fal  I^  ,  ■  • 

8iua 


.       * cos  tf  sin  y — sin  <?  cot  co 

cos  9 


Dividirt  man  auf  ähniiche  Art  die  erste  Gleichung  des  zweiten 
Systems  durch  die  zweite  Gleichung  dieses  Systems,  so  erhält 
man 


und  hieraus 


.    cos  o  sin  <p  -|-  tang  A  cos^ 

"^  sino»  * 


.        . cot  0  sin  CO — cos  eisiny 

cos  9 
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Also  hat  man  noch  die  beiden  folgenden  Systeme  von  GM« 
chnngen : 


7) 


und 


8) 


.      CO«  <T  sin  y — tang  i  cos  y 

sintf 

.       . cot  a  sin  »— ^cos  co  siny 

cosy 


-     cos  (0  sin  y  -f-  tang  A  cos  q> 

sin  fi»  V 

,        * cos  tf  sin  y  —  sin  a  cot  o 

cosy 


Ffihrt  nian  in  die  vorhergehenden  vier  Systeme  statt  der  Hohe 
und  DecUnation  die  Zeoithdistanz  und  Polardfistanz  ein ,  so  werden 
dieselben : 

Icos  (D  sin  2  =:  cos  a  Binp  sin  y — cosp  cos  y  > 
sin  0  sin  z  =  sin  <;  sinp^ 
cos  z  =  cos  tf  sinp  cos  y  -|-  cosp  sin  y ; 

Icos 6  siup  =      cos fi>  sin z sin y -f  cos z  cos y , 
sin  tf  sinp  :=      sin  a  sin  z, 
cosp  ==  "^  cos  09  sin  z  cos  y  -f  cos  z  sin  y ; 


7*) 


8») 


.       COS  (S  sin  y — cot/?  cos  y 

cot  CK)    ^"»  ,  , 

smcr 

,           cot  <;  sin  a — cos  oo  sin  q> 
cot  z  =  ■ 2: ; 

cosy 

.  _        cos  fi>  sin  y  -|-  cot  z  cos  y 
cot  0  = 21_! x , 

sm  09 

.           cos  4S  sin  y — sin  ir  cot  o 
cot  p  =  ^ • 

cosy 


Diese  Entwickelung  der  Gnindformeln  der  sphärischen  Astro- 
nomie scheint  mir  viel  einfacher  und  der  Sacne  angemessener^ 
als  die  gewöhnliche  Entwickelung  derselben  mit  Hülfe  der  sphäri- 
schen Irigonometrie. 


§•  2. 

Es  giebt  nun  eine  gewisse ^  vorzüglich  zuerst  von  Gauss  her- 
vorgehobene Klasse  interessanter  astronomischer  Aufgaben ,  bei 
denen  vorausgesetzt  wird^  dass  drei  Sterne  unter  solchen  Umstän- 
den beobachtet  worden  sind,  dass  gewisse  gleichnamige  Elemente 
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derselben  eioaoder  gleich  siod»  iodem  mao  diese  Sterne  2.  B.  in 
gleichen  Hüben  ^  oder  in  gleichen  Azimuthen,  oder  bei  gleichen 
Ntundenwinkeln ,  u.  s.  w.  Iieebachtet.  Eine  vollständige  Behand- 
lung aller  möglichen  Aufgaben  dieser  Art  ist  nicht  ohne  Interesse» 
würae  jedoch  im  Archive  einen  zu  grossen  Raum  für  sich  in  An- 
spruch nehmen»  wenn  sie  mit  der  erforderlichen  Ausführlichkeit 
gegeben  werden  sollte.  Diesen  Aufgaben  liegen  aber,  wenn  man 
sie  unter  aligemeine  ~  Gesichtspunkte  fasst»  hauptsächlich  gewisse 
Relationen  zum  Grunde,  welcne  ich,  weil  dieselben  auch  an  sich 
interessant  sind»  im  folgenden  Paragraphen  im  Zusammenhange 
entwickeln»  und  von  denselben  vielleicnt  späterhin  weitere  An- 
wendungen machen  werde. 


§.  3. 

I.  Zuerst  wollen  wir»  die  Polhuhe  wie  früher  auch  jetzt 
immer  durch  q>  bezeichnend,  annehmen,  dass  den  Declinationen 
d,  ^»  ö"  und  den  Azimutben  co»  to',  to";  oder  den  Declinationen 
ö,  d',  d"  und  den  Stundenwinkeln  a,  (^»  a";  oder  den  Azimuthen 
CO,  cd',  m"  und  den  Stuniienwinkeln  er,  a',  is"  dreier  Sterne  die 
gleichen  Hohen  h,  h,  h  dieser  Sterne  entsprechen. 

Dann  haben 'wir  zuvorderst  nach  6)  die  drei  Gleichungen: 

sin  d  =  sin  A  sin  g> — cos  co  cos  h  cos  9» 
sin  d"  =:  sin  A  sin  q> — cos  m  cos  h  cos  9 , 
sin  d^=:  sin  A  sinigp — cos  m"  cos h  cos  9. 

Multipiicirt  n\an  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

coso' — cos»*',  cos©*'— cos»,  cos©  — cos«', 

und  addirt  sie  dann  zu  einander;  so  erhält  man,  weil 

(cos  ©' — cos  a")  -f-  (cos  ©"—cos  0)4-  (cos  © — cos  ©*) =0 ,. 
cos©(cos©'— cos©")  +  cos©'(cos©"( — cos©)  -f-cos©"  (cos©— cos©')=d[) 

ist»  die  folgende»  h  und  (p  gar  nicht  mehr  enthaltende  Relation 
zwischen  den  Declinationen  d,  6',  ö"  und  den  Azimuthen  ©»  ©'»  cd": 

9)  sind  (cos©'  —  cos©") 

-f-  sin  d'  (cos  ©" — cos  ©)  J  =  0 , 
-|-  sin  ö"  (cos  © — cos  ©') 


oder 


10)*  cos©  (sind' — sind") 

+  COS©' (sind"— sind)  J  =  0, 
+  cos  ©"  (sin  d — sin  d') 


oder 
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11)         sind  8ioU(»'4-a>'0  sitii  (a'—m'^) 

+810«'  sini  ((ö*+ai)  sitii  (»"—©)  f  r=  0, 


oder 


12)        cos  0)  cos  4  («'  +  S")  sin  i  («'  —  «^  j 

+co8ß)'  cosi  (d'^  +  d)  sinj  (J''— J)  |  =  0. 
+ cos  f»"  cos  i  (6  +  6')  sin  4  («—«')    ' 

Ferner  hat  man  nach  5)  die  drei  Gleichungen: 

'  sin  A  ==  sin  «  sin  9  -f  cos  <s  cos  d  cos  9 , 
sin  k  =:  sin  8'  sin  9)  -|~  cos  (/  cos  «'  cos  9  > 
sin  A  =:  sin  d"sin  q>  -{-  cos  0^  cos  J"  cos  q>. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichangen  nach  der  Reihe  mit 

sin«' — sin«",  sin«" — sin«,  sin« — sin«", 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

L^        cos  CT  cos«  (sin«' — sin«")\ 

+  cos tf' cos «' (sin «" — sin«)  |  =  0, 
+  cosa*'cos«"(sin«— sin«')  ^ 

oder 

14)        cos  tf  cos  «  cos  i  («'  +  «'0  sin  4  C«' — «"") ) 

+  cos  a'  cos  «'  cos  4  (^'^ + ^  »>"  i  (^"— ^   |  =  0. 
+  cos  a"  cos  «"cos  i  (« + «')  sin  i  («—  «^     ' 

Endlich  hat  man  nach  7)  die  drei  folgenden  Gleichungen : 

cos^tangA  =  cotts  sin»  — cosoo  sin 9, 
cos  <p  tang h  =  cot a'  sin  co'  —  cos  m'  sin  9 , 
cos  (p  tang A  =  cot  0"  sin  o" — cos  co"  sin  9*. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cos  cd' — cos«",  cosctt" — cos«,  cos«  —  cos«', 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung: 

15)  cot  (S  sin  «  (cos  «' — cos  «")  1 

+ cot  &  sin  ©'  (cos  »" —  cos  «)  |  =  0 
+ cot  o"  sin  «"  (cos  « — cos  «')   ' 

oder 
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oder  den  HShen  h,  h',  h"  mi  den  Stundeowinkeln  c,  a',  ^  dreier 
Sterae  mögen  jetzt  die  gleichen  Azimuthe  o,  o,  o  entsprechen. 

Dann  ist  zuTorderst  nach  6) : 

sind  =  sinA  sing) — cosiocosA  cosg), 
sind'  =  sin/i'  sin^ — cos  od  cosA'  cos 9), 
sin  h"  -ziz  sin  h"  sin  ^ — cos  od  cos  A'^  cos  fp. 

Moitiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sinCA'-A"),  sin(A"— A),  sm(A— A') 
und  addirt  sie  dann  zu  einander ,  so  erhält  man  die  Gleichung : 
25)    8in«sin(A'— A").+8in«'  sin(A"— A)  +  *ini"  sin(A-A')=0. 

Ferner  ist  nach  8) ; 

cosg?  tangd  =  costf  sing)  —  sintf  cotoo, 
cos  fp  tang  d'  =  cos  <r'  sin  ^>  —  sin  cf  cot » , 
cos  9  tang  d"  =  cos  ^  sin  9  —  sin  0"  cot  od. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

sin  (o'— <y") ,  sin  (0"— <») »  s»d  (<^—  O 

I 

und  addirt  sie  dann  zu  einander ^  so  erhält  man  die  Gleichung. 

26)  tang  d  sin  (tf'  —  O  \ 
+tangd'sin(<r— <r)    |  =0. 
+  tangd"sin((J— tf')    ' 

Endlich  ist  nach  7) : 

cos  fp  tang  A  :=  cot  tf  sin  od  —  cos  od  sin  g) , 
cosg)  tang  A'  =  cot  ^  sin  od  —  cos  od  sin  g?  9 
cos  9  tang  A''  =  cot  ^'  sin  o  —  cos  o  sin  g). 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
cot<f — coto",  coto" — cottf,  cottf — coti/, 

und  addirt  sie  dann  zu  einander«  so  erhält  man  die  Gleichung 

27)  "      tangA  (coto' — cot<0\ 
+tangA'  (coto"— cottf)  |  =  0  , 

V  +tangA"(cottf— cot<0  ' 

oäer 


*  \ 


oder 


oder 


oder 


oder 
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38)  oota  (tangA'-tangA'^x 

+coi<f  (tangr— tangA)|  =  0, 
+  cot  ö"(tangÄ- lang A')  ' 


29)  tangA  =5^^. 

'  °      Bin  6'  sina 

'  °         810  a    SIDtf  i 

sin  <T  sin  o 


30)  tangA  sintf  8in((/ — 0| 

+fangA'  sin  &  sin  (ö"-^<J)i  =  0, 
+  taog  h"  sin  ö"sin  (<T  —  O 


31)  cot<y  — Vr TT 

C08A  cosA 

.      .  ^  sinCA'" — A)  f        g^ 

cos  A  cos  n 


tt 


+cot<i"iii^*=^ 


cos  A  cos  A' 


32)  cot  tf  cos  A  sin  (A'  —  A")  \ 

+  coto'cosA'sin(A''— Ä)  I  =0. 
+  cotfl"co8A"sin(A— A')  ' 

IV.  Endlich  wollen  wir  nun  auch  annehmen»  dass  den  H5hen 
hy  Ky  IC  und  den  Azimuthen  co,  o>'>  o>" ;  oder  den  Höhen  hy  h'y  h" 
und  den  Stunden  winkein'  Cy  ^y  (T^  oder  den  Azimuthen  o,  tt'»  co" 
und  den  Stunden  winkeln  Cy  ^y  d'  dreier  Sterne  (oder  eines 
Sterns)  die  gleichen  Declinationen  iy  dy  ö  entsprechen. 

Dann  ist  zuvdrdbrst  nach  6) : 

sind=^sinA  sin^ — coso»  cosA  coBq>, 
sind  =  sin A'  sing) — coso'  cos A'  cosg?» 
sind  =^  sin  A'' sing) — cos  o'^  cos  A'' cos  97. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reibe  mit 

sinA'-i-sinA^  sinA"— sinA,  siüA— sinA' 
Thell  Vm.  T 
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«od  addirt  sie  dann  zu  eioander,  so  «rhftlt  «hhi  die  Gtefcbttng : 

33)  cos  10  cosA  (sioA' — sijiA'')\ 

-f  cosio'  cosA'(8inA'' — sinA)|  =  0 
+ cos  »"  cos  A"  (sin  A — sin  A') ' 

oder 

34)  cos  o  cos  A  cos  i  (h'+h")  sin  i  (h'^h'')^ 

+  cos m' cos A' cos l (A'^-A) sin i (A"— A)  |  =  0. 
+  cos  o"cos  h"  cos  i  (A+AO  sin  i  (A— A')  ' 

Nach  5)  ist  ferner 

• 

sinA  =  sin  j  sin^-fcostf  cos d  cos ^, 
sin  h'  =  sin  i  sin  fp  -f  cos  <f  cos  d  cos  tp , 
sinA'^s:  sin d sin 9) -f  cos xr'' cos A  cos ^p. 

Moitiplicirt  man  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 

cosö'— cos<y^,  coso" — cosa>  cosir — costf^ 

und  addirt  sie  dann  zu  einander,  so  erhält  man  die  Gleichung. 

35)  sinA  /ooso' — cosö")) 

+  sin  h'  (cos^— cos  d)  |  ä  0 
+  sin  A"  (cos  (3 — cos  tf ') ' 


oder 


36)  costf  (sinA'— sinA") 

-f  cos  c* 
+cosa^ 


oder 


r  (sinA'— sinA")) 

f' (sin  A"— sinA)  I  =0 

"(sinA— siuAO   ' 

(in  A  sin  i  (tf'+o")  sin  i  (ö'— iy")j 

lio  h'  sin  1  (<r+<T)  sin  J  (0"— tf) j  =  0, 

nnATm  4  (a+a')  sin  i  (ö^O  ' 


37)  sinA  sini(<T'+a")8ini(<»'— ^'j 

•  +  sin 

odet 

38)  costf  cosi(Ä'+A")sinHÄ'— Ä")j 

+cos<r' 

Nach  8)  ist  endlich : 

cos 9 taug d  =  costf  sing?— -sinircotco, 
ttmfp^tkg^S  iit=  <!OB'<^''Sin<^— oiShi«^'Cc^«fl/^ 
Hiosg)  tangd  =  cosd^'isin-^'— sin  V  cot«»''. 


r  cosi(Ä'+A")sinHÄ'— Ä")j 

r'  cos  i  (A"+A)  sin  1  (Ä"— A)  j  =  0- 

r^iQB  l  (A4^ A')sia  k  (Ar^k')  ^ 
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Multiplicirt  man  diese  GteichnogiMi  nfkch  der  Reii>e  mit    - 

cosa' — cosiT,  cosci" — costf,  costf— costf' 

and  addirt  sie  dann  za  einander  ^  so  ^rhält  man  die  Gleidiang 

39)  cot  CO  sintf  (cosff' — co8tf^')\ 

+  cot  m'  sin  tf'  (cos  o" — cos  <r)  |  =0 
+  cot »"  sin  cT  (cos  9 — cos  a^)  ' 

oder 

40)  cot  o  sin  a  sin »  (<r'+0  sin  J  (ff'— O) 

+  cot »'  sin  ff'  sin » (ff"+a)  sin  i  (ff"— ff)  |  =  0. 
+ cot  co"  sin  o"sin  J  (ff+tf ')  sin  i  (ff— ff')  ' 

Die8  sind  die  Relationen ,  deren  kurze  Entwickelung  der  Zweck 
des  vorliegenden  Aufsatzes  war. 


Till. 

Velber  eine  astronomisclie  Aul^alie. 

« 

Von 

dem  Herausgeber. 


Pass  man  ans  den  in  demselben  Azimuth  etwa  mit  einem 
Theodoliten  gemessenen  Uuhen  zweier  Sterne ,  deren  Positionen 
auf  der  Sphäre,  d.  h.  deren  Rectascensionen  ^nji  Declinationen^ 
bekannt  sind«  die  Polhuhe  und  die  Zeit  bestimmen  kann«  is^  hin- 
rei<5hend'  bekannt.  Bezeichnen  wir  nämKch  die  Polh5he  durch  tp, 
iAe  in  den  Aiamuthen  &,  &>'«  welche  von  Süden  an  nach  Westen 
hin  TOD  0  bis  360^  gezählt  werden  sollen,  gemessenen  Hohen 
zweier  Sterne,  deren  Declinationen  S,  6'  sind,  durch  k,  hf;  so 
haben  wir  hekanntttch  nach  den  Fundamentalgleichungen  der  sphä- 
rischen Astronomie  die  beiden  folgenden  allgemein  güitigeq  Glei- 
dw^gea : 
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I        i  sind  =  sinA  sid^ — cos»  cobA  eosg), 
(  61D  j'  =  siD  h'  sin  ^ — cos  lo '  cos  K  cos  ^. 

Setzen  wir  nun  C0'  =  io-f  (o' — io)>  so  wird 

sind'  =  sinA'  sin q> — cos(io' — lo)  cos  lo  cos A'  cos 9 

-f  sin  (u»' — o)  sin  o  cos  A'  cos  ^ 
=  sin  A'  sing? — cos  <d  cosA'  cosg» 

-f  2sin  i  (10' — o)'  cos  o  cos  h'  costp 
+  2sin  i  (»' — w)  cos  \  (a>' — w)  sin  o  cos  A'  cos  9 
=  sin  h'  sin  ^ — cos  10  cos  A'  cos  tp 

-f  28in \ (co^—- a>)  sin  \ (»-fix»)  cos A'  cos tpy 

und  folglich,  wie  man  leicht  findet: 

sin ^  cos  A'  —  sind'  cosA 
=  sin  (A — K)  Bxvkfp — 2  sin  4  (co' — 10)  sin  i(io'+(o)  cos  A  cosA'  cos^, 

also 

« 

Av      •  sin  i  cos  K — sin  ^  cos  A 

2)    sin  9>  = 7— TT — TR 

^  sin(Ä— Ä) 

2  sin  l  (fio — 10')  sin  \  (mA-o/)  cos  A  cos  K  ' 

sin(Ä — Ä) 

Sind  nun  die  beiden  Sterne  in  demselben  Azimuth  beobachtet 
worden 5  so  ist  a:=(o',  also  (o-^a:=0,  und  folglich 

ov      .  sind  cos  A'  —  sind' cos A 

ö)      sin  (f  =  ;— 77 jjr 

sin  {h—h') 
Ist  nicht  genau  10  —  o'=0>  so  ist  nach  2) 

2sin  \{m — oo')  sin  \  {vi-{-n'yeoBh  cosA' 


sin  (A — Ä') 


cos  9 


der  Fehler«  mit  welchem  sin  ^  behaftet  ist»  wenn  man  genau 
0)  —  (ü' c=zQ  setzt y  ivoraus  man  sich  leicht  Regeln  abstrahiren  wird« 
wifs  die  Beobachtungen  am  TortheHhaftesten  anzustellen  sind«  in- 
dem man  z*  B.  sogleich  übersieht«  dass  der  Fehler  sehr  gross 
werden  kann«  wenn  nahe  sin(A — ^A')=:0  Ist«  was  man  also  zu 
vermeiden  haben  wird. 

Wie  man«  wenn  man  die  Polhöhe  gefunden  hat«  dann  leicht 
noch  das  Azimuth«  die  Stundenwinkel  der  Sterne«  und  aus  diesen 
mittelst  der  bekannten  Rectascensionen  der  Sterne  die.  Zelt  be- 
stimmen kann«  ist  aus  den  Elementen  der  Astronomie  hinreichend 
bekannt«  und  bedarf  hier  keiner  weiteren  Erläuterung. 

Nicht  so  bekannt- wie  das  Vorhergellende  dürfte  essein«  dass 
man«  wenn  man  mit  den  Messungen  der  Höhen  zweier  bekannten 
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I 

Sterne  in  demselben  Azimuth  noch  die  Messung  der  Höhe  eines 
dritten  bekannten  Sterns  in  einem  von  dem  vorhergebenden 
Azimath  um  180^  verschiedenen  Azimuth  verbindet,  was 
bekanntlich  bei  der  Anwendung  des  Theodoliten  nur  eine  Drehung 
des  Fernrohrs  um  den  unverruckt  stehen  gebliebenen  Huhenkreis 
erfordert,  ausser  der  Pothöhe  auch  noch  den  Collimationsfehler 
des  Instruments  bestimmen,  oder  vielmehr  die  Polhohe  unabhängig 
von  dem  Collimationsfehler  des  Instrumentes  erhalten  kann,  was 
mir  in  praktischer  Rücksicht  nicht  ganz  unwichtig  und  uninteres- 
sant zu  sein  scheint. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Declination  und  die  gemessene 
Höhe  des  dritten  Sterns  respective  durch  i"  und  A"',  so  haben 
wir  die  drei  folgenden  Gleichungen:  ' 

isin  i  =  sin  h  sin  q> — cos  o  cos  h  cos  9>, 
sin  6'  =  siti  h*  sin  ^ — eos  o  cos h'  cos  g), 
sin  iT  =  sin  hT  sin  q>  ■\-  cos  od  cos  K'  cos  9. 

Multiplicireo  wir  nun  dieito  drei  Gleichungen  nach  der  Reihe 
mit 

sin  (Ä'+Ä"),  »in  (Ä+A") .  «n  (*—*') * 

und  ziehen  dann  die  zweite  und  dritte  von  der  ersten  ab,  so  er- 
halten wir 

sin  6  sin  (A'+Ä") — sin  S^  sin  (A+A'O  —sin  Ä"  sin  (A-A') 
=  tsinA  sin(A'-fA")— sinA'  sin(A+A")-sinA''  sin(A-A')}«io9 
—  { cos  A  sin  (A'+A") — cos  h'  sin  (A+A")  -f  <:osA'^sin  {h—h')  ]  cos  w  cos^i. 

Es  ist  aber,  wie  man  durch  leichte  Entwickelung  findet: 

|sinAsin(A'4A")— sinA'  sin(A+Ä")-sinA"sin(A-A0=O, 
^    (cosAsin(A'+A'0  — eosA'  sinCA+A'O+cosA'sinCA-AO  =0; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

6)    sin  *  sin  (A'+A")  —sin  6'  sin  (A+A") — sin  8'  sin  (A-A') = 0. 

Hierbei  sind  die  gemessenen  Höhen  A,  A',  h"  sämmtlich  als 
fehlerfrei  vorausgesetzt  worden.  Ist  aber  das  Instrument  mit  einem 
Collimationsfehler  oder  Indexfehler  i  behaftet,  und  sind  also 
A-f  i,  A'-ft,  K'-\-i  die  ^wahren  Höhen  *),  so  hat  man  naturlich 
statt  der  Gleichung  6)  die  Gleichung 

sind  sin{(A'+t)  +  (A"+i)}j 

—  sin5'sin{(A  +  i)  +  (A"+i)(  j  r=0, 

—  sinrsin{(A+i)  — (A'+i-)}  ' 


*)    Wobei  Toransgesetsit  wird,    dass  die  genuMseaen  Hdhen  wegen 
der  Refraction  gehörig  corrigirt  «ind. 
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d.  i. 

—  sin«'slD(A  +  A"  +  20  j  =0. 

—  sind"»in(A~A')     .     ' 

Ans  dieser  GleichuDg  erh&lt  man  leicht: 

{ sin  S  sin  (h'+hT)  —  sin  S'  sio  (A+A") )  cos  2i  J         .    ~r  •    .     . , v 
+  i  sin  4  cos  (h'+h'")  ^  sin  i'  cos  (A;f  A'O )  sin  21  )  ' 

und  folglich,  wenn  man  die  HOlfsgrOssen  /»«  B  mittelst  der  Glei* 
chungen 

(sind  sin (A'+A")— sind'  sin (A+A")  =  f* sin  6, 
^     I  sin  j  co8(A'+A") — sin  S  cos (A+A")  =  fi  cos  6 

beredinet^  ^as  keine  Schtrietigkeit  hat: 

9)  f,  sin  (e+2t)  =:  sin  S'  sin  (A— A') , 
also 

10)  sin  (8+2i)  = ^ ^ . 

Hat  filan  mittelst  dieser  Gleichtane  den  ^  CoIIimatiönsfetilet'  be- 
stimmt^ so  kann  man  wegen  desselben  die,  gemessenen  Höhen 
sämmtlicn  carria;iren  ^  und  mus^  dann  natürlich  ^  w^nn  man  mittelst 
der  Formel  3)  die  PolhOhe  bestimmt  >  in  diese  Formel  die  wegen 
des  Cotlimationsfetilers  gehurig  corrigirten  gemessenen  Honen 
einführen. 

Bndliich  verdient  noch  bemerkt  2ü  werden^  dass,  wenn  toian 
in  demselben  Azimuth    die    Hüben  dreier  bekannter  Sterne 

femessen  bat,  und  die  Refraction  defci  Tangenten  der  Scheinbaren 
ienithdistanzen  proportional  zu  setzen  berechtigt  ist,  die  Refraction 
bestimmeb  kann,  onne  den  CoUimationsfehler  des  Instrumentes 
gerade  mit  völliger  Genauigkeit  kennen'  zu  müssen.  Unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  hat  man  nämlich  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen s 

/sibd  zs  siüA  sin 9 --U cos «9  cos A  cds^^ 

11)     I  sin  h'  =  sin  h*  sin  q>  —  cos  oo  cos  h'  cos  ^  • 

\  sin  y  =  sin  h"  sin  ^^-^cos  oo  cos  h"  cos  tp. 

Multiplicirt  man  tiuä  diese  Gleichungen  nach  der  Reihe  mit 
sin(A'-A"),  sinCA'-A),  sin(A-A'); 

und  addirt  bie  dann  zu  einander^  so  erhält  man,    weil,  wie  man 
durch  leichte  Rechnung  findet: 
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^    lccwjA8in(A'— Ä'0+co8A'8ln(r-^A)+co8*''8lii(A-A0  =0 

ist,  die  Gleichung: 

13)    sin;  sui(A'-*A")  +«in i^  sin (A"-<A)  +  sinr  sin (A^A^)  :==  Q. 

Hierbei  sind  die  Hohen  als  fehlerfrei  vorausgesetzt  worden. 
Setzen  wir  aber  die  Refraction  den  Tangenten  der  scheinbaren 
Zenithdistanzen  proportional,  so  sind,  wenn  q  eine  constante  Grösse 
bezeichnet,  die  wegen  der  Refraction  corrigirten  Höhen: 

A-9  edtA»  A'*-9Co«A^  A'^^-^cotA''; 
und  die  Gieichnng  13)  nimmt  also  eigentlich  folgende  Gestalt  an: 

14)       sin«  sini A'— Ä"-^(cotÄ'— cotA'O)  ^ 

+  sin  ö'  sin  { k"—  A-r^  (cot  A^-Msot  A) }  |  :;=;  0 
+  sin5''sin{A— A'— 9(cotA— cotAO!  ' 

oder 

f  siD  A  sin  A  ' 

Da  die  Differenzen  h-^h' ,  k''^h",  W'-^h  von  dem  Coiliioa- 
ttonsfehler  unabhängig  sind  und  q  immer  eine  sehr  kleine  Grösse 
ist,  so  wird  die  Richtigkeit  der  vorhergehenden  Gleichung  nicht 
wesentlich  gestört  weraen,  wenn  wegen  des  nicht  mit  völliger 
Genauigkeit  Dekannten  CoUimationsfehlers  eine  nur  unvollkommene 
Correction  der  gemessenen  Höhen  möglich  gewesen  ist. 

Da  die  Grössen 

sin  (A^--A^O       sin  (A'^— A)       sin  (A^-^Q 
sin  A'  sin  h"  *     sin  A"  sin  A '     sin  A  hwH 

meisteM  der  Null  sehr  nähe  kommen  werden ,  so  giebt  die  Glei- 
chung 15)  nach  sehSriger  Entwickelung  die  folgende  D&berungs- 
weise  richtige  Gleichung: 

sin  h  sin  (A'^A")  -f  sin  S  sin  (K'—h)  +  sin  S'  sin  (A— A')    . 
isinJsin2(A'— A'O  .  siny8in2(A"— A)  .  8iny^sin2(A— AQ)  |  =0, 
7'*(     sin A' sin A*     "*"      sin A" sin A      '*'      sin A sin A'     <  ' 

also 
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2ßx  ^ tnnSsin  (k'^h")  +  dp V  sin (h"^*)  +  mn  ^  siiHA— AQ 

^  ^         siDdgin2(A— A^O      siDysin2(A^-A)  -  mö" sw2(hr^hy 
sin  h' HIB  h"  sioA'^siDA  sioAsinA' 

Hat  man  mittelst  dieser  Formel  einen  ersten  Nähemngswerth 
von  g  gefunden,  so  wird  man  mit  Hülfe  der  Gleichung  16)  diese 
Grosse  mittelst  der  bekannten  Näherungsmethoden  auch  leicht 
genauer  finden  können. 

Fasset  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  wird 
sich  überhaupt  folgende  Methode  zur  Bestimmung  der  FoihShe  *) 
ergeben. 

In  demselben  Azimuth  messe  man  die  Hohen  dreier  Sterne, 
deren  Positionen  auf  der  Sphäre  bekannt  sind ,  und  in  einem  von 
dem  vorhergehenden  Azimuth  um  180^  verschiedenen  Azimuth  die 
Höhe  eines  vierten  Sterns ,  dessen  Position  auf  der  Sphäre  eben« 
falls  bekannt  ist,  wobei  man  sich  am  besten  eines  Theodoliten 
oder  auch  eines  mit  einem  zweckmässig  eingerichteten  Stativ  ver- 
sehenen Sextanten  bedient.  Ist  nun  durch  eine  der  verschiedenen 
hinreichend  bekannten  Methoden  der  Collimationsfehler  des  In- 
strumentes annähernd  bestimmt  worden,  so  corrigire  man  wesen 
desselben  die  gemessenen  Höhen  der  drei  ersten  Sterne,  und  be- 
stimme hierauf  die  Refraction  mittelst  der  Formeln  16)  und  15). 
Dann  corrigire  man  die  gemessenen  Höhen  des  ersten,  zweiten 
und  vierten  Sterns  wegen  der  Refraction,  indem  man  immer  (was 
freilich  auch  nur  näherungsweise  richtig  ist)  die  Refractionen  den 
Tangenten  der  scheinbaren  Zenithdistanzen  proportional  setzt,  und 
bestimme  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  10)  den  Collimations- 
fehler. Nun  corrigire  man  endlicn  die  schon  wegen  der  Refraction 
corrigirten  gemessenen  Höhen  des  ersten  und  zweiten  Sterns  noch 
wegen  des  jetzt  genau  ermittelten  Collimationsfehlers,  und  he- 
stimme  die  Polhöhe  mittelst  der  Gleichung  3).  Dass  man  sich 
übrigens  bei  diesem  hier  nur  im  Allgemeinen  skizzirten  Verfahren 
auch  der  sogenannten  Methode  der  successiven  Näherungen  be- 
dienen und  dasselbe  dadurch  zu  grösserer  Genauigkeit  erheben 
kann,  versteht  sich  von  selbst. 


*)    Und  dann  femer  aucb  der  Zeit,   was  nicbt  veiter  erläutert  xa 
werden  braucht.  "^ 
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IJeliiinfpsaiifipalyen  fttr  ikiliiiler 


Aus  der  Gleichung 

durch  RechouDg  deu  Ausdruck 

^ abc 

4  V  s  (s— a)  (*— Ä)  (*— c) ' 

wo  «=:i(a-|-A-f<^)  ist  9  herzuleiteu. 


Eid  Dreieck  durch  eioe  gerade  Linie  so  in  zwei  Theile^  zu 
theilen^  dass  die  beiden  Theile  in  einem  gegebenen  Verhältnisse 
zu  einander  stehen ,  und  die  ihre  Schwerpunkte  verbindende  ge- 
rade Linie  auf  der  Theilungslinie  senkrecht  steht 


Die  Tier  gemeinschaftlichen  Durchschnittspunkte  der  drei 
Hohen  der  vier  Dreiecke ,  welche  von  den  Seiten  und  den  beiden 
Diagonalen  eines  in  einen^  Kreis  beschriebenen  beliebigen  Vierecks 
gebudet  werden,  liegen  jederzeit  auf  dem  Umfange  eines  dem 
Kreise 9  in  welchen  &a  Viereck  beschrieben  ist,  gleichen  Kreises. 


Wenn  A  und  H  die  Flächenräume  zweier  um  und  in  einen 
Kreis  beschriebenen  regulären  Polygone  von  gleicher  Seitenzahl 
sind,  so  ist  die  Differenz  A — 3  der  Fläche  eines  ^regulären  Po- 
lygons von  derselben  Seitenzahl  gleich«  welch.es  entweder  um 
oder  in  einen  Kreis  beschrieben  ist,  dessen  Halbmesser  im  ersten 
Falle  der  halben  Seite  des  Polygons  J3,  im  zweiten  Falle  der 
halben  Seite  des  Polygons  A  gleich  bi 
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Den  lobalt  de«  KQrpers  zu  bestimmen,  welcher  entsteht^ 
wenn  ein  regulSres  Polygon  .»-^  ein  reguläres  Dreieck,  Viereck^ 
Fünfeck,  Sechseck,  u.  s.  w.  —  sich  um  icine  seiner  Seiten  her- 
umdreht 

Bezeichnen  wir  die  Seite  des  regulären  Vielecks  durch  ä,  den 
körperlichen  Inhalt  des  durch  Umdrehung  desselben  um  eine  seiner 
Seiten  entstandenen  Körpers  durch  V;  so  ist 

för  das  reguläre  Dreieck:     F  ==  4  »a'; 

Hf  6bb  reguläre  Viereck:     F  :=:  9ra>; 

für  das  reguläre  Fünfeck:     F=  l7ta^(6+2V^6); 

fär  das  reguläre  Sechseck:  F  =  ina^; 

für  das  reguläre  Achteck :     F  =  27ca^(3+2  V^2) ; 

für  das  reguläre  Zehneck:    F  =  ^7ta*(6+'2^fS); 

fßr  das  reguläre  Zwölfeck:  F  =  3 7ra' (74-4^^3). 

Man  kann  diese  körperlichen  Räume  auch  sowohl  durch  den 
Halbmesser  des  um,  als  auch  durch  den  Halbmesser  des  in  das 
reguläre  Vieleck  beschriebenen  Kreises  ausdrücken.  Bezeichnet 
z.  B«  r  den  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises,  so  ist 

für  das  reguläre  Dreieck:     F  =  |9Kr'V3; 
für  das  reguläre  Viereck:     F  =^  2»r^V"2; 

für  das  reguläre  Fünfeck:    F  =  J^r^V 5+2^^5 
für  das  reguläre  Sechseck:  V  ^=  inr^; 

filr  das  reguläre  Achteck:     F  =  2«r*V4+2V^2; 

für  das  reguläre  Zebneck:    F=  inr^^i; 

für  das  reguläre  Zwölfeck:  F  =  J«r»(t^2+t"6). 


.    Unter  allen  Prismen  von  derselben  Grandfläcbe  und  Höhe  hat 
das  gemde  •Prisma  die  grösste  Oberfläche* 


Wenn  mm  aus  einem  Punkte  O  in  der.  Verlängerung  eines 
Durchmessers  AB  eines  Kreises  eine  denselben  in  den  beiden 
Punkten  M  und  M'  schneidende  gerade  Linie,  und  nach  den 
Punkten  M  und  M'  die  Halbmesser  CM  und  CM'  des  Kreises 
zieht,  so  soll  man  beweisen,  dass  das  Product 

.       MCO    .       M'CO 

tang -g— .  tang  — 2— 

eine  coustante  Grösse  ist,   welche  Lstge  man  auch  der  von  dem 
Punkte  O  aus  gezogenen  Secante  des  Kreises  geben  mag. 
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Wmii  man  «uf  eiae  feste  fi^tade  Linie  in  der  Ebene^  etoer 
Parabel  Von  den  Efidüatiktefi  M.  M  elfter  dafch  den  BrenDpankl 
F  gehenden  Chorde  derselbiSn  die  Perpendikel  MN,  MUT  föUt, 
^o  isti  was  man  aacb  der  durch  den  Brennpunkt  F  gebenden 
Cborde  MM'tOt  ein«  Lage  geben  mag,  die  Summe 


MN  ,  M'N' 


eine  coftstättte  Grösse. 


In  jeder  Parabel  steht  die  Summe  der  Entfernungen  der  £nd- 

E unkte  einer  jeden  durch  den  Brennpunkt  gehenden  Sehne  von  dem 
Irennpunkte  zu  dem  Producte  dieser  Entfernungen  in  einem  con- 
stanten  Verhältnisse. 


Den  geometrischen  Ort  des  Scheitels  eines  rechten  Winkels 
zu  b(Bs^men,  dessen  Schenkel  auf  einem  gegebenen  Kegelschnitte 
senkrecht  stehen. 


Wenn  swei  Kreise,  der  eine  mit  constantetn^  der  andere  Ikiil 
veränderlichem  Halbmesser,  sich  von  Aussen  berühren,  und  an 
diese  beiden  Kreise  eine  gemeinschaftliche  Berührende  gezosen 
wird ,  so  lieffen  die  sämmtlichen  Berührungspunkte  mit  dem  Kreise» 
dessen  Halbmesser  als  veränderlich  angenommen  wird«  in  einer 
Cissoide. 


Xe 

Bliscelleii. 


Auszug  aus  einem  Schreiben  des  Herrn  Scliulraths 

J.  H. T.  Müller,  Directors  des  Realgymnasiums  feü 

Wiesbaden,  an  den  Herausgeber. 

Da  Sie  jetzt  durch  zwei  Abhandlunsen,  weicheich  mit  vielem 
Interesse  gelesedi  die  Aufmerksamkeit  auf  die  kubischen  Gleichungen 
wieder  hingelenkt  haben ,  So  erlaube  idi  mir  die  Behandlun^swäse 
in  Erinnerung  zubringen,  deren  sich  Kramp  in  seiner  An  thm^- 
tiliue  universelle  (ton  der  ich  ver  Jahren  dine  Uebersetzung 
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«fertigt,  die  aber  nicht  erschienen  int)  bedient  bat  und  die  dämm 
der  Vergessenheit  entrissen  zu  werden  verdiente ,  weil  sie  auf  die 
WegschaiKing  «des  zweiten  Gliedes  verzichtet  und  eine  tiefe  Ein- 
sicht in  den  ganzen  Gang .  der  Untersuchung  gewährt.  Derselbe 
geht  von  der  einfachsten  uletchung  x'— 1  =  0  aus  und  bezeichnet 
sehr  passend  die  verdoppelten  beiden  imaginären  Wurzeln  der- 
selben — 1  -f  >  V  3  und  —  1  -*t V3  mit 2/  und  2J''.  Daran  schliosst 
sich  unmittelbar  die  Gleichung  x^—C=0,  die  ffir  C=h^  die 
Wurzeln  k,  hJ\  hJ"  giebf.  Hierauf  behandelt  Kramp  den  Fall 
ar>— 3Jx>-|-3J*;ir— C=0,  worin  die  drei  ersten  Glieder Bestand- 
tbeile  eines  vollständisen  Kubus  sind,  so  dass  man  fflr  C-^A^^k^ 
die  drei  Wurzeln  A+A,  A+AJ,  A+hJ"  erhält.  Nach  Erörterung 
etmger  anderer  Fälle  geht  derselbe  zur  Aufsuchung  der  Bedin^n- 
een  über,  welchen  die  Coefficienten  der  vollständigen  allgememen 
Gleichung 

x*'-Aa!^+Bx^C=:0 

zu  genügen  haben,  damit  1)  eine  der  Wurzeln  das  arithmetische 
Mittel^  zwischen  den  beiden  übrigen,  2)  die  zweite  Wurzel  gleich 
der  dritten,  3)  nur  eine  Wurzel  reell  und  4)  keine  Wurzel  weder 
einer  andern  gleich  noch  auch  imaginär  sei. 

1.  Für  a,  /},  y  als  Wurzeln  der  Gleichung 'und  2ß:=:za+y  er- 
hält man  3/7=a4-P'fr=^5  also  ß=iA  als  zweite  Wurzel.  Da 
hiernach 

a?»--Ar«+Är—  C=(a;— /J)(ar«— 2/Ja?— 2/J«+iJ)  +(— 2/J»+Ä/J— C) 

ist,  so  giebt  der  zweite  Factor  des  ersten  Gliedes  die  beiden 
übrigen  Wurzeln  3a:=^±V3.V(^^— 3JB)  und  der  Div|sionsrest 
—  2p*4-Bß — C,  welcher  unter  der  obigen  Voraussetzung  ver- 
schwinden muss,  die  Bedingungsgleichung  für  diese  Annahme, 
Dämlich 

2^»-9^Ä+27C=0. 

2.  Sind  o»ß»ß  die  drei  Wurzeln,  se  muss  a+2ß=Ay 
2aß+ß^:=zB,  ap^=C  sein.  Durch  Eiiminirung  von  a  aus  der 
Isten  und  2ten  uleichung  erhält  man,  wenn  jier  schon  in  L  vor- 
kommende Ausdruck 

gesetzt  wird,  3ß=AJz^  und  3a=^=F2r.  Durch Multiplication  des 
Qtiadrats  der  ersten  dieser  beiden  Gleichungen  mit  der  zweiten 
erhält  man 

2^»-.9^Ä+27C==F2r», 

und  wenn  beiderseits  quadrirt  wird,  die  Bedingungsgleichung  für 
zwei  gleiche  gleichstimmige  Wurzeln,  nämlich 

(2^»-9.4J?+.27C)a  =  4  (A^-^B)\ 
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3  Sind  zwei  Wursein  zugeotdnete  complexe  Aasdrücke,  also 
die  drei  Wurzeln  a,  X+i>,  ^-4>;  90  ista+2il:=  J,  2aHAHf**=Ä> 
a(jl*+f**)=  C,  woraus  man 


42^3fi=(a-^i)«— 3f*«,  also  ii«— 3Ä>(»-A)a 
und 

2^3— 9Aß+27C=2(a-X)3  +  18(a-X)fi«, 
also 

(2i<3-9^Ä+2702— 4(J«— 3Ä)3={6(a-i)afiV3+6f*V3)*>0  ; 

erhält.    Hieraus  findet  man 

2^3— 9JÄ+27r+Ä=2(«-il+|»V3)3=V» 
2^»— 9i<Ä  I-27C— JB=2(a— X--fiV3)»=2v^ 

so  dass  p  und  ^  bekannt  sind. 

Werden  die  beiden  Gleichungen 

a — iL — f»  V3  =  g 

durch  Addition  und  Subtraction  verbunden  und  zieht  man  die  frü- 
here. Gleichung  a-f2>l=:^  hinzu 9  so  ersieht  sich  3a=:il-t'/'+V> 
6i==2^— /)  — gr,  6|itp(p-^gr)y3.    Es  sind  demnach 

A^pJ'\qJ\ 
A+pJ'^+gJ' 

die  dritten  Tfaeile  der  drei  Wurzeln  der  Gleichung  ;2fS— ilj:^i£r— C 
=0,  wenn  die  oben  angegebene  Bedingung  statt  findet. 

4  Zur  Betrachtung  endlich  des  Falles  dreier  ungleiche  reeilet 
Wurzeln  bahnt  sich  Kramp  den  Weg  durch  .die  Vergleichung 
des  Productes  der  Unterschiede    zwischen  den   dm  kreisförmig 


geordneten  Wurzeln  x',  a^y  ac^  des  in  3.  untersuchten:  Falles. 
Es  ist  nämlich 

(x'—x")  (jr"-VO  {a^^'-x')  =  R .  3iV3 , 

woraus  er  folgert,  dass  R  imaginär ,  also  R^  negativ  sein  muss, 
wenn  die  drei  Wurzeln  reell  und  ungleich  sind,  d.  h.  dass  in 
diesem  Falle  stets 

ist.    Demnach  wird  jetzt 

2J«— Mß+27C+ tl2=2p»» 
2^»— 9iJB+ 27C— iß = V. 


110 

Setzt  DHiD,  was  eni^tMeiierinaMeB  erianbt  My  P^t-t-itf, 
qr=z — fy,  Bo  ergiebt  sich«  das«  die  Bestimmung  der  Werthe  von 
z  und  y  wiederum  auf  die  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung 
von  derselben  Beschaffenheit  ffihrty  als  die  gegebene  Gleichung 
war,  und  langt  so  zuletzt  bei  dem  Casus  irreducibUis  an. 


Bemerkung  zu  der  Aufgabe  des  Herrn  A.  Ritman. 

(Tbl.  VI.  S.  330.  des  ArchiTs.) 

Von  dem  Herrn  Dr.  T.  Wittstein  zu  Hanaetrer. 

Es  ist  das  Achsefidreiedc  eines  (scbirfeu)  Kegels  gegeben, 
und  In  einer  Seitenlinie  desselben  ein  Punkt.  Man  soll  durch 
diesen  Punkt  Ebenen  normal  zur  Ebene  des  Achsendreiecks  legen, 
und  den  geometrischen  Ort  der  Breunp^nkteallf^  dMmrpjb 
entstehenaen*Kegelschnitte  angeben . 

Der  gegebene  Punkt  sei  der  Pol  eines  Polarcoordinaten-Sy* 
stems,  und  r  der  Radius  vector'der  gesuchten  Gurve,  so  hat  man 
bekanntlich 

wenn  a  und  b  die  beiden  Halbachsen  .irgend  eines  Kegelschnitts 
—  die  erstere  in  der  Ebene  des  Achsendreiecks ,  die  zweite  recht- 
winklig darauf  — •  bezeichnen  .juud  d)e  Ellipse  als  Grundform  der 
Schnitte  angesehen  wird.  Hier  sind  a  und  b  veränderliche  Grössen, 
deren  Ausdruck  durch  den  Teränderlichen  Winkel  des  Systems 
und  die  gegebenen  Constanten  wir  jedoch  nicht  hersetzen  wollen. 

Nun  giebt  es^  bekanntlich  im  ischiefen  Kegel  zwei  Schnitte 
durch  den  gegidienes  Punkt,  welche  Kreise  sind;  in  beiden  wird 
also  b=ißf  ^Iglich  auch  r^za,  und  mithin  vereinigen  sich  in 
jedem  dieser  Schnitte  die  beiden  Arme  des  gesuchten  geometri- 
schen Orts  In  Einen  Punkt.  Zwischen  beiden  Schnitten  aber  wird, 
wovon  man  sich  leicht  durch  Ausführung  der  Rechnung  überzeugt, 
6>a,  folglich  r  imaginär;  es  findet  mithin  hier  keine  €urve  In 
der  Ebene  des  Achsendreiecks  statt  >  und  damit  pflegt  man  ge^ 
wohnlich  eine  derartige  Betrachtung  ^bzu3chljiessen. 

Indessen  können  wir  auch  selbst  in  diesem  Falle  der  Gleichung 

welche  alsdann  die  Form  annimmt 

eine  geometrische  Qedeutiinff  abgewinnen.  Denken  wir  uns  näm- 
lich die  Schnittebeue  adsllbene  der  complexen  Zahlen,  und  in 
ihr  die  Achse  der  veeUen  ^ahieo  zusOTimenfa|lend  mit  der  Achse 
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2a  und  die  Ach«ie  der  imaginären  Zablea  rechtwinklig  darauf,  tso 
werden  wir  den  complexen  Radins  veetor  cons^iren,  indem  wir 
von  der  Mitte  der  Achse  2a  aus  uns  rechtwinklig  Ton  der  Ebene 
des  Achsendreiecks  erheben,  und  zwar  sowohl  nach  der  einen  als 

nach  der  andern  Seite  hin,  um  eine  Entfernung  =V^6^— a^.  Und 
in  der  That,  wenn  b  die  grosse  «nd  a  die  kleine  Halbachse  einer 
Ellipse  bezeichnet,  so  liegt  der  Brennpunkt  auf  der  Halbachse  b 

um  einen  Abstand  =:  V^6^---^^  vom  Mittelpunkte;  folglich  gelangen 
wir  durch  jene  Construction  wirkfich  zu  den  ausserhalb  der  Ebene 
des  Achsendreieeks  Hegenden  BreanpcMbten.  Es  «ntkMt  «mUimi 
die  iGleicIwBg 

r  =  a±Va5Ll6* 

vollständig  den  geometrii^chen  Ort  aller  Brennpunkte, 
welche  in  den  gegebenen  Schnittebenen  enthalten  sind; 
selbst  diejenigen  eingeschlossen,  welche  ausserhalb 
der  Ebene  des  Achsendreieeks  fallen. 

Wir  haben  diese  kurze  Notiz  vorzügfich  desshalb  nicht  unter- 
drücken wollen,  weil  hier,  wie  es  uns  scheint,  durch  eine  schla- 
fende Thatsache  die  Coincidenz  unserer  eeometrischen  Interpreta 
tion    der   complexen  Zahlen    mit    der   Natur   der  geometriscfae« 
Grossenbeziebungen  selbst  dargethan  wird. 


Berichtigung;. 

Von  dem  Herrn  Dr.  D  i  p  p  e ,  Obeilehrei^  am  tSymnasimB  FridericiMnm 

EU  Schwerin. 

In  dem  Archive  Tbl.  VL  8.  333.  wird  die  unbeschränkte  Gfil- 
tigkeit  des  Satzes:  „Wenn  die  Simis  der  Winkel  eines  ebenen 
Dreiecks  eine  arithmetische  Proeression  bilden,  so  bilden  auch 
jederzeit  die  Cotan^enten  der  halben  Winkel  dieses  Dreiecks  eine 
arHiimetkscIie  ^irogreeslon ,''  In  Zweifel  gezogen,  indem  dtescMie 
an  die  Bedingung  geknüpft  wird,  dass  cotgJa.cotgiysS  sei. 

Der  Zweifel  ist  IricM  als  «^begründet  aufzuzeigen.  Denn 
aus  sina'^'B\ny::^2smß  folgt 


1)  2  sin 2+2:  cos  ?=2:=4sin2l2cos2+?. 


mithin 


2)  cos2J'=^cos2+2:, 


und  hieraus 


3) 
folglich  anch 

4) 
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3  sin  ^  810^  ==  cofii  ^  cos^ , 


3  =  co^|  cotg  J. 


Da  dies  crioe  nothwendige  Folse  der  VoraiissetzQng  ist, 
jBO  kann  es  keine  Beschr&nkung  der  Benaupiung  involviren. 

Es  ergiebt  sich  die  Richtigkeit  derselben  auch  sehr  einfadi 
aus  2),  wonach  man  hatte 


GosS^=  2cos£!£i^, 


d.i. 


a 


co9— ^—  co8-i^=  cos  -^ , 


oder 


2  sin  5- sin  ^  =  sin  & . 


Dividirt  man  nSmlich  die  Gleichung 


sm  --4-^  =3  cos  g- 

dur<di  die  eben  erhaltene,  so  folgt 

« 

r — r -«•*&&. 

sm^  Sin  |.  '^ 

und  weim  man  die  Zähler  entwickelt  und  den  Division  ausfährt  r 

cotg  J  +  cotg  I  =  2eotg  |, 
was  behauptet  würde. 


>  11 


itaHMMib. 


Heber  die  Theorte  der  Proportioiieii. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Lehmann  zu  Berlin. 


§.  1.    Lehrsatz. 

Wenn  von  4  Grossen  die  Iste  mit  der  2ten5  und  die  3te  mit 
der  4teo  gleichartig  ist,  und  ein  Vielfaches  eines  aliquoten  Theils 
'  der  Isten'  Grosse  ist  gleich  der  2ten,  und  das  Ebensovielfache  des 
ebensovielsten  Theils  der  3ten  Grosse  gleich  der  4ten«  so  ist  jedes 
andere  Vielfache  jedes  andern  aliquoten  Theils  der  Isten  Grösse  ZI 
(d.  h.  grosser  od^  ebenso  gross  oder  kleiner)  als  die  ^e  Grosse^ 
je  nachdem  das  Ebensovielfache  des  ebensovielsten  Theils  der  3ten 
Grösse  'Z.  ist  als  die  4te  Grösse. 

Beweis.    Es  sei  von  den  4  Grossen  a^  b^  c,  d,  unter  denen 

a  mit  b  gleichartige  und  c  mit  cZ  gleichartig  ist^  6=:^a  (wo  ntund 

m 

n  beliebige  ganze  Zahlen  bedeuten),  und  d=^  —  c\  dagegen  sei  b 

auch  =  2.  a  (wo  q  und  p  wiederum  beliebige  ganze  Zahlen  sind), 
V 

so  ist  lÜ^a^=^^ay    also  (beiderseits  das  mX/)fache    genommen) 

npa^mqay  also  (weil  np  und  mq  zwei  gleiche  ganze  Zahlen  sind) 
2L\ic]i  npc^mqc,  also  (wenn  man  beiderseits  den  niX;?ten  Theii 

nimmt)  —  c^^-c,  d.i.  d=^^c. 
m        p  p 

Es  sei  aber  nun  6=  — a,  und  rf=  — c;  daseien  sei  b^^a 

m  m  ^  ^  p 

und  <2i-a,  so  ist  —a^^a  und  <2X-a,  alsonpaSoma  und 
p  m        p  P  r   -^  t 

< (^-1-1) ma,  also   (weil  np,  qm  und  {q+l)m  ganze  Zahlen  sind) 

auch  wüc>flrmc  und  <(flr-fl)mc,  also  ^c'^'^c  und  <ÄJ-:c,  d.i. 
"^  m        p  P 

d>  2^c  und  < 2i.  c.    Ist  aber 
P  P 

TheU  Vm.  8 
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6>S^tt.uod<2±!:a,       rf>4c  und  <2ilc; 
P  P  P  P 


oist  um  so  mehr 


6>2i:la,  6<2±?ci;  d>^c.  d<^SJ^c; 
p                 P  P  P 

b>SZ^a.  b<Sd3a;  d>^^c.  rf<2±?c; 
p                P  P  P 


§.  2.    Lehrsatz. 

Zu  3  Grossen^  wovon  die  Iste  der  2teD  gleichartig,  ist  alle- 
mal eine 9  aber  auch  nur  Eine,  vierte,  der  3ten  gleichartige 
Grösse  mugüch,  von  der  Art,  dass  jedes  Vielfache  jedes  aliouoten 
Theils  der  Isten  Grösse  ^  ist  als  die  2te ,  je  nachdem  das  Eben- 
sovielfache des  ebensovielsten  Theils  der  äten  Grösse  Z  ist  als 
die  4te  Grösse. 

Beweis.  Die  3  ersten  Grössen  seien  a,  6,  c.  Nun  haben 
entweder  a  und  b  einen  aliquoten  Theils  der  in  beide  aufgeht  (ein 
gemeinschaftliches  Maass),  oder  nicht. 

Haben  a  und    b    ein  gemeinschaftliches  Maass,  ist  nämlich 

6=Za,  SQ  hat  die  4te  Grösse  d=-c  nach  dem  vorigen   Para- 

m  ^  w* 

graphen  die  verlangte  Eigenschaft. 

Haben  aber  a  und  6,  falls  das  möelich  ist,  kein  gemeinschaft- 
iiches  Maass,  so  nehme  man  einen  beliebigen  aliquoten,  den  mten, 
Theil  der  Grösse  a  von  b  so  oft  weg,  als  es  angeht;  es  sei  dem- 
nach 6  >  —  a  und  <  ^-t-  a.    Man  nehme  zwischen  ^  a  und  ^i^  a, 
m  wi  mm 

d.  i.  zwischen  J^a  und  -^^a,  die  Mitte,  -^i-  a,  so  liegt  b  ent- 

2m  ^m  Im  < 

weder    zwischen  ^a  und   — —a,   oder  zwischen   ''f. "*"  a    und 

2m  '^m  2m 

^^+^  a ;  im  Isten  Fall  schreibe  man  p  statt  2?!,  im  2ten  Fall  aber 

2m  .  j       r. 

p  statt  2n-(-l ,  so  kann  man  in  jedem  Fall  sagen,  b  liegt  zwischen 

P_  a  und  V^  er.    Fährt  man  so  fort,  die  aliquoten  Tbeile  von  a 
2m  2m 

zu  halbiren,  so  sei 

0  >  —  a   und  <  — ?—  a , 
m  wi 

b^  ^a  und  <^i-  «* 
2m  2m 

6>/«  und  <ttlo, 
4m  4m 

u.  8.  w.; 
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anf  diese  Art  wird  die  EntfernuDg  der  beiden  Grenzen  von  einan- 
der»  zwischen  denen  6  ein^escnlossen  ist^  mit  jedem  folgenden 
Schritte  auf  die  Hälfte  reducirt.    Diesen  Grenzen 

n         «+1 
m  m 


4m 


a 


41»"' 


U.   8.   W. 


entsprechen  5  wenn  man  von  der  Grosse  c  die  ebensovielsten  Theile 
ebensovielmal  nimmt  ^  die  Grossen 

n         it+1 
—  c.    — =— c 

m  m 

P.C,     üHc 

2m    '     2m 

4i?t         47?i 
u.  s.  w. 

Da  nun  auch  hier  der  Unterschied  mit  jedem  folgenden 
Schritte  auf  4lie  Hälfte  reducirt  wird^  so  kann  er  kleiner  werden 
als  jede  gegebene  mit  c  gleichartige  Grosse ;  folglich  giebt  es  Eine, 

aber  auch  nur  Eine  Grösse  d,  welche  > -r-  ^  und  <  Speist,  und 

4/Ä  ^  4m 

welcher  sich  die  Grössen  —  c,  ^  c,  -^  c,  u.  s.  w.   in  ihrem  ali- 

m       Im      4m 

mäligep  Wachsen >  und  die  Grössen  ^^c,  ^—c,  äLlL  c,  u.  s.  w. 

m  Im         4m 

in  ihrem  allm^ligen  Abnehmen  immer  mehr  nähern ,  ohne  sie  je- 
mals genau  zu  erreichen. 

Wir  beweisen  nun  erstlich,  dass  c  und  d  kein  gemeinschaft- 
liches Maass  haben.    Hätten  c  und  il  ein  gemeinschaftliches  Maass^ 

so  sei  d  =^  —c.    Dann  wäre 

--c^  -c   und  < — *—  c 
(im  m 

ft        2m  2m 


4m 


4m 


u.  s.  w. 


also  auch  —  a  >  — a    und  <  —  —  a 


m 


m 


a 


|x         2m  2m 

-a*^  ^a    und  <  ^t-  a 

fi         4m  4m 

u.  s.  w. 


Da  aber  der  Unterschied  zwischen  —  a  und  ^^  a  doppelt  so 

m  m  ^^ 

gross  Ist  als  der  Unterschied  zwischen   £-a  und  £^  a,    dieser 
®  '^^  2m 


2m 


8* 
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aber  wieder  doppelt  so  gross  als  der  Cnterschied  zwischeD  -3-  a 

und  V-- A>  u-  ^*  ^'9   ^^  ^i>*d  ^^'  Unterschied  <  als  jede  gege- 
4m 

bene  mit  a  gleichartige  Grosse;  der  Grenzwerth  ist  also  —o.  Vor- 

her  aber  sahen  wir,  dass  dieser  Grenzwerth  =6.  Folghch  wäre 

6  =  —  a ,  und  folglich  hätten  a  und  b  ein  gemeinschaftliches  Maass^ 

gegen  die  Voraussetzung.    Folglich   ist  die  Annahme  falsch ,  und 
c  und  d  haben  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

Man  nehme  nun  einen  beliebigen  aliquoten ,    den  fiten,  Theil 
der  Grösse  a  von  b  so  oft  weg,  als  es  angeht;   es  sei  demnach 

6>  — a  und  <^^a,  so  beweisen  wir,  dass  d  nicht  <  — c     und 
nicht  >  —^c  sein  könne. 

Es  sei,  wo  möglich,  d<  —  c,  so  wäre 

V  Vi. 

—  c>d  und,  wie  wir  gesehen  haben,  rf>  —  c; 

'fA  Ifl 

— c  ^  « ,   „       ,9     „       „         , .       ö  ^  "^ —  c ; 

^  Am 

u.  s.  w.  '     / 

also  um  60  mehr  »^  er  V  —  c ;   also  auch  —  a  >  —  a : 

(im  fi         m 


fk        '2m  (i    ^  "Im 


y>        yy       yy         99 


(i         4m  (i         4m 

u.  s   w. 

Da  nun  die  Grossen  —a^^a^  %-a,  u.  s.  w.  in  ihrem  allmä- 

m      2m      4m 

.  ligen  Wachsen  sich,    wie  wir  gesehen  haben,    immer  mehr  der 

Grösse  b  nähern,  so  dass  das  noch  Fehlende  kleiner  wird  als  jede 

gegebene  mit  a  und  b  gleichartige  Grösse,  so  kann  -a  nicht  <6 
sein,    da  doch  vorausgesetzt  war,  dass  wirklich  6>  — o,     d.   i. 
^  —  a<,b  sei.    Da  dies  sich  widerspricht,     so    ist    die    Annahme 
falsch,  und  d  kann  nicht  <—  c  sein. 

Es  sei  aber  nun,  wo  möglich,  rf>  ^^c,  so  wäre 
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-i-c<rf,  und,  wie  wir  eesehen  haben ^  rf<  -^  c; 
ft  ®  m 

— —  fx^f*9         99  ff  ff  99  99  ^  TUm"        ' 

U.     8,     W. 

also  um  80  mehr^^  c<  — i-  c,  also  auch  —t-«^  --^«; 


»  99        M  99 


99  99         99  99 


u.  s.  w. 

Da  nun  die  Grössen  SjL  a  £X-a,  21l  a,  u.  s.  w.  in  ihrem 

m  2m         4m 

allmäiigen  Abnehmen  sich  9  wie  wir  gesehen  haben  9  immer  mehr  der 
Grosse  6  nähern,  so  dass  derUeberschuss  kleiner  wird  als  jede  gege- 
bene mit  a  und  b  gleichartige  Grosse  9  so  kann  -^anicht  >6  sein» 

da  doch  vorausgesetzt  war,  dass  wirklich  h<-^a,  d.  i.  -^  a>6 
sei.  Da  dies  sich  widerspricht,  so  ist  wiederum  die  Annahme 
falsch  9  und  d  kann  nicht  >  -^  c  sein. 

Da  also  d  nicht  =  —  c  und  nicht  <  —  c,  desgleichen   «2  nicht 

=  2!ZL  c  und  nicht  >  — i-  C9  so  kann  d  nur,>  —  c  und  <^^^  c 

sein.    Die  Grösse  d  hat  folglich  die  verlangte  Eigenschaft. 

Es  mögen  nun  a  und  6  ein  gemeinschaftliches  Maass  haben 
oder  nicht,  so  beweisen  wir,  dass  nicht  zwei  verschiedene  vierte 
Grössen,  d  und  6,  von  denen  6>c2  ist,  die  verlangte  Eigenschaft 
haben  können. 

Man  nehme  an,  dieses  sei  mös^lich;  dann  nehme  man  einen 
aliquoten  Theil  der  Grösse  c,  welcher  <6  —  d  ist,  den  mten,  so 
oft  von  e  we^,  als  es  angeht,  so  wird  wenigstens  Ein  Vieüaches 

des  Theils — c   zwischen    d   und    e  liegen;    es    sei  demnach 
m 


ILc*^d  und  <6,  so  müsste,    weil  sowohl  d  als  e  die  verlangte 
fit 

«9 

Eigenschaft  hat,  — a>6  und    <6   sein.      Da    dies  sich    wider- 

m 

spricht,  so  ist  die  Annahme  falsch,  und  es  giebt  zu  a,  6  und  c 

nur  Eine  vierte  Grösse  von  der  verlangten  Eigenschaft. 
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§.  3.    Lehrsatz. 

Wenn  4  Grusseo  die  im  vorigen  Paragraphen  anffeführte  Eigen- 
schaft haben  4  und  man  nimmt  von  der  Isten  una  3ten  beliebige 
Gleichvieifaehe^  und  von  der  2ten  und  4ten,  wenn  auch  nicht 
Ebensovielfache  4  doch  unter  sich  Gleich  vielfache,  so  ist  allemal 
das  Vielfache  der  Isten  IZ  als  das  Vielfache  der  2ten,  ie  nach- 
dem das  Vielfache  der  3ten  "21  ist  als  das  Vielfache  der  4ten. 

Beweis.  Die  4  Grossen  seien  a,  b,  e,  dy  so  wollen  .wir  be- 
weisen,  dass  na'Z.mb  (wo  n  und  m  beliebige  ganze  Zahlen  be- 
deuten),    je    nachdem  nc'Zimd.      Nach   der    Voraussetzung   ist 

—  a'ZLb,  je  nachdem — c'Z.d,    also   (wenn    man  beiderseits  das 
mm 

mfache  nimmt)  na'Z.mb,  je  nachdem  nc'ZL'md. 


§.  4.    Lehrsatz. 

Wenn  4  Grossen  die  in  §.  3.  angeführte  Eigenschaft  haben, 
so  haben  sie  auch  die  in  §.  2.  angefünrte  Eigenschaft. 

Beweis.  Wenn  die  4  Grossen  a,  b,  c,  d  so  beschaffen  sind, 
dass  naZLtnb,  je  nachdem  nc'Z.md,  welche  ganze  Zahlen  man 
auch  lür  m  und  n  setzen  mag,  so  ist  (wenn  man  beidersMts  den 

mten  Theil  nimmt)  — aZ-b,  je  nachdem  —  cZZLd,    d.   b.    die    4 

m  m 

Grossen  n,  b,  c,  d  haben  die  in  §..  2.  angeführte  Eigenschaft. 

§•  5.    Zusatz. 

Da  mbZZLna  (d.  h.  mb  kleiner  oder  ebensogross  oder  grösser 
als  na),  je  nachdem  naZnib,  und  ebenso  mdZlnc,  je  nachdem 
ncZmd,  80  folgt,  dass  man  die  4  Grossen  a,  6,  c,  d  auch  in 
der  Ordnung  b,  a,  d,  c  schreiben  kann.  Dass  man  a,  6,  c,  d 
auch  in  der  Ordnung  c,  d,  a,  b,  desgleichen  6,  a,  d,  c  auch  in 
der  Ordnung  d,  e,  6,  a  schreiben  kann,  versteht  sich  nach  dem 
bisher  Entwickelten  von  selbst. 


§.  6.    Erklärung. 

Von  den  4  Grossen  a,  6,  c,  d,  welche  die  bisher  beschriebene 
Eigenschaft  haben,  sagt  man,  dass  sie  in  Proportion  stehen 
oder  eine  Proportion  bilden,  oder  dass  sich  azu  6  verhalte 
wie  c  zu  d,  oder  b  zn  a  wie  d  zn  c,  oder  c  zu  d  wie  a  zu  6, 
oder  d  zn  c  wie  b  zu  a,  und  schreibt: 

a:b=zc:d,  oder  b:a:=:d:c9  oder  c:dz=:a:b,  oder  d:c:=ib:cL 

Die  Iste  und  2te  Grösse  heissen ,  auf  diese  Art  zusammenge- 
stellt, das  vorangehende  Verhältniss,  die  3te  und  4te 
Grösse  aber  das  nachfolgende  Verhältniss,  und  man  sagt 


119 

von  2  VerhältDissen,  welche  eine  Proportion  bilden»  das s  sie 
einander  gleich  seien.  Jedes  Vernältniss  besteht  ans  einem 
vorangehenden  nnd  einem  nachfolgenden  Gliede»  und  in  jeder  Pro- 
portion heissen  die  Glieder  Eines  Verhältnisses,  oder  auch  das 
vorangehende  Glied  des  einen  und  das  vorangehende  Glied  des 
andern  Verhältnisses,  oder  auch  das  nachfolgende  Glied  des  einen 
und  das  nachfolgende  Glied  des  andern  Verhältnisses,  gleich- 
namige (homologe)  Glieder»  die  beiden  mittleren  Glieder  aber 
oder  die  beiden  äusseren  ungleichnamige. Glieder.  Ein  Ver- 
hältniss  heisst  dagegen  grosser  als  ein  anderes,  wenn  das  Iste 
Glied  des  Isten  Verhältnisses  sich  zum  2ten  Glied  des  Isten  Ver- 
hältnisses verhält  wie  eine  Grösse»  welche  >  ist  als  das  Iste 
Glied  des  2ten  Verhältnisses,  zum  2ten  Glied  des  2ten  Verhält- 
nisses, und  man  schreibt  in  diesem  Fall  (wenn  azb  und  c:d  die 
beiden  Verhältnisse  sind)  aib^ad.  Und  ein  Verhältniss  heisst 
kleiner  als  ein  anderes,  wenn  das  Iste  Glied  des  Isten  Verhält- 
.nisses  sich  zum  2ten  Glied  des  Isten  Verhältnisses  verhält  wie 
eine  Grösse,  welche  <  ist  als  das  Iste  Glied  des  2ten  Ver- 
hältnisses, zum  2ten  Glied  des  2ten  Verhältnisses,  und  man  schreibt 
in  diesem  Fall  a:  6  < c :  c/. 

V 

§.  7.    Zusatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  3  Glieder  der  einen  den  3  ent- 
sprechenden der  andern  einzeln  genommen  gleich  sind,  so  sind 
auch  die  noch  übrigen  Glieder  (mögen  dies  nun  der  Ordnung  nach 
die  Isten  oder  die  ^en  oder  die  3ten  oder  die  4ten  sein)  einander 
gleich ,  d.  i. 

a:b:=zc:d        aib^=eid        a:b  =  c:d        a:b:==^c:d 
€:b^=:c:d        a\e^=c:d        ü:b^=e:d        aibzzzcie 

^^^^m^m^^tm^mta^mmm^^am^i^  mm^m^^t^^tmimmi^mim^m^mmmfm  ^mm^b^h^hh^^^^m^^BM^M«  ^^^^m^w^^hm^m«^^^^^*** 

a=«  6=6  c=e  </:=e. 


§.  8.     Lehrsatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  2  Glieder  der  einen  den  beiden 
entsprechenden  der  andern  einzeln  genommen  gleich  sind,  so  sind 
die  noch  übrigen  Glieder  der  einen  Proportion  entweder  den  ent- 
sprechenden der  andern  einzeln  genommen  gleich,  oder,  wenn  es 
gleichnamige  Glieder  sind »  in  der  einen  Proportion  grösser  als  in 
der  andern,  und,  wenn  es  ungleichnamige  Glieder  sind,  das  eine 
der  beiden  übrigen  Glieder  in  der  einen  Proportton  grösser  als 
in  der  andern ,  und  das  noch  übrige  Glied  in  der  ersten  Proportion 
kleinef  als  in  der  andern. 

Beweis.  1)  Wenn  die  Isten  und  3ten  Glieder  in  beiden  Pro- 
portionen gleich  sind.  Es  sei  a:b^=ic:d,  und  a:e=:c:f,  und 
e>6»  so  beweisen  wir,  dass  auch />^ df  sei.  Man  nehme  einen 
aRqnoten  Theil  der  Grösse  a,  welcher  <e — b  ist,  den  mten,  von 
e  so  oft  weg,  als  es  angeht,   so  wird  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des  Theils  —  a    zwischen   b  und   e    fallen;    es   sei   demnach 
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— a>6  und  K^^y   so   ist  nach  dem  Begriff  der  Proportion  auch 


n 


—  c>  rf  und  </^,  folglich  um  so  mehr  />  d. 


^)  Wenn  die  Isten  und  2ten  Glieder  in  beiden  Proportioneo 
Bich  sind.  Es  sei  a:b=zc:d,  und  aib^^eif,  und  e'^c,  so 
weisen  wir,  dass  auch  /*>«{  sei.    Es  mögen  erstlich  a  und  b 


n 


ein  gemeinschaftliches  Maass  haben;  es  sei  6  =  —  a,  so  ist  nach 


m 


dem  Begriff  der  Proportion  auch  dz=z~—  c,  und  f:=z  —  e.     Da  nun 

e>c,  SO  ist  auch — c>  —  c,  d.  i.   /Srf.    Wenn  aber  a  und  6 

mm  ' 

Icein  gemeinschaftliches  Maass  haben ,  so  sei 

6  >  •— a  und  <  —^  a 

P 


m 


m 


Ä>  —.  a  und  <  ^t-  a 
2m  2m 

6>^aund<^a 

U.   S.   W. 


if  >  —  c  und  <  ~t-  c 
m  m 


fit  m 


d>-?.cund<£Hc 
4m  4ni 

u.  s.  w. 


4ifi 


Am 


u.  s.  w. 


so  ist  y  weil  6  >  c ,  und  die  Unterschiede  durch  fortgesetzte  Hal- 
birung  kleiner  werden  als  ]ede  gesehene  Grösse  derselben  Art, 
/'wenigstens  nicht  kleiner  als  a.  Es  kann  aber  auch  /nicht 
=:d  sein  9  weil  sonst  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  6  =  c  wäre, 
gegen  die  Voraussetzung.    Folglich  ist  auch  in  diesem  Fall  />  d. 

3)  Es  sei  a:b=c:dy  und  a:e=/*:<7,  und  e>6,  und  />c, 
80  ist  (nach  Nro.  1)  und  Nro.  2))  um  so  mehr  g^d. 

4)  Wenn  die  mittleren  Glieder  in  beiden  Proportionen  gleich 
sind.  Es  sei  a:b:=ic:d,  und  e:bz=ic:f,  und  e^a»  so  beweisen 
wir 9  dass  f'^d.  Erstlich  kann  /nicht  =d  sein,  weil  sonst  auch 
6=  a  wäre ,  gegen  die  Voraussetzung.  Ferner  kann  /  nicht  >  d 
sein,  weil  sonst  au»  den  Proportionen  c:d:=:a:b  und  c'^  =  e:b 
nach  Nro.  3)  folgen  würde  b^bj  welches  Ungereimt  ist.  Folglich 
ist/<rf. 

5)  Wenn  die  2ten  und  4ten  Glieder  gleich  sind.  Es  sei 
a:b=zc:d.  und  e:b=^f:d,  und  6>a,  so  beweisen  wir,  dass  auch 
/>c.  Aus  aib^=c:d  folgt  durch  Umkehrung  b:a=d:Cf  aus 
e:b=^f:d  aber  b:e=^d:f,  jblus  b:a-^dic  und  biezzzdif  aber 
nach  Wro.  1)  />  c. 

6)  Wenn  die  3ten  und  4ten  Glieder  gleich  sind.  Es  sei 
a:b:=c:d»  und  e:f=c:d,  und  e^a,  so  beweisen  wir,  dass  auch 
/'>6  sei.  Aus  a:o:=:zc:d  folgt  c:d=z  a:b,  aus  «:/=c:«?aber 
cidzzieif ,  aus  c:d=zaib  und  c:dz=:eif  aber  nach  JNro.  2) / > Ä. 

7)  Wenn  die  äussereti  Glieder  gleich  sind.  Es  sei  aibi=^c:d, 
und  a:e=f:d,  und  ß>6,  so  beweisen  wir,   dass  f'^c  sei.    Aus 
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a:b=:c:d  folgt  b:a=:d:c,  aus  a:es=zf:d  aber  eia^^diff  ans 
b:az=zd:c  nna  e:a=^d:fahet  oach  Nro.  4)  /^<c. 

\ 

/  §.9.    Lehrsatz. 

WeDD  a:6>c:<2,  so  ist  biaK^dic,  desgleichen  cid^^aib, 
dagegen  wiederum  dic^bia. 

Beweis.  Wenn  aib^cid,  und  a:b=:eid,  so  ist  nach  §.6. 
6>c.  Aus  a:b=:e:d  folgt  b:a=d:e.  Macht  man  nun  b:a=f:c, 
so  ist,  weil  cKe,  nach-  §.  8.  auch  f<,d,  folglich  6:a<c/:c.  Aus 
a:b=ze:d  folet  e:d=a:b.  Macht  man  nun  c:d=g:b,  so  ist, 
weil  c<«,  nacn  6.  8.  auch  gK,a,  also  c:i2<a:6«  Aus  c:d=^g:b 
folgt  durch  Umkenrung  d:c  =  b:fj.  Macht  man  nun  d:c:^h:a,  so 
i^t,  weil  a>j7,  nach  §,  8.  auch'A^6,  also  c^:c>6:a. 


§.  10.     Erklärung. 

Eine  Proportion,  worin  die  mittleren  Glieder  gleich  sind, 
heisst  eine  stetige,  eine  solche  aber,  worin  die  mittleren  Glieder 
nicht  gleich  sind,  eine  discrete.  in  einer  stetigen  Proportion 
heisst  das  mittlere  Glied  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
den  beiden  äusseren  Gliedern.  Wenn  in  einer  Reihe  gleicbarti^r 
Grossen  die  Iste  sich  zur  2ten  verhält  wie  die  2te  zur  3ten ,  aie 
2te  zur  3ten  wie  die  3te  zur4ten,  u.  s.  w.,  so  heisst  die  Reihe 
eine  geometrische  Reihe,  und  die  zwischen  dem  Isten  und 
letzten  Gliede  derselben  enthaltenen  Glieder  die  erste,  zweite, 
dritte  .  .  •  mittlere  stetige  Proportionale  zwischen  dem- 
isten und  letzten  Gliede. 


§.   11.    Lehrsatz. 

Zwischep  jeden  zwei  gleichartigen  Grossen  findet  allemal  eine, 
aber  auch  nur  Eine  mittlere  Proportionale  statt,  und  diese  ist, 
wenn  die  beiden  äusseren  Glieder  einander  gleich  sind,  eben  ^o 
gross,  wenn  aber  die  äusseren  Glieder  ungleich  sind,  grosser  als 
das  kleinere  und  kleiner  als  das  grossere  von  beiden  Cfliedem. 

Beweis.  Man  lasse,  bei  ungeändertem  Isten  Gliede  a,  das 
mittlere  von  dem  Werthe  a  an  stetig  wachsen,  ap  ist  aus  dem 
Begriffe  der  Proportion  klar,  dass  das  letzte  Glied,  anfangs  =a, 
nactiher  >a  ist,  aus  §.  8.  aber,  dass  auch  das  letzte  Gliea  stetig 
wächst.  Lässt  man  auf  diese  Weise  das  mittlere  Glied  aber  alle 
Grenzen  hinaus  wachsen ,  so  wächst  um  so  mehr  das  letzte  über 
sjle  Grenzen  hinaus.  Lässt  man  dagegen  das  mittlere  Glied  von 
dem  Werthe  a  an  stetig  abnehmen,  seist  das  letzte  Glied,  anfangs 
=:a,  nachher  ^a,  und  nimmt  stetig  ab.  Läss  man  auf  diese  ^t 
das  mittlere  Glied  kleiner  werden  als  jede  gegebene  Grosse  der- 
selben Art,  so  wird  um  so  mehr  das  letzte  Uiied  kleiner  als  jede 
gegebene  Grösse  derselben  Art.  Aus  allem  diesen  folgt  das  zu 
eweisende  von  selbst. 
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§.  12.     Lehrsatz. 

Wenn  eine  GrSsse  doppelt  so  gross  ist  als  eine  andere,  so 
hat  die  mittlere  Proportionale  zwischen  beiden  mit  keiner  von 
beiden  ein  gemeinschaftliches  Maass. 

Beweis.  Es  sei  a:6=^6:2a.  Gesetzt,  a  und  6  hätten  ein 
gemeinschaftliches  Maass,  und  es  sei  6  =  — a,    so    wäre    auch 

2a=-^6=— a,  also  2mina=nna,   also  2mnt=fin.     Es  wird 
fit         mm 

hierbei  vorausgesetzt,  dass  m  und  n  nicht  zugleich  gerade  Zahlen 

M  Im 

sind;  wäre  dieses,  so  kOnnte  man  —  in    *      verwandeln,  und  mit 

m        im 

diesem  Aufheben  des  Bruches  so  lange  fortfahren,  bis  wenigstens 
Eine  von  beiden  Zahlen  ungerade  geworden  ist.  Es  können  aber 
auch  m  und  n  nicht  zugleich  ungerade  Zahlen  sein ;  sonst  wäre 
2mm  eine  gerade  Zahl,  und  nn  ungerade,  also  2mm  nicht  =nn. 
Es  kann  auch  nicht  m  gerade  und  n  ungerade  sein;  sonst  wäre 
wiederum  2mm  gerade,  und  nn  ungerade.  Es  kann  endlich  auch 
nicht  m  ungerade  und  tt  gerade  sein;  sonst  wäre  mm  ungerade, 
und  inn  gerade,  also  mm  nickt  ^^Jtu,  und  2mm  nicht  =11». 
Folglich  ist  die  Annahme  falsch ,  und  a  und  b  haben  kein  gemein- 
schaftliches Maass. 

Gesetzt,  b  und  2a  hätten  ein  gemeinschaftliches  Maass,  so 
müssten  nach  dem  Begriff  der  Proportion  auch  a  und  b  ein  ge- 
meinschaftliches Maass  haben.  Da  dies  nicht  ist,  so  haben  auch 
6  und  2a  kein  gemeinschaftliches  Maass. 

§.  13.    Erklärung.     , 

Zwei  gleichartige  Grössen,  welche  ein  gemeinschaftliches 
Maass  haben,  heissen  coramensurabel,  zwei  gleicbartige Grössen 
aber,  welche  kein  gemeinschaftliches  Maass  haben,  incommen- 
surabel.  Zwei  commensurable  Grössen  stehen  zu  einander  in 
einem  rationalen,  zwei  incommensurable  Grössen  aber  in  eineni 
irrationalen  Verhältniss. 


§.   14.    Lehrsatz. 

Wenn  2  gleichnamige  Glieder  einer  Proportion  gleichvielmal 
vervielföltigt,  oder  statt  dessen  gleichvielste  aliquote  Theile  ge- 
nommen werden,  so  bleibt  die  Proportion  richtig.  Wenn  dagegen 
von  ungleichnamigen  Gliedern  das  eine  vervielfältigt,  statt  des 
andern  aber  der  eoensovielste  Theil  genommen  wird ,  so  bleibt  die 
Proportion  richtig« 

Beweis.  Es  sei  a:6=e:<^,  so  beweisen  wir  erstlich,  dass, 
wenn  m  eine  beKehtge  ganze  Zahl/ bedeutet,  maib^^mcid.  Aus 
«:fr=c;ci  folgt  nacn  dem  Betriff  der  Proportion,  dass  imuCP^pb^ 
je  nachdem  nmc'Zpdf  und  hieraus  wieder,  gMcbfalls  nach  oem 
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Begriff  der  Proportion ,  ma : b^=zmc : d.  Aas  atb=c:d  folgt  femer 
ma'ZLnpby\e  oachdem  mc'^wpdy  und  hieraus  a:pb  =  c:pd.  Aus 
a:b=c:d  folgt  ferner  mna'Zl.mpb,  je  naclidem.  mnc'Zlmpd,  d.  I. 
je  naclidem  nc'Z.pd ,  und  hieraus  ma : in6=c : cf«  Aus  a;h:=^c:d 
folgt  ferner  c:d=:a:b,  hieraus  aber  mc:md=a:b ,  d.  i.  aib 
zumcimd. 


Es  sei  a:ö  =  c:c2^  und  —:b=e:d,  so  folgt  aus  der  letzteren 

m 

Proportion 

a:b  =^me:ä 
gib  =  c  :d 
me^=:c    (nach  §.  7.), 

also  e=  — ;« also  kann  man  statt  —  ib=e:d  schreiben  — :  b  =— :ci[. 
m  m  mm 

h  A 

Aus  a:6=c:i2  folgt  ferner  6:a=<{:c,  also    — \a'=z  —  \C9    also 

71t  m 

a: —  =  c: — .    Aus  a:b=:cid  folgt  ferner^  wenn  man  — :e=:^c:d 
mm.  m 

macht  (woraus  sich  a:?fie=c:<2ergiebt)  me=^b,  also  e=  — ;  also 

m 

kann  man  statt  — :e^=zc:d  schreiben  —  :  — =.cid.  Aus  a:b=c:d 

m  mm 

folgt  ferner  c:d=a:b,  also  —  :  — z=a:b,  d,  i.  a:6= —  :  — ,     ""* 

mm  mm 

Es  sei  aib=^cidy  und  ma:b=:c:e,  so  folgt  aus  der  letzteren 
Proportion  nach  dem  Bisherigen  a:  —  =  c  :  e.       Aus  a:b  =  cid 

folgt  aber  auch                               « :  —  =  c  :  — 
,  m tn 

I?    ■  ■  — • 

/  m 

Also  kann  man  statt  ma:b=c:e  schreiben  ma:b=c:—.      Aus 

m 

a:6=:c:«2  folgt  ferner  c:d=tt:b,  und  hieraus  iitc:€/=a:— ,  d,i. 

a:-^  =  mc:d.     Aus  a:ft=c:c{  folgt  auch  — :6=:  —  :d,     d.    i. 
m  nt  TU 

•^:6=:c*:cfin.    Aus  a:6=  6*:<2  folgt  endlich  a:6  =  —  :  — ,    und 
m  mm 

hieraus  aimb^z-^id. 

m 


§•  15«    Zusatz« 

Also  kann  man  in  jeder  Proportion  auch  gleichnamige  Glieder 
mit  einerlei  Bruch  multipliciren»  oder  von  ungleichnamigen  Gliedern 
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das  eioe  mit  einein  Brach ,  und  das  andere  mit  dem  umgekehrten 
Werthe  dieses  Bruches;  man  kann  also  statt  a\bz:^c\d  schreiben 

— a:6=  — c:o,   ai—b^^ci — a,  — a:— o  =  c:a,  aio:=^ — ci—ay 
n  n  n  n       n      n  n      n 

—  a:o=c: — a,  a: — 6  =  —  cid. 
n  m  n  m 


§.   16.    Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Verhältnisse  einem  dritten  gleich  sind^  so  sind 
sie  (simpliciter  ex  aequo)  auch  einander  gleich. 

Beweis.    Essei  a:6  =  c:<f,  unda:6  =  e:/l    Ist  nun —c'Zid, 

m 
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SO  ist  auch  —  a2l6;  ist  aber  -— oZA,  so  ist  —-e'Zif.      Folglich 
m  m.  m 

ist  —  CZld^  je  nachdem  —e'Z.f*   Folglich  verhält  sich  c:d^=eif. 


§.  17.    Zusatz. 

Wenn  ein  Verhäitniss  einem  andern  gleich^  aber  >  ist  als 
ein  drittes,  so  ist  auch  das  2te  Verhäitniss  >  als  das  3te.  Und 
ist  ein  Verhäitniss  einem  andern  gleich ,  aber  ^  als  ein  drittes, 
so  ist  auch  das  2te  Verhäitniss  <  als  das  dritte.  Wenn  ein  Ver- 
häitniss >  ist  als  ein  anderes,  und  dieses  ^  als  ein  Stes,  so  ist 
um  so  mehr  das  Iste  Verhäitniss  >  als  das  3te.  Und  wenn  ein 
Verhäitniss  <  ist  als  ein  anderes,  und  dieses  <  als  ein  3tes,  so 
ist  um  so  mehr  das  Iste  Verhäitniss  <  als  das  3te. 


§•  18.    Lehrsatz. 

» 

Wenn  in  2  Proportionen  das  2te  Glied  der  Isten  und  das  Iste 
Glied  der  2ten  einander  gleich  sind ,  das  4te  Glied  der  Isten  aber 
dem  3ten  der  2ten,  oder  wenn  das  Iste  Glied  der  Isten  dem  2ten 
Glied  der  2ten  gleich  ist  und  das  3te  Glied  der  Isten  dem  4ten 
Glied  der  2ten,  so  bilden  (ordinatim  ex  aequo)  auch  die  4  übrigen 
Glieder  nach  der  Ordnung  eine  richtige  Proportion. 

Beweis.  Es  sei  a:b  =  c:d,  und  b:e  =  d:ff  so  verhält  sich 
nach  §.  14. ,  welche  ganze  Zahlen  Qian  auch  unter  m  und  n  ver- 
stehen mag ,  ma :b  =  mc:dy  und  b:ne=  d;nf.  Ist  nun  ma=:ne, 
so  hat  man  b:ma^=d:nf,  also 

ma  :  b  :=z  nf:  d 
ma :  b  =znic:  d 
mc  ^  nf   (§.  J.) 
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Ist  aber  fiia>ne,  so  oehme  man  einen  aljoaoten  Thell  der 
GrSsse  6,  welcher  <  ist  als  ma^^ne,  den  pten  Tneiji,  Ton  ma  so 
oft  weg»  als  es  angeht,  so  giebt  es  wenigstens  Ein  Vielfaches 

des  Theils  —b^  welches  zwischen  ma  und  ne  liegt;  es  sei  dem- 
nach ^6<9ita  and  >ne.  Aas  maib:=^mcid  und  6:ite=<2:n/folgt 

nach  6.  15«  mai  9-6  =  mci  Z-cf.  und  ?-  6  :n6  =  ^d:nf^    Da  nun 

P  P  P  P 

ma^^b,  und  ^  6>iiey  so  ist  auch  mc^^d,  und  ^d^nf,  also 

um  so  mehr  mc^nf*  Ist  endlich  nuf^ne,  so  wird  auf  ähnliche 
Art  bewiesen ,  dass  mcK^nf,  Da  also  ma'21ney  je  nachdem  mcT^f» 
welche  ganze  Zahlen  man  auch  statt  m  und  n  setzen  mag,  so  ver- 
hält sich  a:e=c:/*.  Es  sei  nun  aib-=-cid  und  e:u=f:c,  so 
ist  b:a=d:c  und  a:e=:c:/,  also  bie^=^dif. 


§.  19.    Lehrsatz. 

Wenn  In  zwei  Proportionen  die  ersten  Glieder  einander  und  die 
3ten  Glieder  einander  gleich  sind,  oder  auch  die  2ten  Glieder  ein- 
ander und  die  4ten  Glieder  einander,  so  bilden  (was  man  auch 
brdinatim  ex  aequo  nennt)  die  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung 
eine  richtige  Proportion. 

» 

Beweis.    Es  sei  aib^^cid»  und  aie^zcifs  so  ist  auch 

g  ;  o  =  /  ;  c 

eibr=zf:d   (§.  18.) 

Es  sei  dagegen    a  :  b  ^^  c  :  d,    und  e:b=f:d,  so  ist  auch 

b  :  e  =  d:f      - 
a:  e=^  c  :f  (§.  18.) 


(.  20.    Lehrsatz. 

Wenn  in  zw.ei  Proportionen  das  2te  Glied  der  Isten  gleich  ist 
dem  Isten  der  2ten,  und  das  3te  der  Isten  =  dem  4tea  der  2ten, 
oder  wenn  das  Iste  Glied  der  Isten  gleich  ist  dem  2ten  der  2ten 
und  das  4te  der  Isten  =  dem  3ten  der  2ten,  so  bilden  (perturba- 
tim  ex  aequo)  auch  die  4  übrigen  Glieder  nach  der  Ordnung  eine 
richtige  Proportion. 

Beweis.    Es  sei  a:6=:c'<f,  und  bies^fte,  so  ist  nach  6. 14« 

d  f 

auch  ma\b^^c\ —  und  6:ne==^:c.    Ist  nun  ma^^fiti  so  hat  man 

6jwa  =  ^  :c,  also 
n 
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ma  ib  zzz  c  iL. 

n 

ma  :  6  =:  c  :  — 

m 


4=^  (§-7.) 


m       n 


also  (wenn  man  beiderseits  das  mXnfacbe  nimmt)  nd  =mf.  Ist 
aber  ma^nej  so  nebme  man  einen  aliquoten  Theil  der  Grösse  6, 
f?elcher  ^ma^-^ne»  den  pten,  von  ma  so  oft  weg»  als  es  angeht» 

und  es  sei  £6>ne  und<iiia.  Aasiiia:6=c:— und6:ne=^:c 
p  m  n 

folitt  nach  6.  16,  mai^b  =:^c:  —  und  2.Ä:«e=^  :  2  e.     Da  nun 

p         q      m         p  n    q 

wia>  S.  ft,  und  S-Ä^ne,  so  ist  auch  ^cS — •,  und  ^S^c,  also 
p  p  am  n      q 

um  so  mehr  ^  >  —  >  also  mf^nd.    Ist  dagegen  ma^ne,  so  wird 

auf  ähnliche  Art  bewiesen,  dass  mf^nd.  Da  also  ma'Zne,  je 
nachdem  mfZnd,  so  verhält  sich  aieznfid. 

Es  sei  nun  aibt=:cid,  und  e\a^=d:ff  so  ist  6:ar=il:c>  und 
a:e^=:^f:d,  also  bie-=fic. 


§.  21.    Lehrsatz. 

Wenn  in  zwei  Proportionen  die  Isten  Glieder  einander  gleich 
sind  und  die  4ten  einander»  oder  auch  die  2ten  Glieder  einander 
gleich  und  die  3ten  einander»  so  bilden  (perturbatim  ex  aequo)  die 
übrigen  Glieder  eine  Proportion  so»  dass  die  übrigen  Glieder  der 
einen  Proportion  die  äusseren  Glieder»  und  die  übrigen  Glieder 
der  andern  Proportion  die  mittleren  Glieder  werden. 

3eweis.    Es  sei  a:b^=:^  c  i  d^    und  a:e^=^f:d,  so  ist  auch 

e:  a=^  d:f 
e:b  =  c:f  (§.  20.), 

lind  daher  auch  b:e=f:c. 

Es  sei  dagegen  a :  6  =  c  :  <2»  und  e:b=ic:f,  so  ist  auch 

b  ;  e  =/*:  c 
a:  e  =/*:  d  (§.  20.)  und  daher  auch  e:a=d:f. 


§.  22.    Erklärung. 

W^nn  man  axbrzicidy  und  b:e^=.f\g  macht»  so  heisst  das 
Verhältniss  axe  aus  den  Verhältnissen  cid  und  fig  zu- 
sammengesetzt» und  wird  durch  a :  e = (c :  e/)  ■\-{fi  ff)  bezeichnet. 
Auf  diese  Art  kann  man  so  viel  Verhältnisse,  als  man  will»  zu- 
sammensetzen;  es   sei  a:bz=zcidi   bie:=zf:q,   eik=iik,  und 
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h:t=m:ny  80  heisst  das  Verhältniss  a:l  aus  den  Verhältnissen 
cid 9  fiff,  iik  und  min  zusammengesetzt»  und  wird  durch  ail 
=  (cid)  +  (f  ig)  +  (ii  k)  +(min)  bcfzeichnet.^  Sind  die  zusammen- 
zusetzenden Verhältnisse  einander  gleich ,  so  heisst  das  zusammen- 
gesetzte ein  vielfaches  Verhältnii^s  (das  doppelte»  dreifache 
u.  s.  w.)  und  man  sagt,  wenn  aib  ^=^bic:=zc:d=die,  dass  a:e 
das  Vierfache  des  Verhältnisses  a:b  sei>  und  bezeichnet  es  durch  ^ 
aie=z4(a:b). 


§.  23.    Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grösse  nach  zwei  einfachen  Verhältnissen  verändert 
wird^  so  kommt  einerlei  Grösse  heraus»  in  welcher  Ordnung  man 
auch  die  beiden  Verhältnisse  zusammensetzen  mag»  d.  h.  wenn 
man  a:bz:=cid,  biezufig ^  a\h^='fig  und  hii^ncid  macht»  so 
ist'6=:£. 

Beweis.    Aus  a:6=c:c{  und  A:£=c:c2  folgt 

simpl.  ex  aequo  a:b"=z hn,  aus  bie=-fih  und  aih-^^fig  aber 

bie  =i  aih 
perturb.  ex  aequo  a:e=zaii;  folglich  ist  e  =  i. 


§.  24«    Lehrsatz. 

Wenn  zwei  einfache  Verhältnisse  einem  3ten»  aus  2  Verhält- 
nissen zusammengesetzten»  Verhältniss  gleich  sind»  so  sind  sie 
einander  gleich. 

Beweis«  Es  sei  a-b-^^cid^  b\e-=-f'ig y  A:f  =o:£2»  und 
i:k^=fig9  so  beweisen  wir»  dass  aie=^k''k. 

Aus  a:6=e:(e2  und  hii=^c:d  folgt  simpl.  ex  aeq.  a:6  =  hzi, 
aus  b'*e^=^fig  und  iikzzzfig  aber  b:e  =  t:k 

ordinatim  ex  aeq.  a:e=ihik. 


§.  25.    Lehrsatz. 

Wenn  eine  Proportion  aus  4  gleichartigen  Gliedern  besteht^ 
so  kann  man  die  äusseren  Glieder  mit  einander  oder  die  mittleren 
Glieder  mit  einander  verwechseln »  und  die  Proportion  bleibt 
richtig. 

Beweis.  Es  sei  a:6  =  c: «2.  und  a»  6»  o» c2  seien  sieichartige 
Grössen»  so  ist  a:c=(a:6)-f  (6:o)»  und  6: c^zz (6: c)-f(c:€Q »  also 
(§.  24.)  aic=2bid. 
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§.  26.    Zusatz. 

Jede  Proportion  zwischen  4  c^leichartigen  GrOssen  kann  daher, 
ohne  ein  Glied  zu  ändern,  in  8  Ordnungen 

aib=c''d,  aic^=^b'dj  b^az^dic,  b:d=aic,  e:c£=a:6v 
Ciaz=:d''b,  d:c=^b:a,  dibz:zc:a 

geschrieben  werden.  Man  sieht  hieraus,  dass  jede  Ordnuncc  zu- 
lässig ist,  wofern  nur  die  gleichnamigen  Glieder  gleichnamig  blei- 
ben/ auch  dass  jede  Oranung  zulässig  ist,  wofern  nur  oie  un- 
gleichnamigen Glieder  ungleichnamig  bleiben. 


§.  27.    Lehrsatz. 

Wenn  eine  Grösse  nach  mehreren  einfachen  Verhältnissen 
verändert  wird^  so  kommt  einerlei  Grösse  heraus,  nach  welcher 
Ordnung  man  auch  die  Verhältnisse  zusammensetzen  mag. 

Beweis.  Nach  §.  23.  ist  es  einerlei,  ob  man  die  Grösse  a 
nach  den  Verhältnissen  b:c  und  d'-e  oder  nach  den  Verhältnissen 
d:e  und  6:c  verändert;  folglich  ist  es  auch  einerlei,  ob  man  a 
nach  den  Verhältnissen  6:c,  d:e  und  f'-a  oder  nach  den  Ver- 
hältnissen d'-e,  b:c  und  /''.^verändert.  Folglich  kann  man  die 
Ordnung  6:c,  d-e,  f:g  in  die  Ordnung  d'-e,  oic,  /*:</ verwandeln. 
Macht  man  nun  a:h=^b:c,  so  ist  es  nach  6.23.  einerlei,  ob  man 
h  nach  den  Verhältnissen  d'-e  und  f:ff  oder  nach  den  Verhält- 
nissen f:g  und  d:e  verändert;  also  ist  es  einerlei,  ob  man  a  nach 
den  Verhältnissen  b'-c,  d:e,  f-g  oder  nach  den  Verhältnissen 
6:c,  f'Of  d-e  verwandelt.  Auf  diese  Art  kann  man  nach  und 
nach  jeaes  der  3  Verhältnisse  bic,  d^Cy  f:g  in  die  letzte  Stelle 
bringen,  und,  während  es  die  letzte  Stelle  liehält ,  die  Ordnung 
der  beiden  ersten  Stellen  beliebig  vertauschen.  Folglich  kann  man 
die  3  Verhältnisse  b'-c,  d-e.  f'-g  überhaupt  In  behebige  Ordnung 
bringen. 

Ist  a  nach  4  Verhältnissen  b:c,  d:e,f:g,  A :  t  zu  verwandeln, 
so  kann  man,  während  das  Verhältniss  n:t  die  letzte  Stelle  be* 
hält,  die  3  ersten  Verhältnisse  In  beliebige  Ordnung  stellen;  da- 
durch kommt  nach  und  nach  jedes  der  S  ersten  Verhältnisse  in 
die  3te  Stelle,  und  kann  dann  nach  §.  23.  durch  Verwechselung 
der  beiden  letzten  Stellen  in  die  letze  Stelle  kommen.  Während 
nun  jedes  der  4  Verhältnisse  in  der  letzten  Stelle  bleibt,  kann 
man  die  3  übrigen  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung  setzen;  also 
kann  man  überhaupt  alle  4  Verhältnisse  in  beliebige  Ordnung 
setzen. 

Auf  ähnliche  Art  macht  man  den  Schluss  von  4  Verhältnissen 
auf  5  u.  s.  w. 
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§.  28.    Lehrsatz. 

Wenn  2  einfache  Verhältnisse  einem  3ten ,  ans  mehreren  Ver- 
hältnissen zusammengesetzten  Verhältnisse  sleich  sind,  so  sind 
Sie  emander  gleich. 


Beweis.    Es  sei 


ai  b  z=z  c  i  d 
b    er=  f.g 

e :  A  =  ixk 

hl  l  zzzmin 


p:  q  =:  c  i  d 
q:r  =  fig 
Tis    =z  i  :  k 

Sit  =  m:n 


(wo  statt  4  Paar  auch  jede  andere  Anzahl  Paare  von  Verhältnissen 
gesetzt  werden  kann),  so  beweisen  wir,  dass  ail=pit 

Aus  a:6=c:cl  und p:9=c: erfolgt  simpl.  ex  aeq.  a:b=p:g 
„     b:ez=f:g    „    q:r  =  f:g     „        ^,        „    „      b:e  =  g:r 

ordin.  ex  aeq.  a:e=^p:r 
„     e:h=^i:k    „    r:s=i:k     „     simpl.  ex  aeq.  e : &=  r ;  s 

ordin.'  ex  aeq.  a:h=p:s 
u.  s.  w.,  endlich  a:l=^p:i, 

§.  29.    Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  einem  dritten  gleich  sind  (gleichviel 
welche  Verhältnisse  einfach,  und  welche  zusammengesetzt  sind)/ 
so  sind  sie  einander  gleich. 

Beweis.  Man  setze  statt  jedes  zusammengesetzten  Verhält- 
nisses ein  ihm  gleichbedeutendes  einfaches,  wovon  man  das  erste 
Glied  beliebig  und  von  beliebiger  x\rt  annehmen  kann,  so  folgt 
das  zu  Beweisende  unmittelbar  aus  §.  16. 


§.  30.    Lehrsatz. 

W^nn  mehrere  Verhältnisse  gleichartiger  Grossen  einander 
gleich  sind,  so  hat  die  Summe  der  Vorderglieder  zur  Summe  der 
Hinterglieder  das  nämliche  Verhältniss. 

Beweis.^  Es  sei  a:b=c:d,  und  a,  6,  c,  d  gleichartig,  so 
ist  ma'ZLnbi  je  nachdem  mc'21ndy  also  auch  ma'Znb^  je  nach- 
dem wa  + WC  ZI  «&  +  «</,  d.  i.  je  nachdem  ?ii(a-fc)  ZI  ^(6-fa),  also 
o;6  =  a+'c;6  +  Ä. 

Es  \ei  a:b=cid^e.t,  und  c,  6,  c,  rf,  e, /gleichartig,  so  ist  > 

a;ft=         a-\- ci b  ■\- d 
a:b  =  a  +  c  +  c;6+rf+/'. 

Thell  Vin.  '  ö 
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Auf  ähnliche  Art  macht  man  den  Scbluss  ron  3  Verhältnissen 
auf  4  u-  s.  w. 


(•  31.    Lehrsatz. 

Wenn  2  Verhältnisse  gleichartiger  Grössen  einander  gleich 
sind,  doch  so,  dass  die  Yorderglieder  der  beiden  Verhältnisse 
einander  ungleich,  und  die  Hinterglieder  einander  ungleich  sind, 
so  hat  die  Differenz  der  Vorderglieder  zur  Dtffierenz  der  Hinter- 
glieder das  nämliche  Verhältniss. 

Beweis.  Es  sei  a:b:=e:d,  und  a^c,  so  ist  auch  6>df. 
Man  mache 

a:  bz=za — e  :  e,  so  ist 
simpl.  ex  aeq.  a — c:c  =  c:«£=«— c+c;rf+c  (§.30.),  d.i. 

a — c:e=a:d-\-e 
g»— c:g  =  a:6 

d+e=^b  (§.7.),  also  c=6— d. 

Folglich  kann  man  statt  a:b=a — e:e  schreiben  a:6  =  a*^o:A — d. 


§.  32.    Zusatz. 

Wenn  mehrere  Verhältnisse  sieichartieer  Grössen  einander 
gleich  sind,  und  man  subtrahirt  und,  addirt  die  Vorder^lieder  pro- 
miscue,  und  subtrahirt  und  addirt  die  Hinterglieder  m  derselben 
Ordnung,  so  erhält  man  2  Grossen,  welche  in  dem  nämlichen 
Verhältniss  stehen,  z.B.  wenn  a:bz=icidz=ze:f^=zgxh^i:k,  und 
es  ist  «  +  c>c,  und  a  +  c— c+^Vt",  so  ist  auch  b+d>'f, 
b  +  d—f+h>k,  und  a;6=  a  +  c— 6+^— t:6  +  df— /'+A— i. 
Bei  diesen  Subtractionen  und  Additionen  kann  man  (nach  6.  14. 
und  S.  15.)  Glieder,  die  zu  einerlei  Verhältniss  geboren,  aucn  mit 
einerlei  Zahl  multipüciren  oder  dividiren  oder  mit  einerlei  Bruch 
multipliciren ;  z.  B.  wenn  a:b=c:d  =  e:f=:ff:hz=:i:k,  und  es 
ist  {/i+5c>e,  und  {a+6e— c+|o>t,.  so  ist  auch  J6  +  5d>/, 
Ib-f^d-^f^ihy^k,  und  a;6  =  la+ö<>-^+75^— «•"Ä+B^— /+i*— Ar. 


§.  33.    Lehrsatz. 

% 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (summando)  das  Iste  Glied 
zur  Summe  der  neiden  ersten  wie  das  3te  zur  Slumme  des  3teD 
und  4ten ,  auch  die  Summe  der  beiden  ersten  Glieder  zum  2ten 
wie  die  Summe  des  3ten  und  4ten  zum  4ten. 

Beweis.  Es  sei  a:b=c:d,  so  ist  nta<m(a-f6),  und 
mc^m(c+d).  Ist  i»<n,  so  ist  um  so  mehr  ma<n(a+*),  und 
mc<,n(c+d).    Ist  endlich  m^n,  so  ist 
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(m — n)a'Z.nb,   je  nachdem  (m — n)c'Zlnd 

ma'Z.n(a+b) ,  je  Dacbdem    mc'Z.n(c-\-€l). 

Folglich  ist  überhaupt,  welche  ganze  Zahlen  man  auch  anter  m 
und  n  verstehen  mag,  ma'21.n{a-\-b) ,  je  nachdem  mc'ZLn{c-\-d). 
Folglich  rerhält  sich  a :  a+b  =  c :  c+d.  Da  aber  b:a=d:Cy  so  Ist 
auch  6:6+a=rf;rf+c,  d,  i.  a+6;6  =  c+rf;rf« 


§.  34    Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (differentiando)  das  Iste  Glied 
zur  Differenz  der  beiden  ersten  wie  das  3te  Glied  zur  Differenz 
des  3ten  und  4ten,  und  die  Differenz  der  beiden  ersten  Glieder 
zum  2ten  wie  die  Differenz  des  3ten  und  4ten  zum  4ten« 

Beweis.  Es  sei  a:b  =  c:d ,  und  a>6,  so  ist  auch  e^ci 
Man  mache 

a:a—b=c:e,    so  ist 


ord.  ex  aeq.  a — b  :  b=^e:d,   also  (summando)  ü — b:a=e:d'\-e 

a — b:a=ze:c 

d+e=c(§.7.) 

also  6=0— c2.    Statt  a:a — b=zc:e  kann  man  also  schreiben 

a:a—b:=:c:C'^d 
a:     b    =c:d 


ord,  ex  aeq.  a — b:b=^c — d:d. 

Es  sei  dagegen  a:b:=:c:d,  und  a<6,  seist 6; a=c£:c,  und 
Ä>a,  folglich  b:b — a=zd:d — c,  und  6 — a:a^=zd-'C:c,  d.  i. 
b^~^a:b  =  d—c:d,  und  a\b^a=^c:d—c. 


§.  35.    Lehrsatz. 

In  jeder  Proportion  verhält  sich  (summando  et  differentiando) 
die  Summe  der  neiden  ersten  Glieder  zu  ihrer  Differenz  wie  die 
Summe  der  beiden  letzten  Glieder  zu  ihrer  DilFerenz. 

Beweis.    Es  sei  a:bT=zc:dy  und  a>6,  so  verhält  sich 

a-{'b  :  b=^C'\-d:  d 
a^b :  b  =  c^d  :  d 


ord.  ex  aeq.  a+A:  a  — 6  =  c+rf:c — d. 

Es  sei  aber  a:b=zc:d,  und  a<6,  so  verhält  sich 

a  +  b  :  b  =c+d:  d 

b — a :  b  =  d — c  ;  d 

ord.  ex  aeq.  a+b  :  b — a  =  c-f  c(:  c(»«c. 


9* 
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§.  36.    Lebrsatz; 

Wenn  mehrere  Proportionen,  welche  aus  lauter  gleichen  Ver- 
hältnissen bestehen,  Glied  ffir  Glied  zusammen  addirt  «Verden,  so 
erhält  man  wieder  eine  richtige  Proportion. 

Beweis.    Es  sei 

a:b:=zc:dz=ze:f 
g:hz=z  i:  k  =  e:f,  ^j. 

l  :m=z  n: p  =z  e :  f 
q  :'r  =::  s  ;  t  z=i  e  :  f 

(wo  statt  4  Reihen  auch  jede  beliebige  Anzahl  von  Reihen  uuter 
einander  gesetzt  sein  können),  so  beweisen  wir,  dass 

Aus  aib=e:f,  gihz=ze:fy  l:m:=:e:f  und  q:rr=ze:f  folgt 
nach  6.  30. 

aus  cid'^zeif,  iik-^zeif^  n:pz=:e:f  umA  s''tz=:eif  ahet 

simpl.  ex  aeq.  a+^+/+5':6+A+wi+r=c+i-|-ii+jr:rf+Ä;+/7+f. 

§•  37.    Zusatz. 

* 

Statt  der  im  vorigen  Paragraphen  erwähnten  Addition  kann  man 
auch  promiscue  addiren  und  subtrahiren,  und  dabei  jedes  Glied 
mit  eiper  ganzen  Zahl  muitipliciren  oder  dividiren  oder  mit  einem 
Bruch  muitipliciren;  z.  B.  aus  den  oben  mit  (1)  bezeichneten  Pro- 
portionen kann  man  (wenn  la-^^g"^  ^t)  schiiessen: 

§•  38w    Zusatz. 

Bei  der  in  §.  35.  erwähnten  Schlussart  summando  et  differen- 
tiando  kann  man  auch  gleichnamige  Glieder  mit  einerlei  Zahl 
muitipliciren  oder  dividiren  oder  mit  einerlei  Bruch  muHipliciren; 
z.  B.  aus  a:b=:cid  kann  man,  wenn  6a<S6,  schiiessen: 

und,   wenn  |Ä>Ta  ist. 
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§.  39.    Lehrsatz. 

Wenn  4  gleichartige  Grössen,  welche  nicht  sämmtiich  ein- 
ander gleich  sind^  in  Proportion  stehen,  so  sind  entweder  2  und 
2  einander  gleich,  oder  es  sind  nur  2  einander  ^(eich  und  eine 

grosser  una  eine  kleiner ,  oder  alle  4  sind  ungleich ;  im  ersten 
all  sind  die  gleichen  Glieder  gleichnamie^,  im  zweiten  Fall  aber 
die  gleichen  Glieder  ungleichnamig  und  das  eröi^ste  und  kleinste 
ebenfalls  unter  einander  ungleichnamig,  im  dritten  Fall  endlieh 
das  grusste  und  kleinste  Glied  ungleichnamig ;  im  zweiten  und  drit- 
ten Fall  ist  die  Summe  des  grüssten,  und  kleinsten  Gliedes  >  als 
die  Summe  der  beiden  übrigen  Glieder. 

Beweis.  1)  Es  sei  aib^zcid,  unda=6,  so  ist  auch  c=cf, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

2)  Es  sei  aib:=zcid,  und  a>6,  aber  =e,  so  ist  auchb=^d, 
aho  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

3)  Es  sei  a:6=c:c£,  und  a>6,  auch  a^c,  und  6=e,  so 
ist  a  das  grus^te,  und  d  das  kleinste  Glied,  also  die  gleichen 
Glieder  ungleichnamig  und  das  grosste  und  kleinste  ebenfalls  unter 
einander  ungleichnamig^.  Es  ist  also  a :  6=  b :  d.  Setzt  man  cp=b-\-e, 
so  wird  6-|-6:6=:A:a,  und  setzt  man  noch  b:=zd+f,  so  wird 
d-\-e-\-fid-\-f^:ridr{-fidj  also  die  Summe  des  grISssten  und  kleinsten 
Gliedes  :=2d+e+f,  die  Summe  der  beiden  übrigen  Glieder  aber 
=z'2d+f+f.  Aus  d+e+f:d^f=d+f:d  folgt  nach  §.  34.  eidff 
zizfid.  Da  in  dieser  Proportion  das  Glied  d-{-f^d  ist,  so  ist 
auch  «>/,  also  2rf+e+/>  2rf+/4-/,  d.  i.  die  Summe  des  grossten 
und  kleinsten  Gliedes  in  der  Proportion  a:b=iC'd  grosser  als  die 
Summe  der  beiden  übrigen  Glieder. 

4)  Es  sei  a:6=:c:  d,  und  a>6,  auch  a'^c,  auch  6>c,  so  folgen 
die  4  Glieder  a,  b,c,d  nach  der  Ordnung  ihrer  Grösse,  vom  grossten 
bis  zum  kleinsten,  auf  einander;  wir  wollen  beweisen,  dass  a  +  d 
>6+c.  Man  setze  c=zd-\-ey  b  =  c+f,  a=b-^g,  so  kann  man 
statt  a:bz=ic:d  schreiben  d\-e+f-^g :  d+e+f^d+e : d.  Folglich  ist 
a^d=:2d+e+f+g ,  uüd  b+c=:2d^e+f+e.  Ans  d+e+f^p'd+e+f 
=  c/+^:rf  folgt  nach  §.  34.  g:d+e^f=eird.  Da  in  dieser 
Proportion  das  Glied  d-t-e+f^d  ist,  so  ist  auch  ^>ß,  also 
2d+e+f+ff  >  2d+e+f+e ,  d.  i.  a+d>  6+c. 

5)  Es  sei  a:b=:cid,  und  a>6,  auch  «>c,  aber'^<e, 
so  ist  (weil  a>6)  c^d,  und  (weil  a^  c)  b^d;  folglich  ist  a  das 
grosste  und  d  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Durch  Ver- 
wechselung der  mittleren  Glieder  erhält  man  a:c=6:£2,  woraus 
nach  Nro.  4)  folgt,  dass  a+rf>6+c. 

6)  Es  sei  aib=c-d,  und  a>6,  a<c,  aber  a=dj  so  ist 
c  das  grüsste,  und  b  das  kleinste  Glied  der  Proportion.  Da  nun 
c:d[=a:A,  so  ist  nach  Nro.  3)  c-{-b^d+a, 

7)  Es  sei  a'-b=:cid,  und  a>6,  a<c,  a>rf,  so  ist  (weil 
c^  a)  d^b;  also  ist  c  das  grosste,  und  6  das  kleinste  Glied  der 
Proportion.    Da  nun  cidz::^aiby  so  ist  nach  Nro.  5)  c-|-6>c^hA* 


/ 
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8)  Es  sei  aib=cid,  und  a>6«  a<e,  O'^.d,  so  ist  (weil 
a>6)  e>cl;  also  ist  c  das  grOsste,  und  6  das  kleinste  Glied. 
Da  nun  c:c£=a:6,  so  ist  nach  4)  c+b^d+a. 

9)  Es  sei  a:6==c:dE,  und  a<6,  abersb»  so  ist  auch  6= <2, 
also  die  gleichen  Glieder  gleichnamig. 

10)  Es  sei  aib^szcid,  und  a<6,  aber  >c,  und  a=;cl9- so 
ist  durch  Verwechselunff  der  mittleren  Glieder  ii:c=:6si4  und  wir 
haben  wieder  den  Fall  Nro.  6). 

11)  Es  sei  a''b=:cid,  und  a^^b^  aber  >c»  auch  a>c£>  so 
ist  durch  Verwechselung  der  mittleren  Glieder  aic^bid,  und  wir 
haben  wieder  den  Fall  mo.  7). 

12)  Es  sei  a:b=cid,  und  a<6,  a^c,  a<,d,  so  ist  wie- 
derum aic=bid,  und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  8). 

13)  Es  sei  a:b^=2c:d,  und  a<6,  a<c,  und  6=:g>  so  ist 
i2:o=6:ai  und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  3). 

14)  Es  sei  aib:=:cid9  und  a^b,  a^c,  6>c,  so  ist  d^bzizcia, 
und  wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

15^  Essei  a:6=c:c£,  und  a<6,  a^c,b^c,  so  Ist  dic^=bia, 
und  Wir  haben  wieder  den  Fall  Nro.  4). 

§.  40.    Lehrsatz. 

Zwischen  jeden  2  gleichartigen  Grössen  kann  man  so  viel 
mittlere  stetige  Proportionalgrussen  finden «  als  man  will>  aber, 
wenn  ihre  Anzahl  gegeben  ist,  immer  nur  dieselben  Grössen. 

Beweis.  Es  seien  a  und  b  zwei  gleichartige  Grössen >  und 
b^a;  es  sollen  3  mittlere  stetige  Proportionalen  gefunden  werden. 
Man  bilde  die  geometrische  Reihe  a,  c,  d,  e,  fj  und  lasse  c  von 
dem  Werthe  a  an  stetig  über  alle  Grenzen  hinaus  wachsen^  so  ist 
(nach  dem  vorigen  Paragrauhen)  stets  c — a<  d — c,  d — c<  e — d,  und 
e — d<^f—ey  also  ^a>4(c — a).  Da  nun  a*'C:=-cidy  und  c  stetig 
wächst^  so  wächst  'auch  d  stetig;  da  a:e=<2:e>  und  c  und  d 
stetig  wachsen,  so  wächst  auch  e  stetig;  da  aic^^e^f,  und  c  und 
e  stetig  wachsen ,  so  wächst  auch  f  stetig.  Da  aber  c — a  über  aille 
Grenzen  hinaus  wächst,  so  wäcnst  um  so  mehr  f--a  (welche 
Differenz  nach  Obisem  >4(e — a)  ist)  über  alle  Grenzen  hinaus; 
folglich  wächst  f  über  alle  Gränzen  hinaus.  Es  muss  also  einen, 
aber  auch  nur  Einen  Werth  von  c  geben',  für  welchen  /=6  ist, 
und  diesem  Werth  von  c  entspricht  nur  Ein  Werth  von  d  und 
nur  Ein  Werth  von  e. 

Es  sei  aber  nun  6<a,  so  lassen  sich,  weil  a> 6 ist,  zwischen 
b  und  a  so  viele  mittlere  Proportionalen  finden ,  als  man  will,  aber, 
wenn  ihre  Anzahl  gegeben  ist,  immer  nur  dieselben  Grössen. 
Diese^  mittleren  Proportionalen  sind  aber,  in  umgekehrter  Ordnung> 
die  mittleren  Proportionalen  zwischen  a  und  6. 

§.  4L    Zusatz. 

Zu  jedem  gegebenen  Verhältniss  ist  allemal  ein,  aber  auch  nur 
Ein  Verhältniss  möglich,  welches,  eine  gegebene  Anzahl  mal  mit 
sich  selbst  zusammengesetzt,  das  gegebene  Verhältniss  giebt. 


135 


$.   42.    Erklärung. 

Ein  soleheis  VerhUtniss  heisst  ein  getheiltes  Verhältniss 
(das  halbe  Verhältnisse  das  gedrittheilte  Verhältnisse  das 
geviertheiite  Verhältnisse  u.  s.  w.)^  und  wird  durch  einen  vor- 
gesetzten Bruch  bezeichnet;  so  ist  i(aib)  das  Verhältniss  von  a 
zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Proportionalen  zwischen  a  und  6. 


§.  43.    LehrsatjE. 

Wenn  2  Verhältnisse  einander  gleich  sind,  so  sind  auch  ihre 
gehalbtheilteue  gedrittheilten  Verhältnisse  u«  s.  w,  einander  gleich. 

Beweis.  Es  sei  aib:=^cid,  so  beweisen  wir,  dass  a  sich 
a.  B.  zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Proportionalen  zwischen 
a  und  6  verhält  wie  c  zur  ersten  der  3  mittleren  stetigen  Propor- 
tionalen zwischen  c  und  d.  Es  sei  a:e=si  (a<6)e  und  man  mache 
fl:e=ü:/e  so  ist 

a:6==4(a:6)  =4(c:/) 

simpl.  ex  aeq.  ^{c-f)  zscid,  also  eif=z\(cid)  *    . 

c:/=ii:e=}fa:6) 


simpl.  ex  aeq.  |(a:6)=i(o:cQ. 


{.  44.    Lehrsatz. 

Anstatt  ein  Verhältniss  zu  theilen  und  dann  zu  vervielfältigen^ 
kann  man  von  dem  Ebensovielfacben  dfes  gegebenen  Verhältnisses 
das  ebensovielste  getheilte  Verhältniss  nenmen. 

Beweis.  Es  seien  a  uqd  b  gleichartige  Grössen ,  und  m  und 
n  beliebige  ganze  Zahlen;  wir  wollen  beweisen  ^  dass  9t(-—  (a:6)) 

=  — (n(a:6)).    Das  mfache  des  Verhältnisses — (a:ö)   ist   aib, 
m  m 

also  das  mfache  des  Verhältnisses  n(— (a:6))  =n(a:6)e  aber  das 

fit 

mfache  des  Verhältnisses  ~(n(a:£))  ebenfalls  =:n(a:A).  Folglich 

m  ^ 

«  *  1  1 

st  (nach  dem  vorigen  Paragraphen)  »  (—  (a :  6))  =^{n(a'*  6)). 

rW  III 


$.  45.    Erklärung. 

1  1  ' 

Das  Verhältniss  »(—(0:6))  oder  —  (»(asfi))   heisst  ein  ge 

m  m 
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brodteaes  YcrhStfaMSB,  «nd  wird  kiixer  darch  ^(«:6)    aa^e- 

drickt;    »:s    haatt  io    diesai    Fall     das    BrechnagsTer- 
fcältaiss. 


S-  46u    Lekraat: 


Waaa  ana  awiadiCB  ciaer  Grosse  aad  eiaem  afi^iaotea  TIml 
dcndbea  eiae  oder  mehrere  autdere  stetige  PropocüoBalea  aianat, 
so  ist  eatireder  jede  mittlere  ProportioBale  eia  aDqooter  Theil 
jeder  nSsserea  aiittiaea  Proporüoaale,  oder  das  getfaeilte  Ter- 
aältnJHS  ist  eia  irratioaales. 

Beweis.    IKe  gegebeoe  Grosse  sei  ia  ai  gicicke  Tketle  ge- 

tkott,  aad  eia   sokkcr  Tkeil  sei  a,  nad  maa  audie  -~  (a:  aia) 

n 

=  a:6.    Ist  alsdawB    a  keia  aliqooter  Theil  ¥00  b,  so  beweiseD 
wir,  dass  das  Yerkahaiss  a: 6  eio  irrationales  seL    Gesetzt »  a:6 

atk  eia  rafiooales  V^fcaltaiss,  oad  es  sm  6  =  ^  a»  so  w5ie  am 

P 

=  1—  a;  also  anasste  fß  «a  afiqaotn*  Tkeil  Ton  ^  SMa^  wddiea 

aber,  weil  p  keia  aliqiioter  Theil  von  q  ist,  oamt^li^  ist.    Folg- 
lick  ist  die  Aamkoie  iaisck,  and  a:6  eia  irratioaalas  Yerhaltniss. 


$.  47.    Lehrsatz 

Jedes  Verhaltaiss  eiaer  kleineren  Grösse  xa  eiaw  gruoaeren 
kaaa  als  ein  ▼ielfaches  oder  getheiltes  oder  gebrochenes  Verhalt- 
aiss jedes  anderen  Terhaltalsses  einer  kleineren  Grosse  sa  eiaer 
^russerea  angesehen  werden,  and  das  Brechan^srerhSltidss  ist  für 
jedes  gegebene  Pauur  Ton  Verhältnissen  nor  JBines,  wenngleich 
ucht  aUemal  rational. 

Beweis.  Esseia-^ft,  und  c<<2,  und  man  mache  cul=a:e. 
Haa  theile  das  Verhaltaiss  c:<2betiebig;  maa  mache  ^{e'^^=za:f. 


Dana  ist  entweder  das  Verhaltaiss  aib  ein  VleUaches  Ton  aif, 
oder  es  giebt  2Vielfiudie  n(azf)=zazg  and  (a-|-l)(a:/)==a:ATon 
der  Art,  dass  6  zwischen  g  and  k  li^t.   im  letzteren  Falle  mache 

1 

man  ^---(c:d)z=azi,   aad  fahre  mit  der  continairlichen  Halbth^ 

faiK  des  Verhältaisses  a:f  fort,  so  erhellt  das  zn Beimsendeeaaz 
anl   ähaliche  Art  wie  ia  6.  %,   wenn  maa  noch  6.  39.  za  Hülfe 


Denn  macht  manezd^bii,  — (6:ib)=6:|,  ^r-  (6:ib)=A:», 

m  zm 

- — (6:i&)=6:p,  a.  s.  w.,   so  ist  aach   6.  30.  I — t <-         , 
4m  '^  *  ai 
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n— 6<-H — 9  P — *<-i — »  ^-  s.  w. ;   da  man  nun  durch  fortge- 
eilt    *^  4m  ~ 

setzte  HalbiruDgen  ( ,  -^ — *  "j — *  "•  s.  w.)  auf  eine  Grosse 

komint>  welche  kleiner  ist  als  jede  gegebene  Grosse  derselben  Art, 
so  kommt  man  um  so  mehr  aurch  fortgesetzte  Halbtheilung  des 
Verhältnisses  (/ — 6,  n— 6,  p — 6,  u/s.  w.)  auf  einen  Unterscnied^ 
welcher  kleiner  ist  als  jede  geeebeue  Grosse  derselben  Art;  folg- 
^  lieh  wird  um  so  mehr  der  Unterschied  h — ^  durch  fortgesetzte 
HalbtheiluDg  des  Verhältnisses  kleiner  als  jede  gegebene  Grosse 
derselben  iürt« 


§,  48.    Zusatz. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  man  jedes  Verhältnis  einer 
grosseren  Grösse  zu  einer  kleineren  mit  jedem  anderen  Verhält- 
niss  einer  grösseren  Grösse  zu  einer  kleineren  vergleicht 


Uelber  die  Bestimmunip  einer  Orftnze, 
welche  die  Anzahl  der  hei  der  Auf- 
suehunip  des  f^ossten  j^emeinschaft- 
iiehen  TheUers  zweier  Zahlen  zn 
machenden    Divisionen    nichf    fiher- 

sfeiffen  kann. 

Von 

dem  Herausgeber. 


In  verschiedenen  französischen  Journalen^  namentlich  in  dem 
Journal  de  Math^matiques  pures  et  appiiqu^es  von 
Ljouville,  in  den  Comptes  rendus  de  rXcadämie  des 
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flcieDces,  und  in  d«n  Nouvelles  Anoales  de  Math^ma- 
tiques  von  Terquem  and  Gerono,  kommen  seit  einiger  Zeit 
Untersuchungen  über  die  Bestimmung  einer  Gränze  vor,  welche 
die  Anzahl  der  bei  der  Aufsuchung  des  gr5ssten  gemeinschaftlichen 
Theilers  zweier  Zahlen  zu  machenden  Divisionen  nicht  übersteigen 
kann.  Wenn  ich  auch  diese  Untersuchungen  nach  dem ,  was  jetzt 
vorliegt,  noch  nicht  für  abgeschlossen  halte,  so  will  ich  doch  die 
mir  besonders  wichtig  und  interessant  scheinenden  Resultate  der- 
selben den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  im  Zusammenhange 
mittheilen,  indem  ich  hoffe «  dass  dadurch  vielleicht  einer  oder  der 
andere  veranlasst  werden  wird ,  diesem  jedenfalls  sehr  interessan* 
ten  Gegenstande  noch  weiter  nachzuforschen. 


§.  1. 

Wenn  wir  zwei  beliebige  ganze  Zahlen  durch  A^j  Bi  be- 
zeichnen, so  ist  die  Bestimmung  des  grossten  gemeinscnaftlichen 
Theilers  derselben  nach  der  schon  von  Euklides  gelehrten  Me- 
thode bekanntlich  in  dem  folgenden  Schema  enthalten: 


Bi    Ai    Qi 

B,Qt 

Bi\Bi 

IQs 

B^Q, 

\ 

**'4."* 

£|.«* 

fi»-i 

1  Ä-t  1 

Qn-x 

ß 

Äl— 1  Ofl— 1 

* 

f 

Ä      1 

B„Qn 
0 

1    Qn 

wo 

die  Grossen 

Bx  9  Bg^%  ij8  >  ^4»  •  •  -^»—1  f  ßn 

eine  fortwährend  abnehmeDde  Reihe  bilden,  und  der  letzte  Divi- 
sor Bny  bei  welchem  die  Division  aufgeht,  welcher  Fall  bekannt- 
lich immer  endlich  einmal  eintreten  muss,  der  gesuchte  grusste 
gemeinschaftliche  Theiler  der  beiden  gegebenen  Zahlen  ^i,  JB^  ist. 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen . 

Bi  =  2^  Qa  +  ^3 
i?2  =:  B^Q^  +  i?4, 

u.  s.  w. 

Bn^SzBnQnl 


139 


also>  wenn  man  mit  D  dividirt: 


-^1  —  -^1  n       r    ^« 


U.   8.   \T. 

^»-i  n         ■   Ä 

~Ö  TT  ^"""^  ^  "B"' 

Ist  nun  D  ein  Theiler  Ton  Ai  und  ^ ,  so  sind  offenbar  auch 

B^    B9    B^          R^^     Bn 
'D*  'D'  'D' 2F'   1) 

fiämmtlicb  ganze  Zahlen,  und  die  nicht  verschwindenden  Grossen 

Bi      B^     B^      Bn  Bn—i     Bn 

'D'  BT*  ~D'  'D'     '*  TT"'  ID 

bilden  eine  fortwährend  abnehmende  Reihe.  Auch,  ist  klar,  dass 
-jY  der  grosste  gemeinschaftliche  Theiler  von   j~   und    -j^   ist. 

Hieraus  ersieht  sich,  dass  man,  um  den  grössten  gemeinschaft- 
lichen  Theiler  von  Ai  und  Bi  zu 'finden,    und  um  den  grossten 

gemeinschaftlichen  Theiler  von    j^  und  -^     zu  erhalten,    ganz 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  machen  muss.  Weil  nun  Bn  ein 
Theiler  von  Ai  und  Bi  ist,  so  kann  man  im  Vorhergehenden 
D=J?n  setzen,  und  man  wird  also,  um  den  grOssten  gemein- 
schaftlichen Theiler    von  At   und  Bt,    und  um  den  grussten  ge- 

A  B 

meinschaftlichen  Theiler  von  ^  und  -^  zu  finden,  immer  ganz 

Ä  ^        Ä 

dieselbe  Anzahl  von  Divisionen  zu  machen  haben.  Deshalb  wollen 
wir  im  Folgenden  annehmen,  dass  Ai  und  Bi  relative  Primzahlen 
sind,  oder  wir  wollen,  was  offenbar  dasselbe  ist,  Bn^=^  1  setzen, 
woraus  sich  nach  der  Natur  des  angewandten  Verfahrens  ganz  von 
selbst  ergiebt,  dass  die  Grössen 

I  B\^  f  B^ ,  B^  y  -04 ,  •  •  •  •  Bn—\ 

* 

sämmlich  grösser  als  die  Einheit  sind,  und  also  der  kleinste  Wcrtfi, 
welchen  eine  jede  derselben  erhalten  kann,  2  ist. 
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S.  2. 

Wenn  nun  Bic^i,  Bk^  A-fi  drei  beliebige  eioander  benach- 
barte Glieder  der  Reihe 

Bi ,  B^i  B^ ,  B^ 9  •  •  •  Bn^i ,  Bn 

sind;  so  haben  wir  nach  dem  Vorhergehenden  die  iGleicbung 

Bk^  =  BkQk  +  Bki^iy 

aas  welcher  sich  ergiebt«  dass  immer 

4 

ist.    Nach  dein  vorhergeheDdeo  Paragraphen  ist  aber 


Also  ist  offenbar  kein  Glied  der  Reihe 

Bn»  Bm—ip  Bmr-%9  Btk-^,  B»—^,  Bn-^ 


>   •  •  • 


1 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34, 

welche  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  Gllede  an  jedes  Glied 
die  Summe  der  beiden  unmittelbar  vorhergehenden  ist.  Bezeichnen 
wir  folglich  die  Glieder  dieser  Reihe  durch 

w 

und  setzen  also 

Äi  =  1, 
2^  =  2, 
Äs  =  Kl  +  Ä«, 
A4  ==  Sa  +  S39 
Ä5  =  A3  +  A4, 
Ä^  =^  A4  +  A59 
Äy  =  K5  +  Ä«, 
u.  s.  w. 

so  ist  kein  Glied  der  Reihe 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 
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welcbe  wir  im  Folgenden  die  Reike  (I)  nennen  wollen.  Also  ist, 
wenn  man  wie  im  Vorberffebenden,  um  den  ffrossten  g®ni®>DScbaft- 
licben  Tbeiler  ron  Ai  und  Bi  zu  finden,  n  1)tTi0ioneD  su  machen 
genutbigt  war^  immer 


Bi  w   Ä 


n  9 


woraus  sieb  ersieht,  dass,  wenn  überhaupt  2U  das  erste,  B^ 
übersteigende  Glied  der  Reihe  (I)  ist ,  die  AnzanI  der  DiTisionen, 
welche  die  Aufsuchung  des  srössten  gemeinschafUichen  Theilers 
von  Ai  und  Bi  erfordert,  nicht  grosser  als  u— 1  ist,  weil,  wenn 
die  Anzahl  dieser  Divisionen  ft  wäre,  nach  aem  Obigen 

ßi  ^  Ätf, 

folglich  K^  nicht  das  erste,  B^  übersteigende  Glied  der  Reibe 
(I)  sein  würde,  wie  doch  angenommen  wurde.  Wenn  man  also 
eine  Grosse  finden  will,  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  der  Zahlen  ^ 
und  Bi  nuthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  so 
verfahre  man  auf  folgende  Art : 

In  der  Reihe  (I)  suche  man  das  erste  Glied  auf, 
welches  grösser  als  i?i  ist;  dann  kann  die  Anzahl  der 
durch  die  Aufsuchung  des  grOssten  gemeinschaftlichen 
Theilers  von  Ax  uncf  i?i  nöthig  gemachten  Divisionen 
nicht  grösser  als  die  Anzahl  der  diesem  Gliede  vor- 
hergehenden Glieder  der  Reihe  (I)  sein. 

Wenn  auch  im  Vorhergehenden  angenommen  worden  ist;,  dass 
Ai  und  Bi  relative  Primzahlen  sein  sollen,  so  kann  man  diese 
von   Lionnet   in   den   Nouvelles  Annales  de  Matbömati- 

q 

1845, 

die  in 'Rede  stetTende  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist;  nur  wird 
man  dann  nicht  die  niedrigste  Gränze  finden,  welche  die  Anzahl 
der  durch  die  Aufsuchung  des  grOsi^ten  gemeinschaftlichen  Theilers 
von  Ax  und  Bi  nötbig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen 
kann ;  eine  niedrigere  Crränze  wird  sich  immer  ergeben ,  wenn  man 
die  Regel  auf  die  Quotienten  anwendet,  welche  man  erhält,  wenn 
man  Ai  und  Bi  durch  einen  ihrer  gemeinschaftlichen  Tbeiler  di- 
vidirt,  und  die  niedrio;ste  Gränze  bekommt  man  durch  die  Anwen- 
dung der  Resel  auf  oie  Quotienten,  welche  man  erhält,  wenn  A^ 
und  Bi  durcb  ihren  grussten  gemeinschaftlichen  Tbeiler  dividirt 
werden,  was  wir  durcb  das  folgende  Beispiel  erläutern  wollen. 

Die  Reihe  (I)  ist 

1,  2,  3,  5,  8,  13,  21,  34,  55,  89,  144,  233,  377, 
610,  987,  1597,  2584,  4181,  .... 
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bt  DUO  J^=2Mi,  i?|=:U22,  so  ist  das  erste  R  fiberstei- 
geode  Glied  dieser  Reihe  1997,  nnd  die  Gränze,  welcbe  die  An- 
zahl der  dordi  die  Anfinichiii^  des  grOssten  genieioschaftiicheo 
Tbeilers  iron  2004  und  1122  n5thig  |emachteD  DI?isioiien  nicht 
übersteigen  kann,  ist  folglich  15.  Di?idiren  wir  aber  2904  nnd 
1122  dnrch  11,  so  kdnnen  wir  J^  =264,  J^=:102setxen,  nnd  das 
erste  Bi  fibmtei^nde  Glied  der  Reihe  (t)  Ist  folglich  144,  die 
Gränze,  weiche  die  Anzahl  der  dnrch  die  Aufsnchung  des  grossten 

Snneinscfaafiiichen  Tbeilers  von  1904  nnd  1122  nothig  gemachten 
ivisionen  nicht  übersteigen  kinn,  also  10.  Der  grossto  gemein- 
schaftliche Theiler  Ton  2904  und  1122  ist  66,  so  dass  inr  also 
Ai=4i,  2^=17  setzen  kdnnen,  wo  dann  das  erstell  fiberstei'- 

Sende  Glied  der  Reihe  (1)  21,  also  die  Grunze,  welche  die  Anzahl 
er  dnrch  die  Anfsnchnng  des  grSssten  gemeinschaftlichen  Tbei- 
lers von  2904  nnd  1122  nothig  gemachten  IMnsionen  nicht  über- 
steigen  kann »  6  ist  Die  Richtigkeit  hiervon  zeigt  die  folgende 
Recnnnng: 

1122  ]  2904  I  2 
2244 

660  1 1122  1 1 
660 

4e2|660|l 
462 

198  I  462  I  2 
306 

66  1 196  I  3 
198 


0 


§.  3. 


Eine  andere   Regel  hat  der   scharfsinnige   Lam^    in    den 
Comptes  rendns  de  l'Acadi^mie  des  sciences.    28.  Octo- 


bre  1844.  g^eben,  zn  welcher  man  aof  folgende  Weise  gelangen 
kann. 


Nach  dem 

Vorhergehenden 

bt 

Bn 

=  1, 

B,^ 

>2. 

B,^ 

;  ^^» 

&-. 

J5. 

B^ 

'>« 

und 
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13.    «^-.-21; 


also 


jB»_^,  >  1 .  10, 
B,^  >  2  .  10, 
Ä-r  >  3  .  10, 
Ä-«  >  5  .  10, 
Ä_  >  8 .  10 


und 


Bn^o  >  !»•  10.    &-11  >  21 .  10; 
also 

Ä»-jo  >  1  .  10». 

Bn^l  >  2  .  10«. 
Bn^t  >  3 .  10", 

Ä,-,,  >  5  .  10«, 
JB,^_i4  >  8 .  10« 


und 


also 


JB,»-,»  >  13  .  10«.    Ä.-M  >  21 .  10» 

i».^.  >  1 .  10». 
B^t  >  2  .  10». 
Bn^r  >  3  .  10», 
Ä.^,  >  5  .  10», 
JB,»_j,  >  8 .  10» 


and 


also 


13.1 

0»,    1?,^^  >  21.10»; 

i?— ! 

»  >  1  •  10«, 

Ä—ä 

a  >2.10«, 

Ä-M 

B>3.10«, 

B^ 

B  >  5  .  10», 

B^ 

M  >  8 .  10* 

und 


>  13  .  10«,    Bn^  >  21  .  10*. 

Wie  man  anf  diese  Art  weiter  geben  kann ,  ist  klar. 

Es  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>5A  ist>  immer 

Wenn  nun,  indem  N  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bi  bezeicbnet, 
n>5iV  wSre,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 

2?»-52vJ10^; 

und  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bm-^N  wäre  also  mindestens 
A-l-1.    Folglich  wäre,  da 

ist,  auch  die  Anzahl  der  Ziffern  von  JS^  mindestens  iV-|-l^  and 
demnach  nicht  bloss  iV,  wie  doch  vorausgesetzt  wurde.    Daher 

kann  nicht  n>5iVsein,  und  es  ist  folglich  immer  n^5iV,  wel- 
ches uns  zu  dem  folgenden  zuerst  von  Lam^  gefundenen  Satze 
fahrt  : 

Die  Anzahl  der  zu  der  Aufsuchung  des  grussten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  ^j  und  ^^  erforder- 
lichen Divisionen  kann  nie'  die  fünffache  Anzahl  der 
Ziffern  der  Zahl  By  übersteigen. 

Auch  für  diese  Regel  gilt  die  schon  oben  gemachte  Bemer- 
kung-,  dass  es  bei  deren  Anwendung  nicht  unbedingt  nuthig  istj 
dass  Ai  und  Bi  relative  Primzahlen  sind.  Natürlich  wird  man 
aber  die  niedrigste  Gränze  erbalten,  wenn  dies  der  Fall  ist.  Für 
die  Zahlen  29<M  und  1122  liefert  uns  die  Regel  von  Lam^  die 
Zahl  20  als  Gränze,  welche  höber  ist  als  die  Gränze  15,  welche 
uns  oben  die  Regel  von  Lionnet  lieferte.  Für  die  Zahlen  264 
und  102  liefert  uns  die  Resel  von  L  a  m  ^  die  Gränze  15 ;  aus  der 
Regel  von  Lionnet  erean  sich  10  al^  Gränze.  Für  die  Zahlen 
44  und  17  liefert  uns  llie  Regel  von  Lame  die  Gränze  10;  aus 
der  Regel  von  Lionnet  ergab  sich  6  als  Gränze.  Hieraus  er- 
hellet, dass  die  Regel  von  Lionnet  der  Regel  von  Lam^  vor- 
zuziehen ist,  wenn  auch  der  von  letzterem  gefundene  Satz  aller- 
dings an  sich  ein  besonderes  Interesse  darbietet. 


§,4. 

Es  seien  jetzt  wieder  Bk—i  y  Bh%  Bic\\  drei  einander  benach- 
barte Glieder  der  Reihe 

Bi ,  B^ ,  B^  ,  io4  9  •  •  .  Bn—\ ,  Bn» 
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=  1 

,  Wenn  Bk  ^  0  A— i  ist,*  69  ist,  ii^il  bekanntlich  immer  Bk-^i 
<  jRjb  ist,  Bk^i  ^^Bk-f    Wäre  aber  zugleich  Bk^^^rBk-^  und 

iS  I  st  • 

-Bfrfi^^Ä-i,  so  wäre  offenbar,    . 


.  \    ,  \> 


was  angeretmt  ist,  weil  bekaontiich 

Bt-i  =;  Afc  Qfc  f  Äfcf  , 

1  1 

ist  Wenn  also  Bk^^Bk^^  istp   so   ist   Bk-^i<,^Bk~^,  und  es 
ist  folglich  immer 


1 

i?Hi  <  |Ä-i. 

Hiernach  ist  also 

t 

» 

A3   <  \B. 

1 

A4  <.  \Bt, 

Bi  <  2^' 

/ 

*«  "^  2"^*' 

1 

Ar  <  1  Ä., 

n.  8.  w. 

Ist  nun 

^a  <  2  ^' 

1 

ä,<1a. 

1 

*4  <  22^* 

^*  ^  ^*1' 

/ 

1 

l 

.     *r  <  23'-^' 

Theil  vm«  10 
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4 

n.  s.  w.  '         < 

Ist  aber  £a>^^9    6o  ist,    weil    tekanatlich    doch  immer 


2 


JBa<A  ißt: 

A  <  |a. 

i      ?.'! 

■ 
• 

-S«  <  2«^' 

« 

^  <  giA» 

\ 

^  '^  «aA» 

il     ' 


I      ! 


U.  8.  W. 


.     1 

Wenn  also  B^'^^Bi  ist>  so  ist 5  jenacbdem  n  eine  gerade 
oder  eine  ungerade  Zahl  ist  9 

Bn<\^Bi  oder  A<-i-j.JBi, 

2ä  2"«" 

und  folglich ,  weil  bekanntlich  Ä,  =  J^  ist : 

Bi  >  2«  oder  A  >  2  *^   . 

Ist  nun  2^  die   grusste  in  B^  enthaltene  Potenz  von  2,  so  ist» 
jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zahl  ist^ 

2^  ^  2«  oder  2^  >  ^  *   ' 

also 

w— 1  = 


n  =         j       n — 1  = 

2  <«K>^"  -^<<* 


und  folglich 
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n  ^  2ft  oder   w  ^  2f*  +  1. 


1 

Wenn  aber  ß^'^^Bi  ist»  so  ist,  jenacbdem  «  «Ine  gerade 

oder  eioe  itogerade  Zahl  ist, 

2  a  r? 

und  M^icb,  weil  bel^anntlich  &=:]  ist: 

^  >  2  a    oder  Ä^  >  2  «  . 

Ist  Bup  .wieder  2^*  die  grSsste  in  B^  entbaltene  Potenz  von  2, 
so  ist,  jenachdem  n  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Zaht  ist, 


a»  i^  2  a    oder  2f*  ^  2" 


also 


-^-<f*  oder  -j-^fi. 


und  folglich 


«  ^  2|*  +  2  oder  «  ^  2|*  + 1 


Hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz: 

Wenn  2>^  die  grusste  in  Si  enthaltene  Potenz  von 

=  1  1 

2  ist,  so  kann,  jenachdem  B^  ^  ^Bi  oder  ^a  >  s*  -^i   ^«t 

die  Anzahl  der  Divisionen,  welche  die  Aufsuchung  des 
grOssten  gemein.schaftlichen  Theilers  von  Ai  und  Bi 
erfordert,  respective  nicht  grösser  als  2fi-i-l  undnicht 
grosser  als  2fi+2  sein. 

Lionnet  giebt  a^.  a.  Ö.  p.  620«  als  Gränze,  welche  die  An- 
zahl der  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  allgemein  2a -fl 
an.  Ich  glaube  aber^  dass  nur  der  Ausdruck  des  Satzes,  wie  ich 
denselben  so  eben  gegeben  habe,  richtig  ist.  Wenigstens  sehe 
ich  jetzt  nicht,  wie  man  durch  ganz  sichere  Schlüsse  zu  der  von 
Lionnet  angegebenen,  nach  «einer  MeiouM  alkgemein  ffüitigen 
Gränze  gelangen  kann,  glaube  .aber^  wie  ich  schon  im  Einsänge 
bemerkt  habe,  dass  dieser  Gegenstand  überhaupt  noch  nicht  ds 
vollständig  erledigt  betrachtet  werden  darf»  und  halte  weitere  Un- 
tersuchungen über  denselben  jedenfalls  für  sehr  dankenswerth. 

10  ♦ 
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§.  5. 

Man  kann   bei  der  Bestimmang  des  grSssten  gemeinschaftli- 
chen Theilers  zweier  Zahlen  sich 'auch  der  folgenden,  von  der  ge- 
.  wohnlichen  etwas  verschiedenen  Methode  bedienen. 

In  allen  den  Fällen,  nämlich ,  wo  bei  Anwendung  der  ffew5hn- 
iichen  Methode  der  bleibende  Rest  grosser  als  die  Hälfte  des 
entsprechenden  Divisors  ist,  vermehre  man  den  Quotienten  um 
£ins9  ziehe  von  dem  Producte  des  Divisors  und  Quotienten  den 
Dividendus  ab ,  und  verfahre  sonst  übrigens  ganz  wie  bei  der  ge- 
wöhnlichen Met&ode,  d.  h.  map  führe  die  Rechnung  in  der  an- 
gegebenen Weise  so  lange  fort,  bis  man  auf  einen  verschwindenden 
Kest  kommt,  wo  dann  immer  der  entsprechende  Divisor  der  ge- 
suchte grosste  gemeinschaftliche  Theiler  ,der  beiden  gegebenen 
Zahlen  ist. 

Bezeichnen  wir,  am  die  so  eben  angedeutete  Methode  etwas 
näher  zu  betrachten,  die  beiden  gegebenen  Zahlen  wieder  durch 
Ai  und  Bi ,  die  gebrauchten  Divisoren  durch 

und  die  entsprechenden  Quotienten  durch 

Ol  9   %  9  Q^y  V4  9  V5  *  •  •  •  •  J 

also  die  entsprechenden  Reste  durch 

B%i  ß$9   -^4»   B59  ""6*   ••••> 

so  haben  wir,  wenn 

H»   ^>   'j*   *4'   *6*  •••. 

t 

gewisse  positive  gerade  oder  ungerade  ganze  Zahlen  bezeichnen, 
die  folgenden  Gleichungen: 

^i  =  A  Qi  +  (-iy^'B,, 

Bi  =  B^Qt  +  (-1/».Ä„ 
B,  —  BiQ,  +  (-l)'».i»4. 

u.  s.  w. 
von  denen  wir  eine  beliebige  flberhanpt  durch 

Bk-i  =  fii  Qk  +  (—1)'*.  Ä+i 
bezeichnen  wollen. 


149 

Webti  ii.mae  gerade  Zahl  ist,  so  ist  nach' dem  Obigen 


I      » 


'  "•  »        ■  .  . . 

^  Wenn  dagegen  ik  eine  ungerade  Zahl  ist,    so  ist  nach^dem 
Obigen  offenbar 


Bk-i-Bk(Qt-l)>\Bk. 


d.  i. 


Ä^— Ae*  +  Ä>~&, 


folglich 


Ä  e*.  —  Bk^i  <  Ä  -  ^  Ä , 


2 


d.  i. 


ä+i<|ä. 


Wenn  man  also  das  oben  ansegebene  Verfahren  anwendet»  so 
übersteigt  kein  Rest  die  Hälfte  des  entsprechenden  Divisors. 

Zugleich  erheilet  hieraus  von  selbst,  dass 

Bi f  B^ 9  B^ »  B^ ,  B^ ,  . , ,. 

eine  R^ihe  fortwährend  abnehm«fider  ganzer  Zahlen  ist»  welche 
also  jederzeit  endlich  einmal  abbrechen ,  d.  b.  auf  ein  verschwin- 
dendes Glied  führen  muss. 

Ist  nun  Bn-^i  der  verschwindende  Rest ,  auf  welchen  man  nach 
dem  Vorhergebenden  immer  endlich  einmal  kommen  muss,  so 
haben  wir  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 

Bi  =B»Q9  +  (-1/..^, 

U.  'S.  W. 

i 
Bn—^  =•  Bf^i  Qn—i    +  ( — l)  *"~1 .  Äu 

Äi— 1   —  Bn  Qn» 

\  F 

1  ' 

Aus  diesen  Gleichungen  erhellet  leicht,  dass  Bn  ein  gemein- 
schaftlicher Theiler  von  At  und  ^i  ist.  Eben  so  leicht  erhellet 
aber  aus  denselben  auch ,  dass  jeder  gemeinschaftliche  ^heiler  von 


.( 
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Ai  und  Bi  aii«fa  ein  Theiter  von  Bn  sein  mw»,  woraus  fllicli  nach 
der  bekanoten  Schlussweise  ereiebt,  dass  Bn  der  grusste  eemeiD- 
scbaftlicfae  Theiler  von  Aj  und  Bi  ist»  wie  behauptet  wurde. 

Im  Folgenden  wollen  wir  nun  wieder  annebmen,  dass  Ai  und 
R  relative  Frimzablen  sind»  also  jRi=  1  ist,  wozu  wir  aus  ganz 
ännlichen  Gründen  wie  in  §.  !•  berechtigt  sind. 


§.6. 

Mach  dem  vorhergehenden  .  Paragraphen  haben  vHr  die  Glei- 
chung : 

Bk^  =BkQk  +  (—1/*  .  Ä+i, 


wo 


ä;^^ä.i,   Äfi:;^2^&; 


also 


ist.    Foigllob  istj  «      . 

Ist  nun  u  eine  gerade  Zahl»  so  ist»  wie  aus  dem  Vorheree- 
banden  und  der  Matur  der  Metibede  auf  d^^r  Stelle  erheUet  jeder- 
zeit Qi^2»  also»  wegen  der  Gleicbmig 

offenbar 

Ist  dagegen  u  eine  ungerade  Zahl»  so  erhellet  eben  so  leicht» 
dass  immer  Qk — ^^^»  ^^^  Q^C^»  und  folglich»  wegen  der 
Gleichung 

offenbar 
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r 

sder 

•        * 

ist    MvD  uA  «her ,  oaoh  den  Obige»  Jk  r  2  JJh-i  >  ^^ 

uad  MgUcii  naob  ^en  Vorbecgeheadaii 

Daher  Ist  m  allen  Fällen 

Sk-i  ^  2Ä  +  Ä+i- 

BekanntUcb  Ist  nnn  J?«  s±  1  und  Sn-i  ^2&.    Also  ist  Wer- 

nadi  und  wegeo  der  vorbergebenden  Gleicbnng  offenbar  kein  Glied 
der  Reibe 


•  •  •  • 


•  -B«,  Ai^9  Ä*-^»  Äi*-^*  Äi-4#  Äi— 5 

kleiner  als  das  gleicbstellige  Glied  der  Reibe 

1,  2,  5,  i2,  29,  70.  169.  408, .... 

welcbe  so  gebildet  ist,  dass  vom  dritten  Gliede  an  jedes  Glied 
erbalten  wird,  wenn  man  zu  dem  doppelten  vorherffehenden  Gliede 
das  vorbergebende  Glied,  addlrt  Bezeicbnen  wir  tolglicb  die  Glie- 
der dieser  Reibe  durcb 

Ä'i ,  Äa,  JR's»  A4,  Ä5,  ]&6»  Äff  •••• 

und  setzen  also 

»',  =  2. 

Ä'«  =  Ä',  +  2Ä',, 

Ä'5  =  »'«  +  a»'4, 

X'5  =  Ä^  +  2^6* 

U.  «•  W. 

» 

SO  ist  kein  Glied  der  Reibe 


152 

kleiner  als  das  gleichstellige  Glied  der  Reihe 


las  gleichstellige  Glied  der  Reihe 

\9  -Äa»  Ä^,  X\4>  «^ft»  Ä5*  Äf»  •• 

im  FolgeDden  die  Reihe  (11)  nennen  w 


•  • 


welche  wir  im  Folgenden  die  Reihe  (11)  nennen  wollen.  Uierans 
ergiebt  sieb  iwf  ganz  ähnliche  Art  wie  in  §•  2.  zur  Bestimmung 
einer  Gränze»  welche  die  Anzahl  der  durch  die  Aufsuchung  des 
grössten  gemeinschaftlichen  Theilers  zweier  Zahlen  A^  und  Bx 
nOthig  gemachten  Divisionen  nicht  übersteigen  kann,  die  in  dem 
folgenden  Satze  enthaltene  Regel: 

In  der  Reihe  (II)  suche  man  das  erste  Glied  auf, 
welches  grosser  als  Bi  ist;  dann  kann  die  Anzahl  der 
durch  die  Aufsuchung  des  grSssten  gemeinschaftli- 
chen Theilers  von  Ai  und  S^  nöthig  gemachten  Divi- 
sionen nicht  grosser  als  die  Anzahl  der  diesem  Gl  iede 
voran«gehenden  Glieder  der  Reihe  (II)  sein. 

Dass  bei  dieser  Regel  die:  Anwendung  der  in  6.  5.  näher  cha- 
rakterisirten  zweiten  Metkode  zur  Bestimmung  des  grOssten  ge- 
meinschaftlichen Theilers  voraussesetzt  wird,  braucht  hier  wohl 
nicht  wieder)iplt  in  Erinoerang  g^oracht  Jbu  werden. 

Für  die  Zahlen  A^  =:2904  und  ^=:=1122  liefert  die  vorher- 
gehende Regel  die  Gränze  9.  Für  A.  =264  und  ^=102  erhält 
man  die  Gränze  6.  Für  A^zziM  und  JB*i=17  ersieht  sich  die 
Gränze  A,  wobei  man  .§.  2.  zu  vergleichen  hat.  Die  Richtigkeit 
der  letzteren  Gränze  ergiebt  sich  aus  der  folgenden  Rechnung: 

1122  I  2904  I  3     ' 
3366 
462  111221  2 
924 
.  •  T98|4621.2     . 

396 
66  1 198  I  3 

198 

0  , 

Die  obige  Regel  hat  Lionnet  a.  a.  O.  g^eiien. 


--      §.7.    - 

•  •  *  • 

Nach  dem  Vorhergehe&deii  ist 

^R.  =1, 


>» 


und 


also 


UDd 


also 


und 


also 


und 


also 


und 
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Ä-,  ^  12,     Bm^  ^  29; 


Ä-,>1.10, 
Ä-^  >  2. 10, 
ß,^  >  5.10 


Ä^  >  12  .  10,    Ä-r  >  ^ ;  10; 


JB;^-«  >  1 .  10«, 
fi;-T>2.lO*, 
Ä-8>6.10* 

t 

t 

Ä»_9>  12.10*,     &_iö>29.10«; 


Ä»-,  >  1.10», 
ÄK^o  >  2 .  10», 
jB_i  >  5 .  10» 

fi«-«  >  12  .  10» ,    ß»-i,  >  29 .  10»; 

Ä_i,  >  1.10«, 
Ä-18  >  2  .  10*, 
ÄK-14  >  5  .  10* 

&^6>12.1(H,    Äi^^>  29.10*. 


Wie  man  auf  diese  Art  weiter  gehen  kann ,  ist  klar. 

Es  ist  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  n>3X:  ist^  immer 

Ä-^a*  J  10*. 

Wenn  nun,  indem  iVdie  ^Inzahl  der  Ziffern  von  Bi  bezeichnet, 
n  >  ZN  wäre ,  so  wäre  nach  dem  Vorhergehenden 


IS4 


nnd  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bn-^jf  wäre  also  mindestens  iV^l. 
Folglich  wäre,  da 

I 

I 

ist,  auch  die  Anzahl  der  Ziffern  von  Bi  mindestens  iV+l»  Qi^^ 
demnach  nicht  bloss  2V,  wie   doch  vorausgesetzt  wurde.    Daher 

kann  nicht  n>3Jy  sein,  und  es  ist  folglich  immer  n^SiV,  wel- 
ches uns  zu  dem  folgenden  ebenfalls  von  Lionnet  gefundenen 
8atze  führt: 

Die  Anzahl  der  za  der  Aufsuchung  des  grossten 
gemeinschaftlichen  Theilers  von  ^^  und  ^  erforderli- 
chen Divisionen   kann    nie  die  dreifache  Anzahl    der 

Ziffern  der  Zahl  Bi  üharsteigen. 

• 

Früher  als  Lionnet  hatBinetin  dem  Journal  von  Li  ouville 

10 
(T.  VI.)  die  hubeie  und  also  weniger  genäherte  Gränze  1  -|*  •;?-  «^V 

angegeben. 


5;  8. 

Weil  bekanntlich  allgemein 


•ß*+i  <  2  * 


ist,  so  ist 


Bt  ^  ^B^' 


U.  8.  W. 


*  ■ 


4    .   '. 


und  folglich 


ISS 

»5  <  25*V' 

U.  8.  W 


Also  ist 


*•  <  2ii=r^»' 


woraus  sich,  weil  J?fi=:l  ist, 

ergiebt.    Ist  nun  2^  die  grö^s^  In  Bi  entbaltene  Potenz  von  2, 
80  ist    . 

2^  ^  2»-i, 

mid  folglich  n— l^f&,  also  n^jü-f  1>    ^ns  nnmittelbar  zu  dem 
folgenden  zuerst  yon.Binet  gefundenen  Sat^e  führt; 

Wenn  2^  die  grusste  in  Bi  enthalteue  Potenz  Ton 
2  ist«  so  kann  die  Anzahl  der  Divisionen,  welche  die 
Aufsuchung  des  grossten  gemeinschaftlichen  Theilers 
von  Ai  und  Bi  erfordert,  niemals  grosser  als  fi+J  sein. 

Diesem  Satze  kann  man  nodi  Folgendes  beifligen. 

Wenn 


ist,  so  istj  weil 


Bz  ^  2  "**' 

=  1 
B^  ^^Bz9 


15« 


Bi    ^  JÄ4, 

I 

U*   8.   W. 


ist: 


und  folglich 


also ,  weil  Bn  =  1  ist , 


fis 

A 

<25^' 

A4 

i?6 

<25^' 

Ä. 

<  2«*»' 

U 

•     S«      IT« 

i 

/7» 

<^^" 

Bt 

=  2». 

Ist  DUO  nieder  2f*  die  iprusste  in  Bi  enihtAikne  Pdtenz  von  % 
»•Ist  ... 

also  n^fii,  was  zu  dem  fol^en^en  Satze  fährt : 

Wenn  2^  die  grosste  in  Bt  enthaltene  Potenz  von 

—  1 

^unAB^'^jBi  ist»  so  kann  die  Anzahl  der  Divi- 
sionen, welche  die  Aufsuchung  des  grössten  gemein- 
schaftlichen Theilers  von^i  und  i^|  erfordert,  niemals 
grösser  als  fi  sein. 

Diese  Bemerkung  habe  ich  hier  um  so  weniger  unterdrScken 
wollen,  weil  sie  der  in  6. 4.  fiber  den  analogen  von  L  i  o  n  n  e  t  gefun- 
denen Satz  gemachten  Bemerkung  entspricht ,  und  eine  Bestätigung 
mehr  abgiebt,  dass  der  erwähnte  Satz  in  der  ihm  von  Lionnet 
gegebenen  Fassung  unrichtig  ist,  und  die  ihm  oben  durch  mich  zu 
Theil  gewordene  Berichtigung  wirklich  erfordert. 
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Zum  ScUuss  mag  hier  hud  noqh  bemerkt  werden ,  dass,  me 
ajaB  dem  Obigen  sich  unzweideutig  ergiebt,  bei  der  zweiten  neuer- 
lich wohl  yorzüglich  von  Bipet  .herypieebobenen  Methode  zur 
Attfisuchung  des  grussten  gemeinschaftlichen  Tbeilers  zweier 
Zahlen  .  die  Gränze  für  d^e  Anzahl  der  erforderlichen  Diirisionen 
im  Allgemeinen  niedriger  ist  als  bei  .der .  älteren  in  allen.  Lel|r 
büchern  sich  findenden  Methode  des  Euklides» '  we^ähalb  uns 
allerdln^  die  neuere  Methode  recht  sehr  zu  Terdienen  scheint, 
allgemeineren  Eingang  in  die  Lehrbücher  und  den  arithmetischen 
Unterricht  zu  finden. 


lieber  die  Beweinmi?  eines  schweren 
Punktes  auf  einer  krummen  üinie. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  O.   Schio milch, 

Priyatdocenten  an  der  Universität  zu  Jena. 


Wenn  sich  ein  materieller  Punkt  von  einer  ihrer  Lage  nach 
bekannten  Stelle  einer  Curve^  aus  ohne.  Anfan^sgeschwindlgketti 
einzig  und  allein  vermüge  seiner  Schwere,  auT  der  CunFe  ^etbät 
abwärts  bewegt  und  in  Folge  dieser  Bewegung  nach  der  Zeit  t 
an  eine  andere  Stelle  der  krummen  Linie  gekommen  ist,  so  wird 
die  genannte  Zeit  immer  von  der  Höhendifl^renz  des  Anfangs-  und 
Endpunktes  .der  Bewegung  abhängen ,  also  eine  Funktion  derselben 
sein.  Man  könnte  nun  cue  Frage  aufsteilen,  wie  die  Gleichung  • 
der  in  Rede  stehenden  Curve  beschaffen  sein  müsse,  wenn  die 
Zeit  t  eine  gegebene  Funktion  jener  Höhendifferenz  darstellen, 
oder  einer  solchen  proportional  sein  soll.  Wir  wollen  diese  Frage, 
welche  z.  B.  die  nach  der  Tautochrone  als  speziellen  Fall  in  sich 
fasst,  durch  die  nachstehenden  Betrachtungen  zu  beantworten 
Versuchen. 

Sei  APC  (Taf.IlI.  Fig.  1.)  irgend  eine  krumme  Linie,  BC  eine 
durch  einen  beliebigen  Punkt  in  ihr  gezogene  Vertikallinie  und  die 
Höhendifferenz  der  Punkte  A  und  C,  nämlich  die  Strecke  jSC  von 
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C  bis  20111  l^vMpiiiikte'  ieB  ron  A  siff  «He  VeHÜade  eeföllten 
Perpeadikds  =A.  Nach  einem  bekannten  SaüKe  d«r  Dynamik 
kommt  ein  mateifeller  Patikt,  welcher  sich  v^on  A  afts  ohne  An- 
fangsgeschwindigkeit TeimOge  der  Schwere  von  A  nach  P  bewegt^ 
an  dieser  Steile  mfit  ebeta  derselben  Geschwindigkeit  an ,  die  er 
bei  freiem  Falle  dtarch  die  Strecke  BQ,  Welche  die  Projektion 
yon  AP  auf  BC  ist,  am  Ende  des  Falles  in  Q  erlaneen  w^rde. 
Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  v>  die  Bescnlemiigun« 
der  Schwere  (30,1835  Fnss)  mit  g  und  BQ  »rt  p,  so  ist  hiemacn 

e  =  V2^. 

Nennen  wir  ferner  a  den  Bogen  AP  und  r.  die  Zeit,  in  welcher 
der  materielle  Punkt  ihn  durchlief,  so  haben  wir  andererseits  nach 
den  Prinzipien  der  Dynamik 

da 

CT 

und  folglich  durch  Vergleichung  dieses  Werthes  von  t  mit  dem 

▼orhe^ehenden : 

•         » 

V^ffp.dt  =  da 


¥^.9t^ 


V> 


Nehmen  wir  aber  den  Punlct  Czum  Anfangspunkte  der  Coor- 
dinaten  und  sctaen 

Are  CP=#,  C<?=:ir,  BC—k, 

so  wird 

a=^  Are APC — s,  p:=zh — Xf 


und  durdi  Üiffffihrvi^  dieser  Werthe  gebt  die  vorige  Differenzial« 
gleichung*  in  die  fol^nde  über: 


und  mTtbiti  tvh-d  jetzt 


V^T=:i- /-P^.^  +  C«Dst. 


« 

Wollen  wir  hieraus  die  Zeit  t  finden,  innerhalb  weTcbei'  der 
ganze  Bogen  APC  durchlaufen  wird,  so  müssen  wir  die  Constante 
so  bestmunen,  dass  die  ganze  rechte  Seite  fiif  or^^rsA  verschwindet 
(iteit  daon'  der  materielle  Punkt  noch  in  A  bef  ndlich  und  Iblgttch' 
kttine  Zelt  verwettidiet  werden  ÜBt)  «nd  darauf  orr&O  stftotoy  «idki»; 


eioem  bestimnif^  msu^Um,   wetcbes  mit  ä:r:::h  aDftMg<>  «Kdl  tnll 
x=0  aufhurt.    Demnach  ist 


^■—/"vfe- 


I  "..        .f     ..•'.'    • 


«der,,  d«  man  in  etaein  iMstiiitinlcli  lotegrAle  dievGr&naeii  ve^ 
tMUsdb^^H  daif  ^  ^enir.  man  ihm  daa  entgegiengeseltiteZeiciieü  gieM, 


I.  •       )  --r' 


Kennt  man  die  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  CQ=x, 
I^Q~y  der  Curve,  so  dient  die  Formel  (l)  zur  Bestimmung  von 
ti  md^  man  c$  nach  def  Relation 

berechnet;  umgekehrt  aber  dient  sie:  auch  zur  Bestimmung  der 
Gleichung  der  Curve,  wenn. über  das  Wachsthu^  dpr  Zeit  t  eine 
besondere  Voraiiss4tetng  g«macillt  Hird.  '    ,- 

In  so  fern  s  eine  Funktion  von  o:  Lst^  dürfen  wir 

8«  =  9  (jx)  dx  (2) 

Mtflflnv  iiM  da«» 


1  • 


•^^-sim 


ist    Führen  wir  eine  neue  Veränderliche  z  dadurch  ein,  dass  wir 
x»Af  Delme»».  so  ivird  ai?s:Ad(,  und  ^eq»  ^  die  Weftli«^=0 

upd,Ki:=A  jangi^Bopiuicw  bat,  s^o  Ist  j^|^)  eQts[lreih«fid  ö=ft  iM 

=1  geworden.    Demnach  haben  wir 


V2^ 


*/ 0    yfh^hz 


odet 


«/ 0 


'vfe^^^**^-  (4> 


Soll  nun  die  Zeit  t  einet  gegebeneu  Funktion  f{h)  von  h  pro- 
portional sein,  sö  kMt^  diese  Beditfgüngoflenlräi^OTrdädüttB  er- 
füllt werden^  dass 

^q>(hz}:^f{h)^{l^  (5) 
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ist;  wo  i>(/^)  eioe  Uosm  Funktioa  von  $  bcdttititt«    b  d»r  That 
geht  d«nB  die  GleicboDg  (4)  ia  di«  folgend«  ^er: 


V^.«  =  f(h)J*^-;^^  i>  (X) ;  (6)  • 


and  da  hier  das  Integral  kein  h  enthält  und  durch  Einfährung  der 
Gränzen  z=0«  zrsf  auch  die  z  herausfallen,  so  ist  der  Werth 
desselben  eine  blosse  Zahl  und  folglich  dann  t  der  Funktion  f{h) 
proportional«  Um  nun  aus  der  Gleichung  (5)  die  beiden  unbe* 
kannten  Funktionen  9>  und  '^  mit  HiUie  der  gegebenen  f  zu  be- 
stimmen, Terfahren  wir  folgendermaassen. 

Es  folgt  zunächst  aus  Nro.  (5) 

v(Äz)  =  ^*W-  (7) 

Nun  Ist  aber,  wenn  (p(hz)  partiell  nach  z  differenzirt  wiid: 

^>  =  A9'(Ä.). 
und  ebenso  durch  partielle  Differenziation  nach  A : 

Multipliziren  wir  die  erste  Gleichung  mit  z,  die.  zweite  mit  A, 
so  werden  die  rechten  Seiten  einander  gleich«  und  mithin  Ist 

Diese  Eigenschaft  von  q>(hz)  müss  aber  vermöge  der  Glei- 
cbnng  (7)  auch  dem  Quotienten  ^^ 'f;  (z>  zukommen,  ffir- welchen 

ist.    Durch  Gleichsetzung  beider  AusdrScke  ergiebt  sich  jetzt 

/(A)«^'«  =  [Ä/'(A)-i/'CÄ)]*W, 
oder  nach  beiderseitiger  Division  mit  f(h)%^(t);  .   . 
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wobei  W^t  asttt  AbkCfrztmg' 


also 


kCM^^-i    I 


X=Am+|  (9, 


setzen  wollen. .  Bemerken  wir  ferner,  dass  in  JUta.  (8) 

»'(»)  __    8»    _  J»^  _  8/t{j(i) 
i(/(i)        tf;(i)  8x  ar 

ist,  so  erbalten  wir  nach  beiderseitiger  Multiplikation  mit  du 

8/1^(2)  =  (A-1)^, 

folglicb  durch  Integration 

'  /V(*)  =  (A— !)'/(*«) +  Const., 

/ 

oder  wenti  man  bemerkt.,  dass  a^  =  j  nur  positive  Wertbe  erbält, 

mithin  4/(2«)  = /z  ist,  und  Consta /a,  wo  a  ebenfalls  eine  belie- 
bige Constante  bedeutet,  setzt: 

« 

/^  (z)  =  (l— 1)  &^+ fa  = /(sl-i) -I- fo, 
und  mithin 

■ 

-*»(«)  ==  az^-*.  (10) 

Wir  haben  aber  bereits  gesehen ,  dass  ^  (z)  eine  von  A  freie 
Funktion  sein  muss;  da  nun  in  unserem  Werthe  derselben  die 
Grösse  X  vorkommt,  welche  laut  Gleichung  (8)  von  h  abhängt,  so 
kann  die  Aufgabe  überhaupt  nur  dann  möglich  sein,  wenn  sich  k 
von  h  befreien  lässt.  Soll  aber  X  von  h  unabhängig  sein ,  so  ist 
nach  Nro.  (8)  nur  nothig,  dass  der  Quotient 

csä-t 

sei,    wenn  ti   eine    constante    Grösse    bedeutet«     Da   hier  CS^ 

dif(h)  ^^*^ 

=     /^    ■  ist,  so  folgt  auf  ähnliche  Weise  wie  vorher 

nh)  =  ch^,  (11) 

Theil  Vm.  11 
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wo  c  eine  durch  die  Integration  hereingebrachte  Conelaote  istp  Wir 
sehen  hieraus,  dass,  wenn  die  Zelt  i  einer  Funktion  von  A  pro- 
portional sein  soll  9  diese  Funktion  seU)9t  nur  eine  Potenz  von  A 
sein  kann.    Wir  haben  nun  nach  (8)  und  (II) 

folglich 

und  nach  Nro.  (7)  vermöge  der  Werthe  von  f(k)  und  tfi(z) 

(p(hz)  =  Q€(hzy^^, 

mithin 

9^(a:)s?irc4/*-S.  (12) 

Die  Gleichung  der  so  charakterisirten  Curve  ergiebt  sich  jetzt 
auf  folgende  Weise.    Es  ist 


+ @)"= (e)'. 


mithin 


wobei  die  Constante  so  bestimmt  werden  muss,  dass  ffir  ;r=0 
auch^rzO  wird,  weil  der  Punkt  C,  für  welchen  x^zO  ist,  auf 
der  Ciurve  selbst  liegt.    Also  ist  jetzt 

oder,  weil  nach  Nro.  (2)  und  Nro.  (12) 

■ 

ist,  ■  -  . 

.V  =  J      dx  Va^c^xV^^'-l.  (13) 

Die   Zeit  t  findet  sich  nach  Formel   (6),  wenn  wir  für  /*(A) 
und  ^f(z)  ihre  Werthe  setzen : 

=  achl*f'  jA'+J-i  (I— i)i->  &, 
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wobei  der  Werth  des  Integrals  nach  der  bekanaten  Gammafiiiik« 
tioDenfonnel 

gefundeD  werden  kann,  wemi  man  tt=fi-\-\,  ß=i  nimmt  nnd  be- 
merkt, dass  r(l)  =  V^»  ist.    Man  hat  daher 

.  -  *^*^  rot+1)  V  ig'  ^"^ 

und  in  den  Gleichungen  (13)  und  (14)  ist  jetzt  die  vollständige 
Losung  des  aufgestellten  Problems  enthalten ,  da  man  mittelst  der 
ersteren  Formel  diejenige  Catvt  bestimmen  kann,  för  weiche  die 
Faibeit  i  einer  g^ebenen  Potenz  der  Hube  k  proportional  ist 
Aber  auch  für  den  Exponenten  dieser  Potenz  treten  noch  Be> 
schränkungen  ein.  Soll  nämlich  die  Gleichung  (13)  eine  reelle 
Curve,  also  eine  mögliche  Losung  der  gestellten  Aufgabe  bedeu- 
ten ,  so  darf  das  Integral  auf  der  rechten  Seite  weder  unendlich 
gross  noch  imaginär  werden;  ob  der  erstere  Fall  eintritt»  lässt 
sich  erst  dann  entscheiden ,  wenn  man  die  unbestimmte  Integration 
bereits  ausgeführt  bat,  dagegen  übersieht  man  auf  der  Stelle»  dass 
das  Integral  imaginär  ausTallen  muss,  wenn  die  Differentialformel 
selbst  entweder  ganz,  oder  während  eines  bestimmten  Intervalles 
Imaginär  ist.  Diess  geschieht  aber  immer,  wenn  2(i — 1>0  ist, 
well  dann  der  Ausdruck 

(ur  alle  der  Null  sehr  nahen  Werthe  too  x  imaginär  wink  {Is 
muss  also  2|»  — 1^0*  folglich  fi^  4  sein,  wenn  die  Aufgabe 
selbst  unter  die  möglichen  geboren  soll. 

Nimmt  man  in  (14)  fi  =  i,  so  ergiebt  sich  aus  (13) 

y  =  y/  a^c^ — f  .ar, 

also  die  Curve  eine  Gerade,  wie  man  ohnehin  weiss.  Setzt  man 
fA=0  und  die  beliebige  Constante  c=  1,  so  ist  i  von  h  unabhängig, 
und  man  erhält  folglich  diejenige  Curve,  auf  welcher  alle  Bogen, 
die  sich  mit  dem  Punkte  C  endigen,  in  gleichen  Zeiten  durch- 
laufen werden,  also  die  Taut ochrone.    Es  Ist  dann  nach  (13) 


t/O  ^    ^ 


Durch  unbestimmte  Integration  findet  man  leicht 

y  =  V  a^x-^x* — Je*  Arci^os  — ^ —  +  Const. , 

11  • 
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und  folglich  für  ^=0 


fl« 


Coiwst.  =  ^  Are  cos  ( — 1)  znld^Tt^ 
woraus  sich  ergiebt 

y  =  i  a^TC  +  V  a^x^-^x*: —  \ a* Arccos ^ —  # 

oder  wenn  a  =  V^2r  gesetzt  wird: 

y  =  r«  +  yTira: — x'^ — r  Are  cos > 

d.  i.  die  Gleichung  der  Cykioide,  wenifi  der  Punkt  C  der  Scheitel 
derselben  >  BC  £s  Perpendikdi  auf  ihre  Basis  und  r  der  Halb- 
messer des  erzengenden  Kreises  ist. 

Will  man  das  Unendüehwerden  der  Zeit  t  vermeiden ,  so  muss 
man  ft  so  wählen,  dass  keine  der  Gammafiinktionen  I^Cft-f  I)  und 
r{lir\-l)  ein  negatires  Argument  erhält,  welche  Bedingung  durch 
ift-f  2^0  oder  fi>'-*^  befriedigt  wird.  Nehmen  wir  hierzu  die 
frühere  Bedingung  fA<i,  unter  welcher  allein  eine  krumme  Linie 
möglich  ist,  so  erhalten  wir  den  folgenden  Satzr 

Sollen  ^ich  die  Zeiten,  innerhalb  deren  eio  mate- 
rieller Punkt  verschiedene  Bögen  einer  Curve  ohne 
Anfangsgeschwindigkeit  bloss  vermöge  der  Schwere 
durchläuft,  einer  gegebenen  Funktion  der  Höhen- 
differenzen der  Anfangs-  und  Endpunkte  jener  Bögen 
proportional  ändern,  so  darf  diese  Funktion  nur  eine 
Potenz  jener  Höhendifferenzen  sein,  die  zum  Expo- 
nenten eine  zwischen  — |  und  -|-|  fallende  Zahl  hat/" 

Für  ein  Beispiel  hierzu  sei  fA=i,  und  ac=:V2?,  wo  6  wie- 
der eine  beliebige  Constante  ist.    Es  wird  dann 


oder 


und 


I 


Durch  die  Substitution 

X  =  (6+t«)* 
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erhält  man  hier 

=  2  /*8«  V  6»—«*, 
Wobei  der  Werth  des  letzteren  Integrals  bekanntlich 

=  u  V6«— tt«  +  6*  Aresin  H^ 

i»t-    Da.  Dun  aus  jc  =  (6+t«)*  folgt  t«=V^ — 6,  so  ist  jetzt 


/-v^^ 


==  (  Vjp— Ä)  V(2äV^»— a;)  +  6*  Arcsin  — j—  +  Oonst. 

« 

Für  o:*  =  0  ergiebt  sich  hieraus 

Const.  =  —  6«  Arcsin  (—1)  =  +  **  | , 
mid  folglich  ist  jetzt  nach  Nro.  (13) 

t 

y  =  I  Ä«  +  ( V^-ft)  V(26  V^— ar)  +  Ä«  Arcsin  — x~ 

die  Gleichun&c  derjenigen  Curve,  in  welcher  dieFailzeit  der  vierten 
Wurzel  von  A  propoimnal  ist. 


»•  • : 
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Beweis  des  Taylor'scbeii  iLelirsatzes. 

Nach  der  Abhandlung :  Note  sur  la  formule  de  Taylor  par 
M.  J.  Caque  in  dem  Journal  de  Mathematiques  pures  et 
appliqu^es,  publik  par  Joseph  Liouville.  Octobre  1845.  p.379. 

frei  bearbeitet 


Ton 


dem  Heraasgeber. 


I. 

Es  sei  y=zf(x)  eine  beliebige  Fonctiao  vod  jr.   S«jtaeii  wir  man 
Oberhaupt,  wenn  k  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bezeichnet, 

so  haben  wir  in  der  gewOhnlicheq  BezeichniiQg  der  DUbreiUMTP- 
rechnung  die  folgende  Reihe  von  öleichungeu: 

yi — yi  =  Ayi , 
y8--ya=  Aya» 

u.  s.  w. 

yk  —  jfk^i  =  Ay*-i; 

durch  deren  Addition  sich  die  Gleichung 

y*— y  =  Ay+Ayi+Aya+-..+Ayt-i 

oder 

1)      y*  =  y+Ay+Ayi+Aya+...+Ayfc-i 

ergiebt. 
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Aus  dieser  Gleichung  erhält  mau  nach  einem  bekannten  Satze 
der  Differenzenrechnung 

und  folglich  nach  1): 

n.  8.  w. 

+  Ay+AV+ii*i^i+--  +AV-a' 

d.  i 

3)    yfc»»y+j-Ay 

+  -^  A^+'-^  AV +-*ip  A*^a+.  •  • + j^  A*y*-«- 

Weil  nun  nach  2) 
4)    AV  =  A«y+A«y+A^i  +A'^,+...+AV-i 

ist,  80  ist  nach  3): 

y*  =  y+j-Ay+-y-AV 

+^A«y+^A»y 

+^A^+^7^A»/r+^7?A'^i 

/  ,  u*  s.  w. 

d.  i.  nach  der  Lehre  von  den  figurirten  Zahlen : 

yi^eil  ferner  nach  4) 

6)         AV  =  A"!y+ A*y+ AVi + A*^»+/ •  • +A^*-i 

ist,  80  tdt  nach  6) 
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.Jk  .      ,  JMifc— 1)  .  -    ,  (4-l)(A-2)  .  . 


(A-2)(A-3)    .       (A-2)(^~3)  . . 
1.2      '•^1'+        1.2        ^' 


U.  8.  W. 


»■ 


d.  i.  nach  der  Lehre  vod  den  figurirten  Zahlen : ' 

Wie  man  auf  diese  Art  immer  weiter  gehen  kann,  .unterließ 
nicht  dem  geringsten  Zweifel ^  und  wir  gelangen  daher,  wenn  wir 
uns  der  gewohnlichen,  hinreichend  hekannten'  Bez^chnung  der 
Btnomial-CeefBcienten  bedienen,  zu  der  folgenden  allgemeineii 
Formel,  wo  natürlich  n  so  wie  k  eine  positive  ganze ^ahl  be- 
zeichnet : 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

■ 

+ (Ä-3),  A"+*^ +  •••+«■  A"+*JfK-|^-l 

t 

setzen : 

10)     ^»3=  »+*,Ay +  *>A*y+*8A^+  •  +*»A-sr+Ä«. 

II. 

Setzen  wir  nun  k^xzni,  so  wird,  wie  man  leicht  findet: 

11)  Ax-H)  =  y+f  U  . 

■  » 

,  i(i—^x)  A'y 
^     1.2     '^x* 

I  4 

,  t(t— Aj)(^-2Aa:)  AV 
^  1.2.3  *A«»  - 

U.   8.  W. 


.  iX^Aa:)(i-2A^)...(M«-rl)A^)  A'S.i, 

+ r2".x::^j tä^t*- 
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NuD  ist  aber,  wenn  wir  der  Kürze  weigen 

12)      Sln  = 

^^~^^"  Ä^jgl"*"^      ^Äi^^  +(^-3)*  ^^  +"•-*•"' -^J»»! 

(A— 1)„  +  (A— 2)»  +  (Ä-— 3)„+...+n, 

setzen : 

"  Ä.^ t(*-l)«+(A-2)»+'(Ä-3)„4-...  +  n„} a„ AaN-*», 

•  •  .  .        •     .        •  •  •  •     '      '      , 

und  folglich,  weil  nach  der  Lehre  vod  den  figurirteo  Zahlen  offenbar 

(*—!)„  +  (k—2)n + (*-3)„  + . . .  +  n,  =  Ah-, 
ist: 

«  • 

also 

Weil  die  GrOasen 

(Ä;— l)n,  (^—2)«,  (Ä:— 3)^,  ....lln 

offenbar  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist  nach  dem  im  Archiv*  Tbl. 
L  S.  292.  §•  46.  bewiesenen  buchst  wichtigen  Satze  von  den  Mit- 
telgrössen, wöiHi  wir  uns  der  dort  eingeführten  Bezeichnung  der 
Mitteigrussen  auch  jetzt  bedienen  r 

VA«»TX'    ^a-i+i'    ^x^i'    '       ^a:"+i     /' 
also 

""  1.2.3..(tt+l)  l,Aa^i'  Aa^'i* Ää=+*    /' 

und  fol^ich  nach  11): 

13)      A^+«")  =  y 

+  Ta^ 

"•'      1.2       A«' 

^  t'(f-Ag)(^2Ag)    A«y 


U.  8.  W. 
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»(f-Aj:)(f-T2A^)^.(»-<«-l)AJ^)  ^ 

"*■  1.-2.3..  .n  '  ^af 

+ 1.2.3"  (n+1) ^K"^^'  '^ei^"i^-)' 

III. 

Wenn*  man  sich  jetzt  \x  der  Null  nShera,  ak<s  weil  iszk^x 
Ut-,  A  in's  UnendUche  wamsen  lässt,  so  nähern  sich  die  Grossen 

i(ir-^x) 
1.2     ' 

i(»-AJ)(f-2Aa') 
1.2.3  ' 

i(t— Aj)  (<— 2Aa^)  (^— 3A.T) 
1.2.3.4  ' 

a.  8.  w. 
1.2.3.4«  ••  n 

1.2.3.4...  (n+l)        I  ' 

wobei  man  nicht  zu  vergessen  hat  9.  dass  n  hier  als  constant  zu 
betrachten  ist,  respective  den  Gränzen 

O'  13:3'  1.2.3.4'  ••'OXiJi'  1.2.ä..(n+l)' 
Weil  ferner  nach  bekannten  Sätzen  der  Differeozenrechnung 

Ay  _  Ay 

A»y_A(A^)_.     VaW 

Aa;'       A^'  At"    . ' 

A*y  ^  A(A'»)  _  ^  (a^V 

A^r*        Ai»*  A^,      ' 

,  U.  8.  W. 

A'y—ACA*-*»),     VAa^^V 

A«"  A*"  Aa: 
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■ 

ist,  so  nähern  sich  nach  den  bekannten  Begriffen  der  Differential- 
rechnung, wenn  ^x  sich  der  Null  nähert,  offenbar 

■ 

4»,  4!^,  4!y,  4!^,     A"y 

^x*  A^*'   ^o:''   ^;t*'  "   A^ 


respectire  den  Gränzen: 


Sx'' 


=  ÜÄ. 


8x  Bj^ 


dj?  ox^ 


Q.   S.   W. 

oder  in  einer  andeni  bekannten  Beseidinung  respeetive  den  Grftnaen : 

,    rQr).r(jr),r(x),r''(x)....fi-)(,x).     ' 

Weil  endlich 

a^=:/'(«+2Aa:)=:/(a:+2J^), 


^  =  A*43A^)  -  /(«+3  j). 


u*  a«  w« 


y^..^!  =  /(j:+(Ä--n-l)Aa?)=A^+(l--2:=i^)0 


oder,  wenn  wir 


s^tsen 
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y,  =:/'(a:+2fi), 
u.  s«  w. 

y*-i»-i  = /(a?+(M^— l)«i)) 

ist;  so  tifihert  sich,  wenn  ^a:  sich  der  Null,  also  k  dem  Unend- 
lichen, und  folglich  auch  t^  sich  der  Null  nähert,  die  Reihe  der 
Grossen 

&»  jTi*  y«>  ys*  •••.ifi^«-i 

offenbar  der  Reihe  der  Grössen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
in  der  Function  f(u)  sich  u  von  u=^x  bis  u=^a:  +  i  stetig  verän- 
dern läi^t,  und  die  Reihe  der  Grossen 

^ly    ^»fiy,    A'^'y«    A»^-^yi        A"+V*^>-i 
A«**-^'  d«"+^'  A^+1'  A^E^^'"'     A«"+^ 

nähert  sich  folglich,  wie  mittelst  des  Vorhersehenden  leicht  er^ 
hellet,  der  Reihe  der  Grossen,  welche  man  erhält,  wenn  man  in 

sioh'tt  voD'  u=zx  bis  tt=:^-|-t  st^ig  veräüdei».  iSsst. 

Ist  nun  /("+i)(tt)  Ton  u=x  bis«  u^x-i^i  stetie,  so  muss  es, 
immer  unter  der  Voraussetzung,  diass  A^ ' 'S^ch  der  Null  nähert, 
offenbar  jederzeit  unter  den  Werthen,  welche  /(n+i)  ^)  erhält, 
wenn  man  u  sich  von  tt=a:  bis  u=X'i-i  stetig  veränaem  lässt, 
nothwendig  einen  geben,  yrelcher  der  Mittelgrysse 

ir  /A"+'y    Al^^    A:l>a       A"-^^yfc-»>-i\ 
AA^»^*  Aar»+^1  A^"+^*"*     A^"+^    / 

gleich  ist,  und  man  Jcannralso,  wenn  q  eine  die  Einheit  nicht 
übersteigende  positive  Grosse  bezeichnet,  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  immer 


fii^i)ix+Qi)^M\^.^^^,     A^flFT'    A^+T» A^+»     / 

setzen. 

Nimmt  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
aus  13)  unmittelbar,  dass,  wenn 

sämtlich  endliche  völlig  bestimmte  Grössen  sind  —  was  natürr 
lieh  bei  der  ganzen   voraergehenden    Betrachtung    vonmsgesetzt 
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■ 

weti^n  muss —  und  di«  FuDCtioD  /<"+^)(«)  von  tctsd^biaursor-f-t 
stetig  ist  9  immer 

14)     f(x+i) 

gesetzt  werden  kann,   wo  g  eine  gewisse  positive,  die  Einheit 
nicht  übersteigende  GrOsse  bezeichnet. 

'Dies  ist  bekanntlich  das  Fundamentaltheorem  der  ganzen  Lehre 
von  den  Reihen,  aus  welchem  der  eigentliche  Taylor  sehe  und 
Maclaurin'sche  Satz  leicht  hergeleitet  werden  können,  wor- 
über ich  hier  nichts  weiter  sage,  weil  diese  Ableitung  in  Jedem 
futen,  den  neueren  Ansichten  sich  anschliessenden  Lehrbucne  der 
Hfferentialrechnung  zu  finden  ist.  , 


IV. 

Soll  ich  schliesslich  noch  mein.Urtheil  über  den  im  Obigen 
absichtlich  so  schleunig  als  möglich  den  Lesern  des  Archivs  mit- 
getheilten  Beweis  des  vorhergehenden. ßo  höchst  wichtigen  Satzes 
aussprechen ,  so  muss  ich ,  so  wie  rch  die  Sache  jetzt  ansehe, 
bekennen,,  da^  ich  allerdings  der  Meuiyng  bin,  dass  di<$pier  Be- 
weis sehr  verdient,  bei  dem  Vortrage  der  Differentialrechnung 
benutzt  zu  werden.  Vor  dem  von  Cauohy  gegebenen,  hauptsäch- 
lich auf  dem  bekannten  Ampere' sehen  Theoreme  beruhenden. 
Beweise,  den  man  in  zum  Theil  abgeänderter  Darstellung  z.  B.  in 
meinen  Lehrbüchern  (Elemente  der  Differential-  und  In- 
tegralrechnung. Erster  Theil.  Leipzig!  1837.  S.  116. 
und  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  höheren 
Analysis.  Leipzig.  1838.  33.  ff.)  findet,  scheint  mir  der  obige 
Beweis  hauptsächlich  den  für  den  Unterricht  keineswegs  unwich- 
tigen VorzusT  zu  haben,  dass  er,  wie  aus  der  im  Vorhergehenden 
gegebenen  Entwickelung  ersichtlich  ist,  eine  ganz  anal^ische 
Darstellung  zuiässt,  indem  im  Gegentheil  Cauchy's  Beweis« eine 
mehr  synthetische  Darstellung  erfordert.  Interessant  ist. mir  der 
von  Herrn  Ca  qua  gegebene  Beweis  auch  hauptsächlich  dnr^  die 
bei  demselben  gemachte  Anwendung  des  im  Archiv.  Tbl«  1.  S.  292. 
§.  45.  bewiesenen  Satzes  von  den  Mittelgrössen  gewesen,,  dessea 
grosse  Wichtigkeit  immer  mehr  erkannt  zu  werden  verdient«  End-. 
Uch  will  ich  auch  noch  bemerken,  dass,  streng  genommen^  dieser 
Beweis  durchaus  nur  eine  im  Sinne  der  neueren.  Analysis  vervoll- 
kommnete Darstellung  des  ältesten  Beweises,  ist,  durch  wel- 
chen Brook  Taylor  selbst  in  seiner  Methodus  incremen- 
torum  directa  et  inVersa.  Ldndini.  1715.  4.'  Ptöp.  VIL 
Cor  oll.  2.  den  späterhin  nach  ihm  benannten  Satz  zU  begründen 
suchte,  wovon  sich  Jeder,,  wer  diese  ziendlch  selJtene  SehriOt 
nicht  selbst  besitzt,  auch  schon  aus  deia  Mathematischen 
Wörterbücher  Tbl.  L   S.  766.  hinreichend,  jedoch  nii:hl..v^U- 
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stfindtg,  za  überaeiigeD  im  Stande  ist«  ao  4ttM  wir  also  auf  diese 
Art  auch  bei  dem  vorliegenden  buchst  wichtigen  Ci^geiistande, 
waüB  jedenfalls  sehr  interessant  ist ,  wieder  zu  den  ersten  Anföneen 
der  DiffereDtialrechnune,  —  welche  von  der  zu  einer  gewissen  2jeity 
und  auch  letzt  noch,  bei  vielen  Mathematikern  so  sehr  beliebten, 
aber  gewiss  hdchst  ungründlichen  Methode  der  unbestimmten 
Coefficienten  nichts  wussten ,  «—  nur  in  einer  in  Rucksicht  auf 
wahre  mathematische  Strenge  und  Evidenz  sehr  vervollkommnete^ 
Darstellung,  zurOckgefiShrt  werden.  Einer  ähnlichen  Betrachtungs- 
weise hat  sich  in  neuerer  Zeit  übrigens  auch  schon  Crelle  in 
seinem  Journal.^  Tbl.  VU*  S.  276." ff.  bedient,  der  ich  aber, 
wenn  sie  auch  allgemeiner  ist,  in  Bezug  auf  den  vorliegenden  be- 
stimmten Zweck  doch  die  obige  Darstellung  des  Herrn  Caquö 
aus  mehr  als  einer  Rucksicht  vorziehen  mochte. 


Heber  eini^pe  Elfpenscbaften  des  Punk- 
tes der  kleinsten  Knlfernun^p« 

Von 

Herrn  Fr.  Seydewitz, 

Oberldirer  am  Gymnasium  zu  Heiligenstadt 


I»  einer  Abhandlung  des  Herrn  Professor  Steiner  Über 
Fussponkten- Vielecke >  Fusspunkten-€urven  n.  s.  w.  (Cr eile's 
Journal.  21.  Band.)  wird  nemerkt^  das»  derselben  eine  andere 
Untersuchung  zur  Seite  stehe,  welche  sich  mit  den  folgenden 
Aufgaben  beschäftige. 

a)  In  der  Ebene  einer  gegebenen  Curve  denjenigen  Punkt  zu 
bestittimen^  dessen  Fusspunkten  -  Curve  in  Rücksicht  auf  jene  unter 
allen  die  kürzeste  ^ei. 

SWenn  in  der  Ebene  eine  gegebene  Curve  auf  einer  festen 
en  rollt,  denjenigen  Aiit  ihr  verbundenen  Punkt  anzugeben, 
welcher  die  kürzeste  Curve  beschreibt. 

y)   Passelbe ,  wenn  die  Curve  auf  einer  anderen  Curve  rollt 

Wiewohl  die  Auflosung  dieser  Aufgaben  wegen  ihres  innigen 
Zusammenhanges  nM  den  dortigen  Untersuchungen  ziemlich  nahe 
li^t/  80  erianbe  ich  mir  doch,  die  meinige  hier  mitzutheilen,  weil 
Bbtraditaf%0a  Aber  Rektifikation  der  Ciirv^n ,  der  Analysis  gegen- 


N 
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Mher,  «o  zu  «M^n,  die  sch^vacbe  Seite  der  Geometrie  bilden,  nnd 
daher  eio  jeder  dahin  einschkigeiide  Fortschritt  der  letzteren  näher 
festgestellt  zn  werden  verdient. 


§.  1. 

Vom  PuMkte  der  mittlereo  Entfernung. 

Sind  a,  ai,  a^  die  Abstände  eines  beliebisen  Punktes  A,  in 
der  Ebene  eines  beliebigen  Dreiecks  MMiln^,  von  den  Seiten 
M1M2,  MM^y  MMi  oder  p,  py  p^  des  letzteren,  so  ist,  jenach- 
dlnn  derselbe  1)  innerhalb  des  Dreiecks ,  oder  2}  ausserhalb  des- 
selben in  einem  seiner  Winkel  {MM^Mi)^  oder  3)  im  Scheitel- 
winkel ^ines  seiner  Winkel  {MJU^Mi)  liegt: 

1)  ^AM^M^^^AMM^^i^AMM^  =  ^IttMiM^,  und  daher 
a.p+üx.pi  +oa.pa  =  3A; 

oder  2)  ^AMiM^^  ^AMM^-^^AMMi  —  ^MM^M^,  und 

a  ./i+oi  .j»i  — «2 -/^  ==  2A; 

oder  3)  -^^iAMiM^—^AMM^+^AMMi  =  ^MMiM^,  und 

— a.p  — «1  »Pi  +  a^  >p%  =  2^. 

Lehrsatz    I. 

Die  algebraische  Summe  der  Rechtecke  zwischen 
den  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  und  den  Abstän- 
den eines  beliebigen  Punktes  seiner  Ebene  von  diese« 
Seiten  ist  dem  doppelten  Inhalte  des  Dreiecks  gleich, 
indem  ein  jeder  Abstand  positiv  oder  negativ  genom- 
men wird>  ienachdem  jener  Punkt  und  die  Gegenecke 
der  betreffenden  Dreiecksseite  auf  einerlei  oder  auf 
verschiedenen  Seiten  dieser  letzteren  liegen. 

Sind,  nun  A^  B,  C,  l>...n  beliebige  Punkte  in  der  Ebene  de« 
Dreiecks  MMiM^,  sind  n,.ß,  y,  S,.,  eben  so  viele  diesen  Punkte» 
entsprechende  ganze  oder  gerbocbene,  positive  oder  negative  Zahlen, 
und  a,  fl],  02;  b,  bub^y  c,-Ci,  c^i  d,  cZ],  <^;..  die  Abstände  ^er 
ersteren  von  den  Seiten  p,  pi,.  p^  des  Dreiecks,  so  ist 

aap  +  ctttiPi  +  aa^p^  =  2«^ 

ßbp  +  ßbipi+ßb.2p2  =  ^ß£i 
ycp  -f  fc^pi  -f  yc^p2  =  2yA 
idp  -f  Sdipx  +  ^d^2  =?  2d^ 


also    {aa^ßb-{-yC'\-9d.,,)p  +  (afli  +  i56i+yci  +  Wi...)pi 
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oder,  indem  man  die  Faktoren    von  p,  pi,  pa^.^A  kürzer  durch 
£(aa),  HCaai),  JS(ad^,  £(a)  beseichnet: 

Denkt  man  sich  nun  in  derselben  Ebene  einen  Punkt  S,  wel- 
cher TOD  den  Seiten  p  und  pi  um 

* 

entfernt  ist^  was  allemal  und  bei  gehCriger  BerücksIchtigtiBg  der 
Zeichen  dieser  Ausdrücke  nur  auf  einzige  Weise  möglich  ist  ^  iind 
ist  «2  ^^^  Abstand  des  so  bestimmten  Punktes  iS  von  der  dritte« 
Seite  p^9  so  fo^t  einmal  aus  der  vorigen  Gleichung: 

dann  aber  auch  ans  dem  Lehrsatze  I. : 

folglich  ist  auch 

*^ — ZW' 

'    .        .  ••  . 

Bildet  die  Gerade  MUlfi  mit  MiHII»  und  lUM^  kein  Dreieck^ 
sondern  Ist  dieselbe  mit  einer  von  beiden^  z.  B.  mit  MiS^,  pa- 
rallel, und  ist  m  der  Abstand  beider  von  einander,  so  ist 

wo  a^i  62,  c^n  d»**'»  <a  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  sindi  je- 
nachdem  die  Punkte  A,  B,  C,  D,.,,  S  ausserhalb  oder  innerhalb 
der  Parallelen  liegen;  snbstituirt  man  also  diese  Ausdrücke  in  die 
Gleichung 

2(a)  .  s  =  £(cca) , 

so  wird  daraus 

also  wiederum,  wie  oben: 

~    £(«)  ' 

Nehmen  die  CoeÜScienten  a,  ß,  v,  S..,  in  gleichem  Verhfttt' 
nisse  zu  oder  ab/  so  werden  hierdurcn  die  Werine  der -Quotienten 
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j^V  und     ^^}  f  und  also  auch  die  Lage  des  Punktes  5  nieht 
£(a)  2(0) 

geändert.    Ist  €c^=:ß^^y  =  d,,.,  so  sind  s,  Siy  s^  die  arithmetischen 

Mittel  zwischen  den  Ahstanden  a,  6,  c,  </.;.;  Oi,  bi,  Ci,  c^i...; 

<E2>  ^2  9  ^»  4f*»  und  der  Punkt  S  heisst  im  gewöhnlichen  Sinne 

der  Punkt  d^r  mittleren  Entfernung'  in  Bezug  auf  d^  System  der 

Punkte  A,  B,  C,  D....    Offenbar  aber  ist  der  Ausdruck  ^S^-^  , 

wenigstens  für  den  Fall  positiver  ganzer  Zahlen  er,  ß,  y»  o.,*, 
ebenfalls  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Abständen  der 
Punkte  A9  B,  C,  Z>«..  von  einer  Geraden,  insofern  man  sich  in 
diesen  Punkten  bezüglich  eine  Anzahl  von  a,  ß,  y,  ö,.,  Punkten 
vereinigt  denkt.    Daher  ist  man  berechtigt,  auch  im  allgemeinen 

Falle   den  Ausdruck  -^^  /  das  arithmetische  Mittel  zwi- 

Z(a)  • 

sehen  den  mit  den  Ooefficienten  a,  ß»  y,  ^.•«  behafteten 

Längen    a,  b^  c,  d^^.,   und   den  Punkt    «S  d^n  Punkt  def 

mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  Coeffi- 

eienten  a,  ß,  y,  £...   behafteten  Punkte   A,  B,  C,  Z>... 

zu  nennen. 


Lehrsatz  2. 

Sind   die  Abstände  eines  Punktes  S  von  zwei  be- 
liebigen, einander   durchschneidenden    Geraden,   ein 
jeder  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den,  mit  be- 
liebigen ganzen  oder  gebrochenen,  positiven  oder  ne- 
gativen Cfoefficienten  a,ß,y,d.i,  behafteten  Abständen 
eines  ebenen  Systems  Von  Punkten  A,  B,  C,  D.,:  von 
der  betreffenden  Geraden,  so  besitzt  jener  Punkt  ^  die 
nämliche  Eigenschaft  hinsichtlich  Jeder  dritten  Gera- 
den;   und  es  gibt  daher  allemal  einen,  aber  auch  hur 
einen   Punkt   der   mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf 
ein  gegebenes  System  mit  gegebenen  Coefficienten 
behafteter  Punkte.    Hierbei  aber  wird  vorausgesetzt, 
dass  die  Abstände  je  zweier  Punkte  von  einer  Gera- 
den mit  einerlei  oder  mit  entgegengesetzten  Zeidien 
genommen  werden,  jenachdem  sie  auf  einerlei^oder  auf 
verschiedenen  Seiten  dieser  Geraden  liegen. 

Zusatz.  Geht  die  Gerade,  von  welcher  die  Abstände  ge- 
rechnet werden,  durch  den  Punkt  der  mittleren  Entfernung  selbst, 
so  ist 


,-:^^  =  0,  also  2(m)z=iO, 


und  umgekehrt:  Gilt  die  letztere  Gleichung  für  zwei  Ge- 
rade, welche  sich  schneiden,  so  ist  ihr  Durchschnitt 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung.  Daher  sind  im  Falle 
von  lauter  positiven  Coefficienten  a ,  ß,  y,  0..4  di/e  Punkte  A,  B, 
C,  /> . .  •  nothwendig  auf  beide  Seiten  einer  jeden  Geraden  vertheilt, 

Thea  Vm.  12 
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welche  durch  den  Pnnkt  der  mittleren  Entfemang  geht,  und  welche 
daher  eine  Linie  der  mittleren  EDtfernung  helsst. 

Anmerkung.  Auf  dieselbe  Weise,  wie  hier  mitteb  des 
Dreiecks  MMiM^  im  Fall  eines  ebenen  »Systems  tob  Punkten,  kann 
man  mittels  einer  P^nramide  auch  den  Punkt  der  mittleren  Eot- 
ferouDg  in  Bezug  auf  ein  System  von  Punkten  im  Räume  be- 
stimmen. 


$.  2. 

Vom  Pankte  der  kleinsten  Entfernung. 

Es  seien  in  (Taf.IlLFig.2.,3.,4.)  Ä,  S,  zwei  Punkte  von  belie- 
biger Entfernung  mit  einem  beliebigen  dritten  Punkte  A  durch  die 
Creraden  AS,  ASx  verbunden,  und  von  dem  einen  {&{)  auf  die 
Gerade  AS  eine  Senkrechte  iS^m  gefallt,  so  ist 

entweder  1)    Am  =  AS-^-Sm, 

oder  2)    Am  =  AS^  Sm , 

oder  3)    Am=^  Sm  —  AS 

=  AS^Sm+2Am, 

oder  aber  4)    Am  =  AS; 

jenachdem  das  in  S  auf  SSi  errichtete  Loth  SX  1)  zwischen  deif 
Funkten  A  und  Si  hindurchgeht,  2)  oder  nicht,  und  zwatAS^  Sin 
oder  3)  AS^Sm,  oder  al^r  4)  aieses  Loth  mit  ^5  zusammen- 
fiült. 

JedenfiEÜIs  aber  ist 

ASi  >  Am. 

Wird  nun  ans   A  auf  SSi  noch  die  Senkrechte  Ap  gefallt, 
so  ist 

Sm=:SSi.^; 

also,  wenn  man  der  Kürze  wegen  AS,  AiS,  SSg,  Sp  mit  A,  Ai, 
M,  a  bezeichnet  und  unter  j9  eine  Linie  versteht,  welche  Null  oder 
grosser  als  Null  ist,  so  erhält  man  in  jedem  Falle  folgende  Un- 
gleichung: 

Ai>A  —  s.^+Ps 

wo  a  positiv  oder  negativ  zu  nehmen  ist,  jenachdem  die  Punkte 
A  und  Si  auf  einerlei  oder  auf  verschiedenen  SeiteQ  des  Lothes 
SX  liegen. 
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Sind  al8o  irgend  ein  ebenes  System  von  Punkten  A,  B,  C,  /)••• 
und  ebensoviele  ganze  oder  gebrochene^  aber  positive- Zahlen 
ff 9  ßf  7»  ^••-  gegeben;  werden  erstere  mit  zwei  beliebigen  Punk- 
ten S,  Si  der  Ebene  bezüglich  durch  die  Geraden  A)  Dj  C,  />..• 
und  Alt  Bi9  C\9  Jff*»  verbunden,  und  sind  a,.b,  c,  d,„  die  Ab* 
stände  jener  Punkte  von  dem  in  S  auf  SSi  errichteten  Lothe»  so 
erhält  man  für  jeden  dieser  Punkte  eine  der  vorigen  analoge  ün- 

Sleichung,  und  wenn  tnan  die  Glieder  einer  jeden  bezüglicli  mit 
en  Zahlen  et,  ß,  y,  d,..  nrultipliclrt  und  sodann  die  Summen  def 
linken  und  der  rechten  Seiten  nimmt,  so  ergibt  sich: 

a.Ai+ß,Bi^y.Ci+«.Di+...':>«.A  +  ß.B+Y'C+i*D+.. 

wo  a,  b,  c,  d...  positiv  oder  negativ  oder  =0  zu  nehmen  sind, 
jenachdem  die  betreffenden  Punkte  A,  B ,  C,  /)...  auf  derjenigeD 
Seite  des  Lothes  SX,  wo  der  Punkt  Si  sich  befindet,  oder  auf 
der  anderen  Seite «  oder  auf  dem  JLothe  selbst  liegen;  und  wo  P 

wiederum  eine  Linie  ^0  bedeutet»    Mittels  der  schon  oben  ge*   • 

brauchten  Abkürzungszeichen  lässt  sich  die  zuletzt  erhaltene  Be*> 
Ziehung  auch  so  ausdrücken: 

2(aA^)  >  £((xA)^s.  -2(J)  +  P. 

Gesetzt  nun,  es  wäre  5  ein  solcher  Punkt  der  Geraden  SSi, , 
für  welchen  die  algebraische  Summe 


6)=» 


SO  würde 

2(aA^)>2(aA)  +  P, 

tun  so  mehr  also 

.£(aAi)^2:(aA) 

sein,  und  zwar  —  was  für  den  Vergleich  der  geometrischen  mit 
der  analytischen  Entwickelungsweise  von  Wichtigkeit  ist  —  wie 
gross  oder  klein  auch  die  Strecke  Sl^^zs  gedacht 
werden  mag. 

Werden  die  CoefBcienten  a,  ß,y<,  6...  mit  anderen  vertauscht, 
welche  zu  den  ersteren  alle  einerlei  Verhältniss  haben,  so  besteht 
auch  jetzt  noch  für  den  Punkt  S  die  Bedingungsgleichunj 


'g 


(x)=« 


und  es  wird  also  hierdurch  die  Lage  des  Punktes  ^S  nicht  verändert. 
Sind  die  Coefficienten  a=^=y=:d=:...,  so  ist,  wenn 

12« 
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A^  ß^  C^  D^ "' 

allemal 

-4i+A  +  Ci  +  A  +  -  .>^  +  ^+c+z>+..., 

d*  h.  die  Summe  der  Entferniiogen  des  so  bestimmten  Punktes  S 
TOD  den  Punkten  A,  B,  C,  D...  ist  kleiner  als  die  eines  jeden 
anderen  Punktes  St  derselben  Ebene,  und  in  diesem  Falle  heisst 
der  Punkt  iS  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezue  auf 
das  System  der  Punkte  A,  B ,  C,  D..,.  Im  Falle  ungleicher 
Coeffieienten  aber  braucht  man  sich  hur  vorzustellen,  dass  eine 
Anzahl  von  a  Punkten  im  Punkte  A^  ß  Punkte  in  ^,  7  in  C,  ^ 
in  Z>...  vereinigt  seien,  um  auch  jetzt  in  den  Ausdrücken  £(aA)f 
Z((xA{)  die  Summen  der  Entfernungen  der  Punkte  S,  S^  von  den 
Ai  Bi  Cf.D,.,  zu  erkennen  und  in  dieser  Vorstellung  noch  einen 
Sehritt  weiter  gebend  den  Sinn  der  folgenden  Definition  zu  fassen: 
Ein  Punkt  S  heisst  der  Punkt  der  kleinsten  Entfer- 
nung in  hezn^  auf  ein  gegebenes  System,  mit  gegebe- 
nen ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Coefficienten 
^f  ßf  y»  ^'•'  behafteter  Punkte  A,  B,  6%  Z)..«,  wenn  die 
Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  5  von  diesen 
letzteren  kleiner  als  die  eines'jeden  anderen  Punktes 
Si  ist. 

Man  kann  die  Quotienten   -x>   -&>    -7^»    h-**    ^1^   constante 

Coefficienten  ansehen,  mit  denen  die  Punkte  A,  B,  C,  /)...  be- 
haftet sind.  Gesetzt  nun,  der  Punkt  S,  welcher  von  d^i Punkten 
A,  B,  C,  /)...  um  die  Längen  A»  J?,  C,  /).••  entfernt  ist,  sei 
der  Punkt  der  mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  diese  Punkte, 
so  würde  nach  Lehrsatz  2.  Zusatz,  für  jede  dnrch  S  gehende  Ge- 
rade die  Gleichung 


(5)= 


0 


feiten,  und  da  die  in  §.  1.  für  die  Abstände  a,  b,  c,  d.,,  gege- 
ene  Zeichenregel  mit  derjenigen  des  jetzigen  Paragraphen  voll- 
kommen übereinstimmt ,  so  musste  der  Punkt  S  zugleich  auch  ein 
Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den  Coeffi« 
cienten  a,  ß,  y,  iS...  behafteten  Punkte  A,  B,  C,  />...  sein. 

Denkt  man  sich  um  den  Punkt  S  als  Centram  mit  beliebigem 
Halbmesser  r  einen  Kreis  beschrieben,  welcher  die  Geraden  AS, 
BS,  CS,  DS...  in  den  Punkten  A\  B',  C,  /)'...  schneidet, 
und  sind  a',  6',  c',  d...  die  Abstände  dieser  Punkte  von  dem 
Lothe  ^SJJT,  so  ist 


a      0! 

h     y 

c       c' 

d      d' 

H—T' 

B~7' 

C-  r  ' 

D-T"' 

also 


i(~)^i^(W,. 
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Gesetzt  also,  der  Punkt  S  wäre  der  Punkt  der  mittleren  Ent- 
fernung in  Bezug  auf  die  mit  den  CoefBcienten  a,  ß,  y,  d, .,  be- 
hafteten Punkte  Ä,  JET,  C,  ly,.,,  so  würde 

Z(aa')  =  0,  und  also  auch  ^(^)  =  0  sein, 

also  jS  zugleich  auch  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in 
Bezug  au^  die  mit  denselben  CoefBcienten  behafteten  Punkte  A, 
B,  C,  /)...- sein.  .  / 

Lehrsatz  3. 

Ist  irgend  ein  ebenes  System  von  Punkten  A,  B, 
Cs  !)••,,  und  sind  ebensovieie  ganze  oder  gebrochene 

Sositive  Zahlen  ^fß»  y,  d-**  gegeben,  und  gibt  es  in 
er  Ebene  Jenes  Systems  einen  Punkte,  welcher, 
wenn  man  die  reciproken  Werthe  seiner  Abstände  A, 
B,  C»  /)...  von  jenen  Punkten  bezüglich  mit  den  Zah- 
len a,ßfy,8.,.  multiplicirt,  der  Punkt  der  n^ittler^n 
Entfernung  in  Bezug   auf  die,  mit  den  so  erhaltenen 

Zahlen  -j,  -^,  ^,  j^"»  behafteten  Punkte  A,  B,  C,  D.,. 

ist,  so  ist  dieser  Punkt  5  zugleich  auch  der  Punkt  der 
kleinsten  £ntfei;nung  in  Bezug  auf  dieselben,  mitden 
Zahlen  a,  /9,  y,  8 .,.  behafteten  Punkte,  und  zwar  gibt 
es  dann  allemal  nur  einen  einzigen  solchen  Punkt  5. 


Lehrsatz  4. 


Ist  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  der  Punkt  der 
mittleren  Entfernung  in  Bezug  auf  ein  System  von 
Punkten,  welche  aui  seinem  Umfange  liegen  und  mit 
beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven  Coeffi- 
c  ienten  behaftet  sind»  so  ist  derselbe  zugleich  auch 
der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  ein 
System  von  ebensovielen,  mit  denselben  Goefficien- 
ten  behafteten  Punkten,  welche  beliebig  auf  den  nach 
jenen  Punkten   gehenden  Halbmessern,    auf  einerlei 

SeMe  vom  Mittelpunkte,  liegen. 

t 

Lehrsatz  5. 

Der  Punkt  der  kleinsten  E.ntfernung  für  ein  gege- 
benes System  von  Punkten,  welche  mit  gegebenen 
Coefficienten  behaftet  sind,  bleibtunverändert,  wenn 
diese  Coefficienten  alle  in  gleichem  VerhäUniss  sich 
ändern. 

Ob  übrigens  allemal  ein  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  exi- 
stire»  und  wie  derselbe  gefunden  werde,  lässt  sich  bis  jetzt  im 


182 

AUgemeinen  nicht  ermitteln,  wohl  aber  in  besonderen  Fällen,  unter 
welchen  hier  der  folgende»  von  welchem  später  Gebranch  gemacht 
wird,  hervorgehoben  werden  soll. 

Liegen  ie  zwei  der  segebenen  Punkte,  z  B,  A  und  B,  auf 
einem  iStrahie  eines  Strahlbüschels  S,  und  zwar  auf  verschiedenen 
Seiten  des  Punktes  S ,  ao  sind  die  Abstände  a,  b  derselben  von 
einem  beliebigen  Strahle   des  Strahibüschels  entgegengesetzt  und 

es  ist  -j  =  -^  Sind  also  nun  auch  noch  die  betreffenden  zwei 
Coefficienten  a  und  ß  einander  gleich,  so  ist 

€ca  .  ßb 


+^=0, 


Z^5 


und  somit  überhaupt 


(?)=••■ 


also   jS  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  Ge- 
sammtheit  dieser  Punktenpaare. 


Lehrsatz  6» 

Schneiden  sich  beliebig  viele  Gerade  in  einem 
Punkte  S,  und  sind  auf  einer  jeden  auf  verschiedenen 
Seiten  von  S  zwei  Punkte  beliebig  gegeben  und  mit 
beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven,  aber 
paarweise  unter  sich  gleichen  Coefficienten  behaftet, 
so  ist  S  derPunkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug 
auf  die  Gesammtheit  dieser  Punktenpaare. 

Aus  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Punktes  der  mittleren 
Entfernung  ergibt  sich,    dass  für  einen  beliebigien  Punkt  Si  der 

4-usdruck  ^(—ä—^)  ^di  so  grosser  wird,  je  weiter  der  Punkt 

Si    sieb    vom   Punkte  S   det    kleinsten  Entfernung  entfemi    Es 
fragt  sich^  ob  dasselbe  auch  von  dem  Ausdrucke  2(aAi)  gelte? 

Denkt  man  sich  in  (Taf-Ill.  Fig.  2., 3.,  4.)  die  Strecke  SSi=s 
im  Zunehmen  begriffen,  so  wird  die  Linie  ASt  in  Taf.  III,  Fig.  2.  und 
Fig.4.  zwar  unbedingt  zunehmen,  dagegen  in  Taf.  111.  Fig.  3.  so  lange 
abnehmen,  bis  SSt  so  gross  als  die  Projektion  Sp  der  Linie  AS 
geworden  ist ;  bat  aber  SSi  diese  Grösse  erreicht,  so  nimmt  auch  hier 
ASi  nun  ins  Unendliche  zu.  Das  nämliche  gilt  also  auch  von 
a^ASj^.  Gesetzt  aber  auch,  dass  ein  oder  mehrere  der  Produkte 
a.Ai,  ß,'ßi,.*  die  Grenze,  über  welche  hinags  sie  sich  mit  $ 
zugleicti  fortwährend  vergrössern  müssen ,  erreicht  haben ,  so  lässt 
sich  doch  dasselbe  nicht  eher  von  der  Summe  2*{aÄx)  selber  mit 
Gewissheit  behaupten ,  bis  ein  jedes  der  Produkte  an  dieser  Grenze 
angelangt  ist;  und  da  die  Projektion  Sp,  mit  der  Verkleinerung 
des  Winkels  ASSy  bis  zur  Grosse  von  AS  zunimmt,  sb  lässt 
steh  hierBäch  mit  völliger  Gewissheit  nur  Folgendes  feststellen: 
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Lehrsatz  7. 


Die  Summe  der  Abstände  eines  Punktes  Si  von 
den  mit  beliebigen  ganzen  oder  gebrochenen  positiven 
Coefficienten  behaiteten  Punkten  A,  ß,  C,  i>...  einer 
Ebene  nimmt  mitseinem  Abstände  vom  Punkte  5  der 
kleinsten  Entfernung  nothu-endig  zu^  sobald  derselbe 
den  Umfang  desjenigen  Kreises  erreicht  hat,  weicher 
um  den  Punkte  als  Mittelpunkt  durch  denvonihip 
entferntesten  unter  jenen  Punkten  A,  B,  C,  />...  ge^ 
legt  wird- 


•  §•  3. 

Von  den   Fusspunkten  -  Vielecken   und   den  Fuss- 

punkten-Curven. 

I 

Fällt  man  auf  alle  Seiten  eines  gegebenen  Vielecks  Sß,  aud 
einem  Punkte  P  seiner  Ebene,  Senkrecnte,  und  verbindet  deren 
Fusspunkte  der  Reihe  nach  paarweise  durch  Gerade,  so  entsteht 
ein  neues  Vieleck  V,  welches  dem  gegebenen  eingeschrieben  ist. 
Dieses  neue  Vieleck  Fheisst  das  Fusspunkten -Viel- 
eck des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das  gegebene  Vieleck 
SS;  und  zwar  soll  diese  Benennung  gelten,  es  mag  nun  das  Viel- 
eck 93  geschlossen  oder  offen  sein,  lauter  ausspringende  oder  auch 
einspringende  Winkel  besitzen,  einen  einzigen  oder  mehrere 
Räume  einschliessen 

Ist  nun  A  irgend  eine  Ecke  des  Vielecks  9},  a  der  von  den 
anstossenden  Seiten  eingeschlossene  spitze  oder  stumpfe  Winkel, 
PA  der  Abstand  eines  beliebigen  Punktes  P  von  dieser  Ecke, 
und  MN  die  derselben  entsprechende  Seite  des  Fusspunkten- 
Vielecks  F,  so  lässt  sich  um  das  Viereck  PMAN  ein  Kreis  be- 
schreiben ,  dessen  Durchmesser  PA  ist ;  folglich  ist  dessen  Sehne 

MN—PA.sina. 

Mao  erhält  also  den  Umfang  von  F,  indem  man  die  Abstände 
des  Punktes  P  von  den  Ecken  des  Vielecks  93  bezüglich  mit  den 
Sinus  der  an  diesen  Ecken  liegenden  Winkel  von  S  multiplicirt 
und  die  Summe  der  Produkte  nimmt,  oder: 

Lehrsatz   8. 

a)  Der  Umfang  des  Fusspunkten-Vielecks  Feines 
beliebigen  Punktes  P,  in  Bezug  auf  ein  beliebiges 
gegebenes,  geschlossenes  oder  offenes  Vieleck  9,  Ist 
ebensogross  als  die  Summe  der  Abstände  des  Punktes 
P  von  den  Eckpunkten  des  Vielecks  93,  insofern  diese» 
letzteren  mit  den  Sinus  der  betreffenden  Winkel  von. 
9},  al^  Coefficienten,  behaftet  werden. 
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b)  Und  (laber  hat  uoter  alleo  Fusspunkten- Viel- 
ecken in  Be^ug  auToin  gegebenes  Vieleck  %  dasjenige 
den  kleinsten  Umfange  welches  dem  Punkte  S  der 
kleinsten  Entfernung  in  Bezus  aut  die  mit  jenen 
Sinus  behafteten  Eckpunkte  des  Vielecks  *S  entspricht, 

c)  Je  weiter  ein  PunktPüber  diejenige  Kreislinie 
hinausrfickt,  welche  um  den  erwähnten  Punkt  i$ ,  als 
Mittelpunkt^  durch  die  von  ihm  entfernteste  Ecke  des 
Vielecks  iB  beschrieben  wird»  desto  grosser  wird  der 
Cmfang  seines  Fusspunkten-Vielecks  F. 

Da  im  regelmässigen  Vieleck  alle  Winkel  einander  gleich  sind, 
und  da,  was  sich  sehr  leicht  aus  Lehrsatz  4.  und  6.  ergibt,  sein 
Mittelpunkt  der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  seine 
Ecken  ist,  so  hat  man  insbesondere: 


Lehrsatz  9« 


Vielecks!^,  ist  gleich  der  8umme  der  Abstände  des 
Punktes  P  von  den  Ecken  des  letzteren,  multrpli- 
cirt  mit  dem  Sinus  des  Winkels  des  regelmässigen. 
Vielecks. 

b)  Unter  allen  Fusspunkten -Vielecke  n  in  Bezug 
auf  ein  regelmässiges  Vieleck  hat  das  dem  Mittelpunkte 
des  letzteren  entsprechende  den  kleinsten  Umiting. 

Fällt  man  auf  die  sammtlichen  Tangenten  einer  Curre  (oder 
eines  Curvenstückes)  SS  aus  einem  beliebigen  Punkte  P  ihrer  Ebene 
Senkrechte,  so  bilden  die  Fusspunkte  dieser  letzteren  ebenfalls 
eine  Citfve  (oder  ein  Currenstück)  F.  Diese  CurveFheisst 
die  Fusspunkten-Curve  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die  Curve  83.  Kraft  des  Gesetzes  der  Continuität  nun  lassen 
sich  alle  Eigenschaften  der  Fusspunkten  *  Vielecke  auf  die  Fuss« 
punkten  -  Curven  übertragen.  Denn  eine  jede  Curve  $3  lässt  sich 
als  ein  Vieleck  mit  unendlich  kleinen,  «einander  gleichen  Seiten 
betrachten,  und  dann  sind  die  Fusspunkten  -  Curven  in  Bezug  auf 
die  Curve  93  mit  den  Fusspunkten -Vielecken  in  Bezug  auf  das 
Vieleck  93  identisch ,  indem  die  Seiten  des  letzteren  die  Richtungen 
der  Tangenten  der  ersteren  bestimmen.  *Die  Winkel ,  welche  je 
zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Tangenten  einschliessen, 
treten  jetzt  an  die  Stelle  der  Winkel  des  Vielecks,  und  da  die- 
selben unendlich  klein,  also  ihre  Sinus  genau  ihren  Bogen,  für 
den  Halbmesser  =1,  gleich  sind,  so  darf  man  diese  Bogen  an 
die  Stelle  jener  Sinus  setzen.  Handelt  es  sich  nur  um  me  Be- 
stimmung des  Punktes  der  kleinsten  Entfernung  oder  um  das  Ver- 
bältniss  der  Umfönge  der  Fusspunkten  -  CurVen ,  so  kann  man  auch, 
was  offenbar  bequemer  ist,  nach  Lehrsatz  6.  sich  statt  jener  Sinus 
der  reciproken  Werthe  der  Krümmungshalbmesser  in  den  betreffen- 
den Punkten  der  Curve  93  bedienen.  Detin  ist  A  irgend  eine  Ecke 
eines  gleichseitigen  Vielecks  93,  die  Seite  desselben  ^=±2h\  und 
denkt  man  sich  in  den  Mittelpunkten  m,  n  der  die  Ecke  A  oder 
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Winkel  a  einschliessenden  Seiten  zwei  Senkrechte  errichtet« 
be  sich  im  Punkte  a  schneiden,  so  ist 

sm  a  =  2  sin  l  IX .  cos  i  a  ^^  z  — j  •  — ^  =  — « — J — 3^= , 

aA     aA  .  (o-^) 

ebenso  erhält  man  für  irgend  eine  andere  Ecke  C 


x. 


also 


Da  nun  im  Falle  der  Curve  9}  die  Seite  2A  unendlich  klein 
ist  9  so  ist  hier 

11 

sin  a  :  sin  V  =:  — 3  :  —7?  • 
'        aA    cL 

Offenbar  aber  sind  in  diesem  Falle  die  Längen  aA,  cC  die 
Krümmungshalbmesser  der  Curve  in  den  Punkten  A,  €• 


Lehrsatz  10. 

a)  Der  Ujmfang  der  Fusspunkten  -  Curve  ]P^  eines 
beliebigen  Punktes  P  in  Bezug  auf  eine  beliebige  ge* 
gebene  Curve  (oder  Curvenstück)  fB  ist  ebensogross  als 
die  Summe  der  Abstände  des  Punktes  P  von  sämmt- 
iichen  Punkten  der  Curve  2ß,  wenn  man  einen  jeden 
dieser  Abstände  mit  dem  Bogen  des  Winkels,  welchen 
die  Tangente^  in  dem  betreffenden  Punkte  mit  der 
ihr  zunächst  folgenden  bildet  (für  den  Halbmesser  i=l), 
multipiieirt.  - 

b)  Unter  allein  Fusspunkten-Curven  in  Bezug  auf 
eine  gegebene  Curve  ^  ist  diejenige  die  kürzeste, 
welche  dem  Punkte  5  der  kleinsten  Entfer^nuns  in 
Bezug  auf  sämmtliche  Punkte  der  Curve  !8  entspricjit, 
vorausgesetzt,  dass  diese  Punkte  mit  den  unter  a) 
erwähnten  Bogen  oder  auch  mit  den  reciprok«en  Wer- 
then  der  Krümmungshalbmesser  der  Curve,  als 
Coefficienten,  behaftet  werden.  ^ 

c)  Die  Fusspunkten-Curve  eines  Punktes  P  in  Be- 
zug auf  eine  gegebene  Curve  (oder  Curvenstück^  93  wird 
um  so  länger,  je  weiter  der  Punkt  P  über  diejenige 
Kreislinie  hina'usrückt,  welcheumden  genanntenPun^t 
iS  der  kleinsten  Entfernung,  als  Mittelpunkt,  durch 
den  von  ihm  entferntesten  Punkt  der  Curve  fß  be* 
schrieben  wird. 
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Da^  bei  einer  EUlpise  und  Hyperbel  die  KrGmiiliiDgeD  der  Curve 
iD  zwei  Endpunkteo  eines  Durchmessers  allemal  einander  gleich 
sind,  also  nach  Lehrsatz  6.  der  Mittelpunkt  des  Keo;elschnittes 
der  Punkt  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die  mit  den 
reciproken  Werthen  der  Krümmungshalbmesser  behafteten  Punkte 
des  ganzen  'Kegelschnittes  sowohl,  als  auch  zweier  von  zwei 
Durchmessero  begrenzten  Curvenstücke  ist,  so  ergibt  sich  ins- 
besondere: 


Lehrsatz  11. 

^  Unter  allen  Fusspunkten-Curven  in  Bezug  auf  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel,  oder  auch  in  Bezug  aufzwei 
f^on  zwei  Durcbmessern  begrenzte  Bogen  derselben 
ist  diejenige  die  kürzeste,  welche  dem  Mittelpunkte 
des  Kegelschnittes  entspricht. 


§.  4. 

Von  denCurven,  welche  dadurch  erzeugt  werden, 
dass  eine  andere  Gurre  auf  einer  Geraden  rollt. 

Es  sei  MABCDNCTsif.  III.  Fig.  5^  irgend  eine  gebrochene  Linie 
oder  ein  Stuck  eines  Vielecks ;  A,  B,  &,  D  seien  die  Ecken  und 
a,  ß,  7,  d  die  Winkel,  welche  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DN 
mit  den  Verlängerungen  der  ihnen  vorhergehenden  Seiten  MA, 
AB 9  BCf  C^  oilden;  und  P  sei  irgend  ein  Punkt  in  der  Ebene 
des  Vielecks.  Denkt  man  sich  nun,  dass  jenes  Stück  des  letzte- 
ren auf  einer  festen  Geraden  @  als  Basis  rolle,  d.  h.  dass  die 
Seiten  MA,  AB,  BC,  CD,  DN  desselben  nach  einander  in  die 
Stelle  der  Abschnitte  MA,  A^,  9^,  €^,3)92  der  Geraden  & 
treten »  se  wird  gleichzeitig  der  Punkt  P  eine  krumme  Linie  be* 
schi^iben  ,  weiche  aus  bo  vielen  Kreisbiogen  besteht,  als  das  Po* 
lygoiistuck  Ex^ken  bat;  die  Punkte  A,  9,  S,  ^  \i!erden  die  Cen^» 
die  Länsen  PA,  PB,  PC,  PD  die  Halbmesser  und  die  Winkel 
a,  ß,  y^  0  die  Gentriwinkel  dieser  Bogen  sein.  Setzt  man  also  der 
Kfirze  wegen  PA=ia,  PB=b,  Pu=:c.  PD  =  d...,  und  ver- 
steht unter  a,  ß,  y,  S  die  den  gleichnamigen  Winkeln  zugehörigen' 
Bogen  fdr  den  Halbmc^s^äer  =1,  so  ist  die  Länge  der  so  entstan- 
denen krummen  Linie  PAiB^CiD^  oder 

FFrtr  «a  + /?6  +  7c  +  5rf  =  ^C««)- 

Je  kleiner  nun  die  Winkel  u,  ß,  y,  d  werdep,  desto  mehr 
nähert  skh  die  Summe  JUaa)  der  Summe  £(^^u,a)^  d.  K  die 
Länge  W  dem  Umfange  des  Fusspunkten  -  Vielecks  F  des  Punktes 
P  in  Bezug  auf  das  gegebene  Polygonstück  MABCDN  oder  SB; 
werden  also  jene  Winkel  unendlich  klein,  so  sind  beide  einander 
gleich. 
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Lehrsatz  12. 

Rollt  eine  gebrochene  LinieS)  über  eioerGeraden 
&9  80  beschreibt  ein  jeder,  mit  der  Ebene  von  3)  fest 
verbundene  Punkt  P  eine  krumme  Linie  W,  deren 
Länge  der  Länge  des  Fusspunkten- Vielecks  F'des 
Punktes  P  in  Bezug  auf  93  um  so  näher  kommt,  je  klei« 
Der  die  Winkel  sino^  welche  die  Theillinien  von  18mit 
einander  bilden. 

Der  Fall,  dass  sämmtliche  Winkel  a^  ß,  y^  ö  unendlich  klein 
sind ,  tritt  aber  ein,  wenn  statt  des  Polygonstfickes  S3  ein  Curven- 
stuck  93  gesetzt  wird;  also  gilt  mit  vollkommener  Strenge: 

Lehrsatz  13. 

ä)  Rollt  irgend  eine  Curve  oder,  ein  Curvenstflck 
93  über  einer  Geraden  ®,  so  beschreibt  ein  jeder^  mit 
der  Ebene  von  93  fest  verbundene  PunktPeine  zweite 
Curve  W,  welche  genau  eben  so  lang  ist,  als  dfeFuss- 
punkten-Curve  V  des  Punktes  JP  in  Bezug  auf  denje* 
nigen  Theil  von  93,  mit>  welchem  diese  Curve  beim 
Rollen  nach  und  nach  idie  Gerade  &  becfilirt. 

b)  Unter  allen  Cutven  FT,  welche  durch  das  Rollen 
einer  Curve  93  über  einer  Geradem  entstehen,  ist  die- 
jenige die  kürzeste,  w^elche  vomPutikte  jS  def  klein- 
sten Entfernung  in  Bezug  auf  die,  mit  den  reclproken 
Werthen  der  Krümmungshalbmesser,  alsCoeffictenteii, 
behafteten  Punkte  der  Curve  ^  beschrieben  wird. 

c)  Die  Curve  TF  wird  um  so  länger,  ja  weiter  der 
dieselbe  beschreibende  Punkt  P^ber  di)^jenig;ejKre;is- 
iioie  hinaus  liegt,  welche  um  dengenanaten -Punkt  jS» 
der  kleinsten  Entfernun^g,  als  Mittelpunkt,  duü^  den 
von  ihm  entferntesten  Punkt  des  rollenden  T heiles  iei 
Curve  93  beschrieben  wird. 

Ueber  die  Gestalt  der  Curve  W  ist  Folgendes  zu  bemerken: 
Besitzt  die  Curve  93  einen  Wendungspunkt  und  berührt  sie  in 
demselben  beim  Rollen-  die  Gerade  ® ,  so  tritt  dieselbe  von  nun 
an  von  der  einen  Seite  diei^er  Geraden  auf.  die  andere  über  und 
setzt  zwar  ihre  Bewegung  in  derselben  Richtung  von  @  fort,  aber 
die  Ebene  der  Curve  93  dreht  sich  plützlich  z.  B,  rechtsheri^m« 
wenn  sie  bisher  sich  linksherum  drehte ,  weshalb  jenem  Wendungs- 

tunkte  von  SSeinRückkehrpuAkt  der  Curve Frentspreehen,i9uss. 
a  Taf.  IIL  Fig.  5.  wird  die  Tangente  im  Wendungspunkte  d^rtb 
die  Linie  BC  des  Polygonstüeks ,  und  der  Rückkehrpinikt  ve«  W 
durch  den  Punkt  Bx  repräsentirt.  —  Das  Mämliche  findet  sta^ti; 
wenn  die  Curve  93  einen  sogenannten  Rückkelirpuiiikt  im 
Schnabel  (rebroussement  en  bec)  besitzt^  indeitf  sie  dann,  bis 
BU  Ai^em  Punkte  auf  der  .Geraden  ^  jrorl;geroilt,  s^feft  in  d^r 
«n^gengesetzten  Riobtung ,  iiber  ohne  ven  der  eineii  Seite  viea 
@  auf  die  andere  überzutreten,  ^mrückr^ltt.  Da^egien  bat  ein  g«^ 
wohnlicher    Rückkehrpönkt ,    wo   die  Tadgente  ^mm^^t^ik  MdeH 


.188 

Zweigen  der  Cnrve  hindurcbeeht,  keinen  Rfickkehrpunkt  der  Ciirve 
W  zur  Folge  In  diesem  Falle  nämlich  rollt  die  erstere  zwar 
auch  län^s  dem  anderen  Zweige  auf  der  Geraden  (^zurück,  tritt 
aber  zugleich  auch  auf  die  andere  Seite  von  05  über^  so  dass  die 
Ebene  von  9)  selbst  keine  entgegengesetzte  Drehung  erleidet.  Auch 
diese  beiden  Fälle  zeigen  sich  sclion  am  Polygonstück  93 ,  wenn 
eine  Ecke  desselben  nicht  um  denjenigen  Wmkel,  welchen  eine 
Seite  mit  der  Verlängerung  der  vorhergehenden  bildet ,  sondern 
um  den  von  beiden  Seiten  selbst  gebildeten  hohlen  Winkel  ge* 
dreht  wird« 

Besondere   Fälle. 

ä)  Ist  die  rollende  Curve  93  ein  Kreis  oder  ein  Kreisbogen, 
so  beschreibt  der  Mittelpunkt  desselben  eine  Gerade  von  der 
Länge  des  durchroUten  Bogens;  in  der  That  fallt  die  Fusspunkten- 
Curve  des  Mittelpunktes  eines  Kreises  in  Bezug  auf  einen  Bogen 
desselben  mit  diesem  letzteren  selbst  zusammen.  Der  vorige  Lehr* 
satz  6)  sagt  also  aus,  dass  unter  allen  Cykloiden,  welche  von  den 
Punkten  in  der  Ebene  eines  rollenden  Kreises  beschrieben  werden» 
die  gerade  Linie  die  kürzeste  sei. 

6)  Ist  die  Curve  $8  eine  Parabel,  so  ist, die  Fasspunkten- 
Curve  des  Br^ennpunktes  in  Bezug  auf  dieselbe  eine  Gerade, 
nämKch  die  Schelteltangente  der  Parabel;  und  gilt  es  nur  einem 
Bogen  der  letzteren,    so  ist  die  Fusspunkten  -  Curve  des  Brenn« 

Sunktes  demjenigen  Stacke  der  Scheiteltangente  gleich ,  das  von 
en  Tangenten  in  den  beiden  Endpunkten  dieses  Bogens  begrenzt 
wird.  Aber  das  Stiick  der  Scheiteltangente,  welches  zwischen 
dem  Scheitel  upd  einer  Tangente  der  Parabel  liegt,  ist  bekannt- 
lich halb  so  gross,  als  die  Ordinate  des  Berührungspunktes  die'ser 
Tangente,  und  folglich  das  von  jenen  zwei  Tangenten  begrenzte 
Stüä  halb  so  gross,  als  die  Summe  oder  Differenz  der  Ordinalen 
der  Endpunkte  jenes  Bogens;  also  ergibt  sich  aus  Lehrsatz  13. 
a)  der  folgende  Besondere 

Lehrsatz   14. 

*  I 

Rollt  ein  Parabelbogen  auf  einer  geraden  Lin  ie, 
so  beschreibt  der  Brennpunkt  der  Parabel  eine  Curve, 
welclie  halb  so  läng  als  die  Projektion  jenes  Bogens 
auf  eine  2ur  Achse  senkrechte  Gerade  ist. 

e)  Die  Fusspunkten -Curve  des  Brennpunktes  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  in  Bezug  auf  dieselbe  ist  bekanntlich  ein  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  mit  dem  der  ersteren  einerlei,  und  dessen  Durch- 
messer die  Hauptachse  derselbeif  ist.  Ist  nun  in  Taf.  III.  Fig.  6.  AB 
irgend  ein  Bogen  einer  Ellipse  oder  Hyperbel;  sind  Aa,  Bb  die 
Tarigenten  ih  dessen  Endpunkten  A,  B\  und  a,  b  die  Fusspunkte 
der  Senkrechten  aus  dem  Brennpunkte  F  auf  diese  Tangenten  ^  so 
Ist  der  Bogen  ab  jenes  Kreises  derjenigen  Curve  gleich,  welche 
Totn  Punkte  F  beim  Rollen  des  Bogens  AB  auf  einer  Geraden 
beschrieben  wird.    Zieht  man  aber  noch  die  Halbmesser  Ma,  Mb 
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ttod  aus  dem  aodereo  Brennpookte  F|  die  Zti^lioiep  FxA^  FiBf 
so  sind  letztere  bekanntlich  aen  ersteren  parallel,  und  daher  die 
Winkel  aMb  und  AFiB'yo^  gleicher  Grusee.  Demnach  darf  mau 
behaupten  : 

L^h  rsatz  15« 

Rollt  ein  Ellipsen-  oder  ein  Hyperbelbosen  auf 
einer  geraden  Linie^  80  beschreibt  ein  jeder  der  bei- 
den ß.rennpunkte  des  Kegelschnittes  eine  Curve  von 
der  Länge  einesKreisbogens^  dessen  Halbnresser  die 
halbe  Hauptachse>  und  dessen  Centriwink.el  derje« 
nige  Winkel  ist,  unter  welchem  jener  erstere  Bogen 
vom  anderen  Brennpunkte  aus  gesehen  wird. 

Zusatz.  Rollt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  in 
einer  Ebene  (£  auf  einer  festen  Geraden  dieserEbene, 
so  verhalten  sich  die  dem  Berührungspunktebelder 
Linien  entsprechenden  Geschwindigkeiten  d«8  eiaen 
Brennpunktes  ebenso  wie  die  GeschwindigkelteD«  mit 
welchen  die  Zuglinie  des  anderen JBre.nnpuikktes  in  der 
Ebene  S^  des  Kegelschnittes  selbst  den  Berühranga- 
punkt  begleitet. 

Lehrsatz  16. 

Rollt  eineEUipse  oderHyperbel  auf  einer  geraden 
Linie^  so  beschreibt  unter  allen  Punkten  ihrer  Ebene 
der  Mittelpunkt  derselben  die  kürzeste  Curve. 


§.5. 

Von  den  Curven,  welche  durch  das  Rollen  einer 

Curve  auf  einer  anderen  Curve  erzeugt  v\rerden. 

j 
Denkt  man  sich  zwei  Polygonstücke  MABCDN  und 
MiAiBtCiDiNi  oder  ^  und  S}},  deren  gleichnamige  Seiten  paar- 
weise gleich  sind,  so  kann  man  das  eine,. z^  ^.  rQ,  dergestalt  um 
das  andere  herumführen,  dass.  fortwährend  die  gleichen  Seiten 
sich  decken  undda^s  die  Ecken  von  S)  sich  um  die  gleich  oaittigen 
Ecken  von  ^i  drehen.  Während  aber  diess  geschieht,  ..wird  jeder 
beliebige,  mit  der  Ebene  von  i(}  fest  verbundene  Punkt  jP- eine 
krumme  Linie  beschreiben,  welche  aus  so.  vielen  Kreishog^mhe^ 
steht,  als  das  Polygonstück  S3  Ecken  hat;  die  Halbmesser  a,  b, 
c,  d  dieser  Bogen  werden  den  Abständen  PA^  PBy  PC,  PD  des 
Punktes  P  von  diesen  Ecken;  und  die  Centriwinkel  derselben 
werden ,  jenachdem  die  zusammentreffenden  Ecken  vdn  93  und  ^x 
bieh  gegenseitig*  ihre  co'nvexeo  Seiten  xukehren  odernifehi,  den 
Summen 'öder  den  Differenzen  der  Wlukel  a  und  or^ «  ß  vmA  ßn 
V  und  yx^  ^  Uttd^i,  welche  die  gleichnamigen  Seiten  mit  den 
Verlängerungen  der  vorhergehenden  bilden «  gR^lch  sein. 
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Unter  de»  vielen  Fällen»  weleiie  aaf  der  Unterseheidoiig  des 
Coovesen  und  Coocaven  in  den  beiden  PolygonstCicken  beruhen« 
kommen  hier  vorziiglich  folgende  in  Betracht : 

a)  Alle  Winkel  a,  ß,  y,  d  von  58  sind  grösser  Toder  doch  nnr 
einzelne  eben  so  .&;ross)  als  die  gleichnamigen  Winkel  von  93];  und 
dann  ist  es  für  dlas  Endresultat  einerlei «  ob  die  convexen  ^cken 
von  S3  durchweg  den  convexen ,  durchweg  den  concaven ,  oder  aber 
theils  den  convexen »  theils  den  concaven  Ecken  von  93i  zugekehrt 
werden.  t 

6)  SSmmtliche  Winkel  a,  6,  y,  d  sind  kleiner  (oder  doch 
nur  einzelne  eben  so  gross)  als  aie  gleichnamigen  von  ^i,  und  es 
kommt  die  Bedingung  hinzu,  dass  die  convexen  Ecken  von  ^i 
entweder  durchweg  den  convexen  oder  durchweg  den  concaven 
Ecken  von  S8  zugekehrt  seien. 

c)   Beide  Polygonstücke  sind  congruent« 

Beaeichnet  man  nämlich  die  Länge  der  vom  Punkte  P  be«. 
scbfiebenen  Curve,  jenachdem  93  von  der  einen  oder  von  der  an- 
deren Seite  auf  93i  rollt/  das  eine  Mal  durch  W  und  das  andere  Mal 
durch  Wo,  und  bedenkt,  dass  diese  beiden  Fälle  sich  durch  die 
additive  und  subtraktive  Lage  der  gleichnamigen  Winkel  unter* 
scheiden,  so  erhält  man  für  W  und  Wo  nothwendis  zwei  Glei^ 
chungen  von  folgender  gegenseitiger  Beziehung,  nämlich  im  Falle 

ä)     W  =a{a±a,)  +  b(ß±ßi)+c(yTn)  +  d(S±d^)l 
WQ=a{aT(h)+ä(ßTßi)+c(y±yi)  +  d(ö+ilO; 

und  hieraus  die  dritte: 

W+  Wo=2(aa+bß+cy+dS)z=:'22(aa): 

b)  W  =a(a,+€c)+b(ßi+ß)  +  c(yi-^)  +  d(di+S); 
TFo=  a(ai-«)  +  6(/3i-|S)  +  c(yi-7)  +  rf(Äi--d); 

W-^  Wo  =  '^(aa+bß+cy+dS)  ==  2£{aa); 

c)  W  =2(aa+bß+cy+dS); 

W±  Wo  =  2£{aa).': 

Da  nun  die  Grossen  2(aa)  und  2!(a8ina)  der  Gleichheit  um 
so  näher  kommen«  je  kleiner  die  Bogen  a,  ß,  y,  S  werden,  so 
erhält  man  folgenden  Satz,  aus  welchem  man  mit  Leichtigkeit 
noch  eine  Reihe  anderer  Sätze  wird  ableiten  können : 


Lehrsatz  17. 

.  Habeu  zwei  Polygonstücke  iß  undS3|  paarweise  und 
in  dejr«elben  Ordnung  gleicheSeiten,  und  rollt  das  er« 
ete^re  auf  der  einen  Seite  d«8  audern,  so  beschreibt  ein 
jeder  mit  der  Ebette  von  S}  fest  verbundene  Punkt  P 
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eine  krumme  Linie  W;  und  rollt  93  auf  der  anderen 
Seite  Ton  ^,  so  beecfareibt  derselbe  Punkt  P  eine  an« 
dere  krumme  Linie  Ifg.  Sind  nun  ä)  alle  hohlen  Winkel 
von  S  kleiner  als  die  ihnen  entsprechenden  hohlen 
Winkel  von  ^,  oder  doch  nur  einzeln  denselben  gleich, 
so  nähert  sich  die  Summe  der  Längen  von  W  und  Wq 
um  so  mehr  der  doppelten  Länge  des  Fusspunkten'-Viel- 
ecks  des  Punktes  )?  in  Bezug  auf  das  Polygonstück  9), 
je  kleiner  die  Nebenwinkel  aller  jener  hohlen  Winkel 
werden.  Sind  dagegen  b)  alle  hohlen  Winkel  von  SB 
grosser  als  die  ihnen  entsprechenden  hohlen  Winkel 
von  fßi  oder  doch  nur  einzeln  denselben  gleich^  und  sind 
bei  der  Erzeugung  von  W  immer  nur  die  convexen  Win- 
kel von  S  den  convexen  von  ^i,  und  bei  der  Erzeugung 
von  Wo  iiftmer  nur  die  concaven  Winkel  von  9J  den  cop- 
vexen  von  93i  zugekehrt,  so  gilt  das  nämliche  nicht  von 
der  Summe,  sondern  von  dem  Unterschiede  jener  Län- 
gen. Sind  endlich  c)  beide  Polygons tücke  congruent, 
s  6  gilt  diess  von  der  Länge  der  einen  Curve  seihst,  und 
dteandere  verschwindet. 

Lehrsatz  18. 

A)  Rollt  eine  beliebige  Curve  (oddr  ein  Curven- 
8tück)  ^  auf  der  einen  Seite  einer  anderen  beliebigen 
Curve  Si,  so  beschreibt  ein  jeder,  mit  der  Ebene  von 
S3  festverbundene*Punkt  P  eine  neue  Curve  W;  und 
rollt  S  auf  der  anderen  Seite  von  SB^  so,  dass  immer 
wieder  dieselben  Punkte  beider  Curven  wie  das  erste 
Mal  zusammentreffen,  so  beschreibt  derselbe  Punkt 
P  eine  andere  Curve  Wq*  Ist  nun  a)  dieCurve  fß  in  allen 
i  hren  Punkten  stärker  gekrümmt,  als  die  Curve  3)i  in 
den  entsprechenden  Punkten,  so  ist  die  Summe  der 
Längen  von  W  und  Wq  doppcflt  so  gross  als  die  Länge 
der  Fusspunkten-Curve  des  Punktes  P  in  Bezug  auf 
die.  Curve  93;  ist  aber  b)  die  Curve  3}  in  allen  ihren 
Punkten  schwächer  gekrümmt,  als  die  Curve  i8|  in  den 
entsprechenden  Punkten,  und  ist  bei  der  Erzeugung 
der  . neiden  Curven  FF  und  Tf^  das  eine  Mal  der  conve- 
xen  Seite  vonS|  durchweg  die  conve^Oi  dasandereMal 
durchweg  die  concave  Seite  von  93  zugekehrt,  so  ist 
der  Unterschied  der  Längen  von  W  und  Wq  doppelt  so 
gross  als  die  jener  Fusspunkten -Curve.  Sind  endlich 
c)  beide  Curven  iS  und  fßi  congruent,  so  silt  das  nämliche 
von  der  Länge  der  einen  Curve  TFselost,  und  die  an- 
dere Wo  verschwindet.  Uebrigens  gilt  das  in  ä)  und  b) 
Ausgesagte  auch  noch,  wenn  die  Krümmungen  der  Cur- 
ven 93  und  93i  in  einzelnen  Punktenpaaren  einander 
gleich  sind, 

B)  DieLängen  derjenigen  Curven  W  und  TFobildeo 
unter  allen  die  grosste  Summe  oder  Differenz,  welche 
vom  Punkte  der  kleinsten  Entfernung  in  Bezug  auf  die 
mit  den  reciprokenWerthen  ihrer Krfimungfihafbmesser 
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behaft«teti  Punkte  der  rollenden  Curve  9  beschrieben 
werden. 

C)  Und  jen^  Summe  oder  Differenz  wird  um  so 
erusser,  je  weiter  der  beschreibende  Punkt  P  über 
diejenige  Kreislinie  hinaus  liegt^  welche  um  den  ge- 
nannten Punkt  der  kleinsten  Entfernung,  als  Mittel- 
punkt«  durch  den  von  ihm  entferntesten  Punkt  der 
Curve  fß  gelegt  wird. 


Lehrsatz  lÖ. 

Ä)  Die  Cpicyhioide  und  die  von  dem  nämlichen 
Punkte  beschriebene  Hypocykloide  sind  Zusammen 
doppelt  so  lang  al9  die  Fusspunkten  -  Curve  jenes 
Punktes  in  Bezug  auf  den  erzeuge.ndenKreis,  wenn  der 
letztere  kleiner  als  die  Basis  ist;  dagegen  ist  dieEpi- 
cykloide  um  die  doppelte  Länge  dieser  Curve  grösser 
als  die  Hypocykloiae ,  wenn  der  erzeugende  Kreis 
grösser  als  die  Basis  ist;  und  sind  diese  beiden  letzte- 
ren einander  gleich,  so  ist  die  £pii;ykloide  doppe|t  so 
lang  als  jene  Fusspunkten  -  Gttrve  —  es  mag  nun  die 
ganze  Basis  oder  nur  ein  bestimmter  Theil  derselben 
von. einem  bestimmten  Theile  des  erzeugendenKreises 
durchrollt  werden. 

B)  Die  Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  Epi« 
cykloide  und  Hypocykloide,  welche  vom  Mittelpunkte 
des  erzeugenden  Kreises  auf  einerlei  Basis  beschrie« 
ben  werden,  ist  doppelt  8o  gross  als  diese  Basis,  und 
ist  die  letztere  dem  ganzen  Umfange  des^erzeugenden 
Kreises  gleich,  so  ist  die  Summe  oder  der  Unterschied 
der  Längen  der  Epicvkioide  undHypocykloide,  welche 
von  irgend  einem  anderen  Punkte  beschrieben  werden, 
grösser  als  die  doppelte  Basis. 

Anmerkung.  Itn  Falle  B)  sind  die  Epicykloide  und  Hypo* 
cykloide  selber  Kreise  oder  Kreisbogen;  ist  nämlich  der  Halb- 
messer der  Basis  =r,  der  des  erzeugenden  Kreises  =p,  so  ist 
der  der  Epicykloide  W=^  +  Q  und  der  der  Hypocykloide,  wenn 
r>^,  =r — g,  und  wenn  »•<Pj>  =Q — r.    Ist  nun  29r;c  der  durch' 

rollte  Theil  der  Basis,  wo  q=^l,  so' verhält  sich,  wenn  r>p: 

W :  2(r-|-^)  jr  zz  2qm :  2r;r; 

Ro:  2(r— 9) ;if  ;p;  2^rjj :  2r» ; 

■-.•... 
also 

W^+  Wo  =s  2^  (r+Q)  n  +  29r(r— 9)  »  =  4  qrit. 

Ist  ab,6r  r<$,   so  ist 

IF— ITo  =^  2^(»^+rt  »-*2y(p— i»)78  SS  4jrr»; 
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in  beiden  Fälleo  also  erhSlt  man  das  Doppelte  der  Basis  oder^ 
was  einerlei  ist,  das  Doppelte  des  erzeugenden  Kreisbogens. 

Lehrsatz  20. 

Rollt  ein  Bogen  eines^Kegelscbnittes  nacheinander 
auf  beiden  Seiten  eines  eben  so  langen  Bogens  einer 
beliebigen  Gurve,  so  beschreibt  ein  jeder  Brennpunkt 
des  Kegelschnitts  zweiCurven^  deren  Summe  oder  Un- 


vorausgesetzt,  dass  im  zweiten  falJe  die  Basis  keinen 
Wendungspunkt  besitzt.  Diese  Grösse  ist  nämlich  im 
Falle  der  Parabel  die  Projektion  ihres  Bogens  auf 
eipe  zur  Achse  senkrechte  Gerade,  und  im  Falle  der 
Ellipse  und  Hyperbel  ein  Kreisbogen ,  welcher  die 
halbe  Hauptachse  zum  Halbmesser  und  das  Doppelte 
des  Winkels,  unter  welchem  jener  Bogen  vom  anderen 
Brennpunkte  aus  gesehen  wird,  zum  Centriwinkel  hat. 

Lehrsatz  2L 

Rollt  ein  Kegelschnitt  auf  einem  demselben  con-* 
gruenten  Kegelschnitte,  indem  immer  zwei  entspre« 
chende  Punkte  zusammentreffen,  so  hat  1)  unter  allen 
Punkten  in  der  £bene  des  ersten  sein  Mittelpunkt  die 
geringste  Geschwindigkeit;  2)  verhalten  sich  die  Ge- 
jscliwindigkeiten,  mit  welchen  sich  ein  Brennpunkt  in 
der  Ebene  der  Basis  bewegt,  ebenso  wie  die  Geschwin* 
digkeiten,  mit  welchen  im  Falle  der  Parabel  die  mit 
der  Achse  parallele  Gerade,  im  Falle  der  Ellipse  und 
Hyperbel  die  Zuglinie  des  alnderen  Brennpunktes 
den  Berührungspunkt  beider  Kegelschnitte  in  der 
Ebene  des  erzeugenden  begleitet. 


f 


Thtiil  Wt*  13 


IM 


Vetier  einen  Itots  der  analytisehen 

Geometrie. 

dem  Herausgeber., 


1. 

Jedermaan  kenot  die  elegante  und  id  der  Anwendiing  so  frucht- 
bare Formel,  durch  welche  der  Cosioas  des  zwei  rechte  Winkel 
nicht  übersteigenden  Winkels^  den  zwei  von  dem  Anfange  eines 
reehtwinkligen  Coordinatensystems  im  Räume  ausgehende  gerade 
Linien  mit  einander  einschliessen ,  durch  die  Cosinus  der  von 
diesen  JLinien  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen 
eingeschlossenen,  ebeniaüs  zwei  rechte  Winkel  nicht  übersteigen- 
den Winkel  ausgedrückt  wird.  Sind  nämlich  a,  ß,  y  und  ofi,  /?i,  y^ 
die  von  den  beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  drei 
Coordinatenaxen  eingeschlossenen ,  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel» and  bezeichnen  wir  den  von  diesen  beiden  Linien  mit  einan« 
der  eingeschlossenen  9  ebenfalls  180^  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  S5  80  ist  bekanntlich 

cos  0  =  cos«  cos  «1  +  cosjS  cos  ßi  +  cosy  cosyi. 

Es  scheint  mir  interessant  zu  sein,  diesen  in  der  vorhergehen- 
den Form  auf  rechtwinklige  Coordinaten  eingeschränkten  Satz  auf 
beliebige  schiefwinklige  Coordinatensysteme  zu  erweitern,,  oder 
vielmehr  die  der  vorhergehenden  entsprechende  allgemeine  Glei- 
chung für  jedes  beliebige  schiefwinklige  Coordinatensystem  aufzu- 
suchen ,  unter  welcher  die  vorhergehende  Gleichung  als  ein  beson- 
derer Fall  enthalten  ist,  und  aus  der  dieselbe  hervorgehen  muss, 
wenn  man  das  beliebige  schiefwinklige  System  rechtwinklig  an- 
nimmt. Diese  allgemeine  Gleichung  werde  ich  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  auf  eine  von  andern  nicht  ganz  allgemein  bekannten 
Untersuchungen  möglichst  unabhängige  und  völlig  elementare  Weise 
zu  entwickeln  versuchen,  und  werae  dann  auch  zeigen,  dass  sich 
aus  derselben  mit  grosser  Leichtigkeit  ein  anderer  ebenfalls  sehr 
bemerkenswerther  Satz  ableiten  lässt,  welchen  Cauchy  auf  eine 
von  der  hier  gegebenen  Entwickelung  völlig  verschiedene  Weise 
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in  der  oeuesteD  bis  jetzt  erschieoenen  Lieferung  seiner  Exe^ 
cices  d' Analyse  et  de  Physique  math^matique  *)  be- 
wiesen bat^  bemerke  aber«  dass  icb  die  in  Rede  stehende  allge- 
meine« von  Cauchy  a.  a.  O.  nicht  entwickelte  und  wohl  auch 
überhaupt  sonst  noch  nicht  bekannte  Gleichung  als  den  Haupt- 
gegenständ  dieser  Abhandlung  betrachtet  zu  sehen  wünsche. 


II. 

In  Taf.  IIL  Fig*  ?•  sei  O  der  Anfang  eines  beliebigen  Coor- 
dinatensystems  im  Kaume  und  0K=  q  eine  von  demselben  aus- 
sehende gerade  Linie«  welche  mit  den  positiven  Theiien  der  Axen 
der  X,  y,  z  respective  die  180^  nicnt  übersteigenden  Winkel 
ff*  §9  y  emschliesst.  Die  Coordinaten  des  Punktes  JS^  seien  XyV/z. 
Sind  nun  OXy  O  F«  OZ  die  Theile  der  drei  Coordinatenazen«  welche 
dän  körperlichen  Winkel  einschliessen «  in  dem  die  Linie  01^  liegt« 
so  besenreibe  man  über  denselben  als  Kanten  von  unbestimmter 
Länge  und  mit  der  ihrer  Länge  nach  bestimmten  Linie  OK  als 
Diagonale  ein  Paralleiepipedon «  wie  aus  der  Figur  ohne  weitere 
Erläuterung  ersichtlich  ist.  Denken  wir  uns  dann  noch  die  in  der 
Fieur  nicht  gezeichnete  Linie  AK  gezogen«  so  ist  nach  einem 
belannten  trigonometrischen  Satze  in  dem  Dreiecke  OAKi 

1)  ^JS?  =  OK^  +  OA^-^20K.  OA .  cos AOK, 

und  nach  demselben  Satze  ist  offenbar 

2)  AK^=zOB^+OC^  +  20B.OC.cbBrOZ. 
Nun  ist  aber«  wie  sogleich  in  die  Augen  ßüt,  entweder 

OA==  +  x,  Z.AOK—a 

oder 

OA^—x,  AAOK^VSfi—a, 

und   folglich  -mit   Beziehung   der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

0^  =  dbar»  coSiiOÄss  +  cos«; 

also  immer 

O^.  cos^O£=a7cosa; 

folglich  nach  1)  in  völliger  Allgemeinheit : 

3)    AK^  =  ^*+a:«— 2qx  cos  «. 

Ferner  ist«  wobei  die  Bedeutung  des  Symbols  {yi)  als  bekannt 


*)    Tome  troiri^ne.    2fi4a.    29.  LiviaiiOB.    Paris.  1845.  p.  187. 

13* 
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t^draüsgesefzt  werden  kaon,  mit  Beziehung  der  obern  «nd  untern 
deichen  auf  eidander  entweder 

oder 

OB=±y,  OC=z^z.  ^FOZ=  180«— (yi); 
d.  i.  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 
OB.OC^±yxy  cos rOZ=f± cos (^2); 

also  immer 

OB.  OC.eosYOZ  =  yzcoa(yz); 

folglich  nach  2)  in  Tölliger  Allgemeinheit: 

4)    ^Ä2  =:  ^«  +  22  +  2^5  cos  Cyx). 

Aus  d^n  Gleichungen  3)  und  4)  ergieht  sich  also  jetzt  die 
Völlig  aligemein  gültige  Gleichung; 

6)    ^«+a:^— 2^a:cosa=:^^+j^+2y2cos(^2). 

Vertauscht  man  nun  aber  in  dieser  Gleichung  die  Zeichen  ge- 
hörig, so  erhält  man  überhaupt  die  drei  folgenden  ganz  allgemein 
gültigen  Gleichungen: 

|^a^^2_ 2qx  cosa  =  y*  +  2*  +  2yz  cos  (yz), 
^2 ^  y^-^2Qy  cos  jS  =  2«  +  x^  +  2zx  cos (zx) , 
^a ^  22—2^2  cosy  s=  x^  +  y^  +  2xycos{xy). 

Durch  Addition  dieser  drei  Gleichungen  ergieht  sich : 

7)    3^*— 2^(a?cosa4ycos/5+2Cosy> 
=  x^+y^+z^+2xycos(a:y)+^z  coa(yz)'^2zxco»(zx). 

Denkt  man  sich  jetzt  in  der  Figur  von  den  Punkten  C  und  D 
auf  die  Linie  OK  Perpendikel  gefallt,  und  bezeichnet  deren  Fuss- 
punkte  durch  C  und  /X,  so  ist 

8)    OK=zKD'+aD'+OC'. 

Jenachdem  nun  OAz=z  +  x  oder  OA=z^x  ist ,  ist  offenbar 
^XOK=a  oder  ^XOK^lSO^-^a,  d,  h.  es  ist  mit  Beziehttnfg 
der  oliern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

0J  =  ±^*  cosi'OJSL=+cosa; 
folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

KD'  =  OA.coaXOK=s:xcaA€(. 


197 

Denkt  man  sich  durch  CO  und  DD  zwei  auf  OK  senkrecht 
stehende  Ebenen  gelegt ,  und  zwischen  denselben  von  C  aus  eine 
der  Linie  OB  parallele  Linie  O D^  gezogen,  so  ist  offenbar 
OD^=iOB,  und,  jenachdeni  0-ß=  +  v  oder  OB=z — y  ist,  ist 
jLD'Ciy'—jiLYOK=Q  oder  ZZ>'CZ)''=  ZFOi:=  laO»— jS, 
d.  h.  es  ist  mit  Bezienung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander 

OB-±y,  cobDCD'  =  cosFOJf  ==±cos/5; 

also  ist,   weil  das  Dreieck  CDV  offenbar   bei  Z>'  rechtwinklig 
'ist,  in  völliger  Allgemeinheit 

CDf  =  OB.^t^%  YOKzziy  cos  15. 

Jenacbdem  endlich  OC'=Z'{-z  oder  0C= — %  ist,  ist  offenbar 
Z.ZOK  =  y  oder  ^ZO£=180o— y,  d.  h.  es  ist  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 

OC  =  ±z,  casZOie=±cos)r; 

folglich  in  völliger  Allgemeinheit 

OC=  OC.  cos  ZOÄ=r  cos  y. 

Führt  man  nun  die  gefundenen  Ausdrücke  von  KD',  CD\  OC 
m  die  Gleichung  8)  ein«  und  setzt  zugleich  OK=^g,  ao  erhält 
man  die  Gleichung 

9)    ^  =  jp  cosa+y  cosj5-f  zcosy. 

Diese  Gleichung  führt  aber  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
7)  auf  der  Stelle  zu  der  Gleichung 

10)    9*=  a:*+^*+2*+2a?ycos(ary)  +2yx  co8(yz)-\-2zx  cos{zx). 

Sind  jetz^  x,  y,  z  und  jr^,  yiy  z^  die  Coordinaten  zweier  be- 
liebigen Funkte  im  Räume,  deren  Entfernung  von  einander  durch 
E  bezeichnet  werden  mag,  so  lege  man  durch  den  ersten  dieser 
beiden  Punkte  als  Anfang  ein  dem  primitiven  Systeme  paralleles 
Coordinatensystem,  und  bezeichne  die  Coordinaten  des  zweiten  der 
beiden  gegebenen  Punkte  in  Bezug  auf  dieses  neue  System  durch 
af,  y,  %  ;  so  ist  nach  den  einfachsten  Formeln  der  Lehre  von  der 
Verwandlung  der  Coordinaten 

also 

Nun  ist  aber  nach  10)  offenbar 

£2  =  ar'«+y  «  +  2'*  +  2a:y  cos  (wy)  +  ly'z'  cos  {yz)  +  22'a:'  cos  {zx) , 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 
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11)  E^  =  (x^^x)^  +  (yi-^)H  (*i-^)» 

+  2  (a:i— .r)  (yi— y)  cos  (j-jf) 
+  2(yi— y)  (zi— x)  cos  (yi) 
+  2  (ri— 2)  (^1 — o:)  cos  (zx) 

oder 

12)  £:*  =  (x-a:0*  +  (y-^i)«+(i-ii)* 

+  2  (o:— a:i)  (y— jfi)  cos  (ary) 
+  '^  (9— yi)  (2—2:1)  cos  (yz) 
+  2(ä— zi)(:r^-nari)cos(2;a;). 

Führt  man  den  Ansdmck  von  ^  aus  10)  in  eine  jede  der  drei 
Gleichungen  6)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leiciiten  Reduc^ 
tionen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

1^  cos  a  :=:  x  +  y  cos  (jsy)  H-  ^  cos  (zx) , 
^cosjS  =  y  -f  z  cos (yz)  -f^cos  (ory), 
^cosy  =  2  -f  ;rcos(zj:)  +ycos(yz); 

und  wenn  man  nun  aus  diesen  drei  Gleichungen  auf  dem  Wege 

fewohnlicher  algebraischer  Elimination  x,  y,  2  bestimmt;  so  er- 
alt  man,  wenn  der  Kfirze  wegen 

K  =  cos  «  sin  *  (yz)  —  cos  ß  { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  ] 

—  cos  y  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos(yz) ) , 

j  L  =z  cosjSsin  *(z:r) — cosy{co8(yz)  — cos(za;)cos(a:y)) 

— cos  a  { cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (zx)  ] , 

31^=:  COS  y  sin  *  (xy) — cos  a  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos(yz) } 

—  cos  ß\  cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy)  \ 

und 

15)  2V  =  1  —  cos^a:y)— cos  ^(yz)— co8*(sa:)+2cos(a:y)  cos(yz)  cos(zar) 

gesetzt  wird: 

16)    x  =  ^^,   y=iV^'    ^  —  N^' 

Es  ist  auch 9  wie  man  leicht  findet: 

17)  iV"  ==  sin  *(yz)  sin  *(za:)  —  ( cos  (a?y)  —  cos  {yz)  cos  (za:)  )* 
=  sin  ^{zx)  sin  ^(ary) — { cos  ^2)  —  cos  (zx)  cos(xy)  )* 
=  sin  *(ay)  sin  *(yz)  —  {cos(zar)  —  cos  (a?y)  cos  (yz)}*. 

Zerlegt  man  aber  jede  dieser  Differenzen   zweier  Quadrate 
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auf  bekannte  Weise  in  Factoren,  8o  erhält  man  mit  Hülfe  einiger 
bekannten  goniometrischen  Formeln  auch: 

18)      iV=  4sini{(a3()+(ys)+(z.r))8inl|Cy2)  +  (2^)-(.r^)l 
X  sin  i  { (xy)  +  (s-r)— (yz) )  sin  ^  {  (^^)+  (y^)  -^  C«-«^)  )• 


III. 

Wir  wollen  uns  nun  zwei  von  dem  Anfange  der  Coordinaten 
aussehende  gerade  Linien  denken  >  und  den  von  denselben  einge- 
schlossenen, 180^  nicht  übersteigenden  Winkel  durch  0,  die  von 
diesen  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  drei  Coordinatenaxen 
eingeschlossenen ,  ebentalls  180^  nicht  übersteif^enden  Winkel  aber 
durch  (Xf  ß,  y  und  ai,  ßi,  y«  bezeichnen.  In  jeder  dieser  beiden 
Linien  nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  an,  und  bezeichnen  die 
Entfernungen  dieser  beiden  Punkte  von  dem  Anfange  der  Coordi- 
naten durch   Q  und  Qi  ,   ihre  Entfernung  von  einanaer  aber  durch 

E;  so  ist  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze 

« 

19)    £;*  =  p»  +  ^2  —  2qqi  cos  a 

Bezeichnen   wir  aber  die  Coordinaten  der  beiden  In  Rede  letehen- 
den  Punkte  durch  a:,  y,  z  und  a^i,  yi,  Zi;  so  ist  nach  10)  und  12) 

^*  =  a;* + y* + z* + 2a:y  cos  (xy) + 2yz  cos  (yz)  +  2zj;cos  (rc) , 
^1«=  a:iHyiHhH^i9i  co8(ay)+2yiii  cosCyi)+22:i.r,  cos(za:) 

und 

B^  =  (ar-a;i)«  +  (y-^i)«  +  z-z^)« 

+  2  (x—Xi)  (y-^t)  cos  (ay) 
+  2  (y— yi)  (z—zj)  cos  (yz) 

-f-  2  (Z — Zi)  (X — Xi)  €08  {zx) ; 

also  nach  ,19) : 

+  2  (a:-jri)  (y— yi)  cos  (xy) 
+  2  (y'-yi)  (i— ri)  cos  (yz) 
+  2  (z-^Zi)  (a>— lÄii)  cos  (zor) 

=  ;r*  +  y'  +  z*  +  2a?y  cos  {xy)  +  2y2  cos  {yz) + 2za:  cos  {zx) 
+  ^i^+yiH^iH2a:iyi  cos(;ry)+2yiZi  cos(yz)+2zi:ri  cos(ra:) 
—  2^piCosO, 

oder,  wie  man  hieraus,  wenn  man  aufhebt,   was  sich  aufheben 
tässt,  Icäcbt  fiod^: 
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20)      Q^  CO«  6  =s  0:^1  -f  ^1  +  zti  +  (aryi+yoTi)  cos(a:^) 

+  (2J«Ti  +  a:Z| )  cos  (zx). 
Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

21)    P  =  sin  «(ary) ,  Q  =  sio  %?) ,  Ä  =  sin  ^zx) 
und 

I/\  =  cosCo*^)  —  cos  (ys)  cos  (za:)-, 
Qi  =  cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy), 
Ri  1=  cos  {zx)  —  cos  {xy)  cos  (yz) ; 

so  ist  nach  16) 

—  Qcos« — Px  cos/? — /?!  cosy 
X -^ ^, 

R  cos  j3^—  Ol  cos  y —  P^  cos  a  * 

y  = *^ — \y  ^ — Q- 

.  Pcosy— Äi- cosa— <?iCosj5 


und 


Qcosoi — Pi  cos ft  —  /?!  cos yt 

a?! 2^^ ; —    Ol , 

_  R  cos  /?t  *—  Ol  cos  yj  —  /\  cos  «i 

Pcosy^  —  jBiCosofi— Oicos/Ji^ 

H  = " N 

Also  ist  nach  20): 

23)      iVWcose  = 

(Ocosa — P|COS/? — Äicosy)(0cosai— jPiCOs/J|— JBiCOsyi) 

•f  (/2cos  /? —  Ol  cosy — Px  cosa)  (Rcoaßi  —  Oi  cosyi— /\  cos  «i) 

+(jPcos  y  —  jBi  cos  a — Oi  cos  ß)(Pco8  y^ —  Äi  cos  «i—  Oi  cos  ft ) 

i   (Qco8a^Pic08ß'^RiC08y)(Rcosßi—QiCoayi—PiC08a{)\       ^ 

^  |+(ficos/3~OiCosy-PiCosa)(ecosai-PiCosi5i-Ä,cosyi)|  ^^^^9^ 

,    r    (ÄcosjS— Oicosy— PiCosa)(jPcosyi— fiicoscfi— Oicosft))  . 
J+(Pcosy— jBicbsa— OiCos/J)(ÄcosjSi— Oicosyi— -Picoscfi)!      ^^ 

,  (    (Pcosy— jBiCOsa— OiCOSjS)(Qcosai— PiCOSjSi— jBiCosyi)) 
j+(0cosa-^PiCos/5— jBiCosy)(/^osyi— Äicosfti-Oicosft)' 
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oder;,  wie  man  nach  leichter  Entwickelung  findet : 

24)    NNcoBe  =  lQQ  +  P^P^+R^Ri 

^2QP^coB(ay) 
+  2PiRiCoa(tf2) 
—2RiQcos(zx) 

+  {RR+QiQi  +  PiPi 

—  IQiRcQBiyz) 
+  2PieiC0s(za:) 

+  [PP+RiRi  +  QiQi 

-2PQica8(yi)   ^        ^       ^^ 
—2jRAPcos(xa:) 

-l((Q+R)P,^Q,R{) 

^(QR+P,P,)  cos(xy)  [  (easacoeft  +  cos^cos«,) 

-  (A  Qi-RRi)  cos  (yi)  ^ 
^(ÄiPi-.Qejcos(ia:) 

-{((Ä+P)ei-ÄiPi) 

--(AOl— *^)COS(a?«)   /    ,         ^  ,  ff\ 

/Dolrj  rj  ;       /    ^    >  (cos^cosyi+cosycosA) 

—  (ÄP+  ©1  Qi)  cos  (yz) 


—  iQiRi—PPi)  cos  (la:) 

-l((P+(?)Äi-/^Oi) 

-(ÄiA-eei)cos(a?y) 

—{QiRi-PPi)^oB{y%) 

--(PQ+RiRi)  coaizx) 


(cosycos«! +cosacosyi). 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen ; 

25)      NNcobO  SS   AcoBdcoBdi 

-^-BcoBßcosßi 
+  Ccosycosyi 

+  D  (cos  a  cos  ßi + cos  jS  cos  «i) 
4-£(cos|3  cosyi  +cosy  cos/?i) 
+  jF(cosy  cos  «1 + cos  «  cos  yi) , 

wo  die  Bedeutung  von 

A,B,  C,  D,  £,  F 
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von  selbst  erhellen  wird;  so  ist,  fvie  man  nacli  .einigen  leichten 
Reductionen  findet: 

A=     JVsin%x), 

C=      iVsinVy). 

D  =  — JV{cos(a:y) — Cüs(y2)  coa(za:)\, 

E  =: — iV{cos(y2)  — cos(2a:)cos(ary)}, 

/'  =  -^  iV|  cos  (xor)  —  cos  {xt/)  cos  (yz) ) ; 

und  nach  25)  erhält  man  also  fdr  iVcos  6;  >vo  immer  N  seine  aus 
dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  hat«  den  folgenden  merkwürdi- 
gen Ausdruck: 

26)    N  cos  6  =    sin  ^(jp)  ces  a  cos  a^ 

-f  sin  *(zar)  cos  j9  cos/S^ 

+  sin  *(^)  cosy  cos  yj 
— { cos  (an/) — cos  (yz)  cos  (ar) }  (cos  «  cos  ßi  +  cos  /5  cos  «j) 
— { cos  (yj) — cos  (zs)  cos  (ary) )  (cos  ß  cos  yi + cos  y  cos  ft) 
— t  cds  («:r)  *-  cos  (jy)  cos  (yz) )  (cos  y  cos  «j  +  cos  a  cos  yi). 

Ffir  rechtwinidige  Goordinaten  ist 

(xy)  =  (yz)=z(2x)  =  W^, 

also  nach  dem  Obigen  offenbar  iV=l,  und  folglich  nach  26): 

27)    cos  6  =:  cos  a  cos  »i  -f  cos  |3  cos  ßi  +  cos  y  cosyi  > 

welches  die  bekannte 'Formel  ist«  deren  schon  oben  in  der  Ein- 
leitung Erwähnung  gethan  worden  ist. 


IV. 

Zu  dem  im  Vorhergehenden  betrachteten  Coordinatensysteme 
der  asyz  wollen  wir  nun  ein  zweites  Goordinateasystem  der  Jc'y'z' 
mit  demselben  Anfangspunkte  fägen,  dessen  Axen  auf  den  Goor- 
dinatenebenen  des  ersten  Systems«  nämlich  die  Axe  der 

a;^  y\  z' 

'respective  auf  der  Ebene  der 

yx,  zx-,  xy, 

senkrecht  stehen ,  und  wollen  die  180^  nicht  übersteigenden  Win- 
kel« welche  die  von  dem  gemeinschaftlichen  Anfangepunkte  aus- 
gehenden beiden  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
^^  y'y  ^  einschliessen,  durch  -et,  p,  f  und  «i«  jS'i«  y^  bezeichnen. 


203 

Dies  vorausgesetzt,  ist  offenbar  nach  26) : 

N  cos  a\  =  sin  •(yx)  cos  (a;x')  cos  «i 
+  sin  •(xar)  cos  (ya/)  cos  ft 
•f  sin^jry)  cos(m^)  cos}^ 

— {cos  (ay) — cos  ^2)  cos  (za)  ]  \  cos(a?j?')  cos  ft +cos(yar')  coscr^) ) 
— { cos  (yz) — cos  (za:)  cos  (ay)  |  { cos  (yjf)  cos  y^  +  cos(za;')  cos  ft )  1 
— t  cos(xar) — cos  (xy)  cos  (yx)  ]\cos(zaf)cos  ^x  +co8(ara?')  cosyi) ) , 

N  cos  jS'i  =  sin  ^(yz)  cos  (a:y')  cos  «i 
+ sin  *(zj?)  cos  (yy  )  C09  ft 
+  sin  *(a?y)  cos  (ly')  cos  y^ 

— { cos  (xy)  -^  cos  (yz)  cos  {zx)  ]  { cos  (pnf)  cos  /3|  -|-  cos  {yy)  cos  Oi } 
— ( cos  (yz) — cos  (zx)  cos  (ary) }  ( cos  {yy')  cosy^  +  cos  (zy')  cos  ft ) 
— {cos(za?) — cos  (a;y)  cos  (yz)U  cos  (zy')  cos  «^  +  cos(ay')o<MSfi)9 

N  cos  /i  =    sin  *(yz)  cos  (ay')  cos  *i 
4*  sin  \za;)  cos  (yz')  cos  ßi 
+ sin  ^jy)  cos  (zz')  cos /l 

—  { cos  {xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  ]  \  cos  (xz')  cos  /Jj  +  cos  (yz)  cos  «i  | 

—  { cos  (yz) — cos  (zx)  cos  (xy)  ]  { cos  (yz')  cos  yj  +  cos  (zz')  cos  jSi ) 

—  { cos  (zx) — cos  (xy)  cos  (yz)  ]  \  cos  (zz')  cos  cfi  +  cos  (xz')  cos  yi  )• 

Nach  der  Voraussetzung  sind  aber  die  Winkel 
(yx'),  (zx')',  (zy'),  (xy');   (xz'),  (yz') 

8ämmtlich  rechte  Winkel  >  und  die  drei  obigea  Gleicbungeo  ne bmeo 
daher  die  folgende  Gestalt  an: 


N 


cos  ff  1 


cos  (xx') 

sin  •(yz)  cos  «i  —  { cos  (xy)  —  cos  (yz)  cos  (zx) )  cos  ßi 

—  { cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yz)  ]  cos  yi , 


N> 


cos  ß'i 


cos  (yy') 
sin  \zx)  cos  ßi  —  { cos  (xy) — cos  (yz)  cos  (zx)  ]  cos  «i 

—  { cos  (yz)  — cos(za:)  cos  (xy)  ]  cosyi » 

jy   cosyi 
cos  (zz') 

sin  *(a:y)  cos  yx  —  { cos  (yz)  —  cos  (zx)  cos  (xy)  \  cos  ft 

—  I  cos  (za?)  ~ cos  (xy)  cos  (yz>i  cos  «1 . 
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Weil  DUD  Dach  26) 

iVcosO 
:=         COS«  (sin^z)  cosoi  —  (cos(a?y) — eos(yz)coB(2a:))coaß^) 

—  (cos  (z;r)—-  CO«  (ary)  coß  (yz))  cos  yi^ 

+  cos  ß  \  sin  ^zx)  cos  ßi  —  (cos  (wy) — cos  (yz)  cos  (zx))  cos  «i  | 

—  (cos  (yz)  —cos  (za;)  cos  (a?y))  cos  yi' 

+  cosy  {8ib^:ry)co8yi  —  (cos(yz)  — cos(z;r)  cos(i2!;y))cos/$i 

—  (cos  (zx)  —  cos  (xy)  cos  (yi))  cos  «t 

ist^  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar 

28)    cos  e  —  ^^^"  ^^^f^  +  ^^^^  ^^^^'^  +  ^^^^  ^^^^^ 

cos(ara:')  cos(^')  cos  (zz') 

Bezeichnet  man  die  beiden  Linien  durch  g  und  q,  so  kann 
man  diese  Gleichung  auf  folgende  Art  schreiben: 

29)      cos(9^') 

cos(gj?)  cos  (ggf)  -  cos(^)4»s(^y)  ,  cos(i^z)  cos(9V) 

cos(a'a;^)  cos(yy)  cos(z2r) 

Weil  nach  bekannten  stereometrischen  Sätzen  auch  die  Axen  der 

respective  auf  den  Ebenen  der 

y'z',  zx\  x'ff 

senkrecht  stehen ,  so  kann  man  in  der  vorhergehenden  Gleichung 
die  gleichnamigen  Axen  der  beiden  Systeme  mit  einander  verwech- 
seln« wodurch  man  die  Gleichung 

30)    cos{gQ) 

cos(gaOcos(9a?)  ,  cos(^y)  cos(g'y)  ,  cos(gzO  cos(g^z) 

co&{xx')  co8(yy')  cos(z/) 

erhält. 

Ist  das  System  der  xyz,  und  also  naturlich  auch  das  System 
der  xWz'  rechtwinklig ,  so  kann  man  offenbar  immer  annehmen, 
dass  die  positiven  Theile  der  Axen  der  x^,  y\  J  respective  mit 
den  positiven  Theilen  der  Axen  der  Xy  y^  z  zusammeniallen,  und 
es  ist  dann 

(X3£)  =  (»y)  =  (2Z')  =  0 

und 
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also  nach  29): 

31)    cos  (qq) 
=  cos  (^:r)  cos  (q'x)  +  cos  (qi/)  cos  (gy) + cos  (gt)  cos  (q'x)  , 

welches  wieder  die  Gleichung  27)  ist. 

In  den  Gleichungen  29)  und  30)  ist  der  in  der  Einleitung  er- 
wähnte ^  von  Cauchy  a.a.0«  auf  eine  ganz  andere  Art  bewiesene 
Satz  enthalten.  Unser  Hauptzweck  bei  der  vorliegenden  Abhandlung 
war  aber,  wie  schon  erinnert  worden  ist,  die  Entwickelung  der 
allgemeinen  Gieichune  26) »  von  welcher  die  bekannte  Gleichung 
27)  ein  besonderer  Fall  ist. 


/ 


JJeher  die  Schwinnrnnfpen  eines  kleinen 
KSrpers,  der  an  einem  elastischenKüiv 

per  Ibefestigrt  ist 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Lehrer  der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Bärgenchnle  zu 

Sinsheim  bei  Heidelberg. 


Die  Abhandlung  Nro.  XXVI.  im  7ten  Bande  des  Archivs  erin- 
nerte mich  an  eine  frühere  Arbeit«  die  ich  hier  Torlegen  will. 
Sie  behandelt  die  Bewegung  eines  kleinen  Körpers«  der  z.  B.  am 
einen  Ende  eines  elastischen  Schraubendrahtes  befestigt  ist.  Wird 
ein  solcher  Draht  ausgedehnt  oder  zusamm^engedruckt «  so  geräth 
der  daran  befestigte  Körper  in  eine  hin  -  und  hergehende  Bewe- 
gung um  den  Punkt  seiner  Ruhe  herum.  Diese  Bewegung  ist  her- 
vorgebracht durch  die  Kraft  der  Elastizität«  von  der  man  hier  an- 
nimmt «  sie  wirke  wie  eine  von  dem  Punkte^  in  welchem  das  Ende 
des  freien  Drahtes  für  den  Fall  der  Ruhe  ist«  ausgehende  und  im 
Verhältniss  der  Entfernung  wirkende  aufziehende  Kraft.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  werden  folgende  Anigaben  leicht  verstan- 
den werden.  Es  wird  natürlich  aabei  vorausgesetzt «  dass .  das 
andere  Ende  des  Drahtes  festgemacht  sei ;  der  feste  Punkt  aber. 
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von  dem  im  Folgenden  die  Rede  ist,  ist  der  Punkt,  in  welchem 
4as  freie  Ende  des  Drahtes  sich  befindet,  wenn  der  Draht  unbe- 
lastet  in  Ruhe  ist. 


5.  1.     • 

Ein  K^iper,  dessen  Gewicht  (in  Kilog.)  p  sei,  ist  einer  im 
direkten  Vernältniss  der  Entfermmg  wirkenden  Kraft  unterworfen, 
die  von  einem  festen  Punkte  ausgeht;  welches  ist  seine  Bewegung? 

Sei  in  untenstehender  Figur 

r  A  Q  B 


A  der  feste  Punkt,  B  der  Ausgancrspunkt  des  Korpers,  Q  seine 
Stelle  am  End^  der  Zeit  ty  und  AQz=.x ,  so  hat  man  offenbar: 

^x gex 

wenn  g  die  bekannte  Beschleunigung  durch  die  Schwere,  e  eine 
konstante  Grösse  ist ,  die  von  der  Beschaffenheit  des  Drahtes  ab- 
hängt.   Hieraus  folgt  zunächst : 


^  d^x    dx  2  gex    dx 


Ist  nun  AB=za,   so  ist  v  (die  Geschwindigkeit)  für  ^=a 
Null,  also 


Aus  (1)  folgt 


(I)' = f  ("'-'*) = -•     <» 

* .  V  52  =  C—atc  (Bin  =s  f ). 
1   p        •  a 


Oti,  tat  wssa,  t=rO,  so  Ut 


'•V?  =  ^«-"<^<»'"==^  (2, 


worin  n  «ine  bestimmte  ganze  Zahl  ist. 
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Aus  den  tileichuDgen  (1)  uod  (2)  schliesst  man  feieht : 

Der  Körper  bewegt  sich  von  B  bis  C,  wenn  AC=zAB,  von 
B  bis  A  mit  zunehmender,  von  C  bis  A  mit  abnehmender  Ge- 
schwindigkeit; in  B  und  C  ist  seine  Geschwindigkeit  Null;  von 
C  bis  B  geht  der  Körper  umgekehrt  so  >  wie  von  B  bis  C  u.  s.  f. 

Die  Zeit,  welche  verfliesst,  bis  der  Körper,  nachdem  er  von 
B  ausgegangen,   das  erste  Mai  wieder  dorthin  zurückkommt  p  ist 

27c\  £.;  die  Zeit,  die  er  braucht  von  B  bis  C\  ist  die  Hälfte 

1   eg 

davon.    (Von  C  bis  B  ist  arc(sin=:-)  nesativ.) 

a 

In  der  Formel  (2)  ist  für  die  erste  Bewegung  von  B  bis 
wieder  nach  B,  n=\\  für  die  zweite  Bewegung  von  ^  bis  wieder 
nach  By  n=2  u.  s.  f. 

Die  Stelle,  welche  der  Körper  am  Ende  einer  bestimmten 
Zeit  T  einnimmt,  findet  sich  folgendermassen. 

Sei  r  =  ^n;rV£-+fl,  worin  p<27c  1/2-,  so  ist 

^   eg     ^  ^  eg 

rpkfeg      471-1-1  ^,  .       X. 

T\  -^  —  — =i—  TT  =  —  arc  (sin  =  —) , 


demnach 


.Ti=:acos(pm/  -^). 


(3) 


Für  T=0  ist  9  =  0,  also  x=a; 


T=in\l  S-  ist  Q=^n\l  2-,  also  jp  =  •— a  u.  s.  f. 

^f   ea        ^  f   en 


für 

eg        ^  ^   eg 

Die  Gleichungen   (1),  (2),  (3)  bestimmen  die  Bewegung  voll- 
ständig. 


§.  2. 

Die  Verhältnisse  seien  fwle  im  vorigen  ParagntpheD/imr 
nehmen  wir  den  Körper  auch  noch  als  den  Wjrkungen  derSchwer- 
kffiift  iinlerworfen  an.  Es  sei  x  vom  Anziebungsmittelpankte  aus 
Dach  unten  gerechnet  und  die  ursprüngliche  Entfernung  von  dem- 
selben wieder  a  (indem  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Scmringiuigen 
senkrecht  auf  und  nieder  geschehen). 

Für  diesen  Fall  ist 


5? 


P 


«*  =  *^  ÖBT— «t^  +  C 

P 

Dh.  f&r  xss«,  *=0,  ••  ist 


I  ab»  j^— flr=«p.  ••  *nt 


4^  fifr  jr=«.  1=0  fe^  M 


*^  3=eä«+l)«  — 2Me(^=Y^5'        ® 


F< 


=£  tat,  ^  h.  ■>^;  ■>  »in  Fale  ^«s>  dv  KSq«r 

m  € 


ntSd  fifrjr^«Mifik^=*=^— «. 


<? 


V^- 


Y  e.  9B  «i»  ■  f  1.  Otr  PübM. 
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Körper  die  grCsste  Geschwindigkeit  hat»  entspislcht  xzszV  ;   die 
Zeit  9  welche  er  braucht ,  um  von  ;r=t=a  bia  ^=&    zu     gerangeD» 

ist   iv  V       '  ^^  J  ^^'  ganzen  Schwingungsdauer;  zugleich  liegt 

dieser  Punkt  in  der  Mitte  zwischen  den  äussersten  Punkten.    Die 
Bewegung  ist  übrigens  ähnlich  wie  in  §.  1. 


5.  3. 

Sei  Alles  wie  in  §•  2,9  nur  befinde  sich  der  KSrper  im  An- 
fange über  dem  Punkte  ar=&,  sei  also  ii<£,  so  findet  man  die 

gleichen  Resultate*^ in  Bezug   auf  die  Schwingungsdauer;  die  Be- 
wegung ist  ebenfalls  die  nämliche ,  ihre  äussersten  Gränzen  sind 

xz=z^  und  j;=:-£ — a^  wie  oben>  so  dass  §.  2.  allgemein  gilt. 
e  € 

Setzt  man  a  negativ,  so  deutet  diess  an,  dass  der  Körper  an- 
fanglich über  dem  Anziehungspunkte  gewesen;  die  Schwinsungs- 
dauer  ist  die  gleiche,  wie  so  eben;  der  Korper  oszillirt  zwisctien 

xzzz — a  und  x'=^-^'\'a\   seine   grösste  Geschwindigkeit  hat    er 
am  nämlichen  Punkte,  wie  so  eben  u.  s.  f.     ^ 


(.   4. 

Sei  ein  Körper,  dessen  Gewicht  p  sein  soll,  der  Wirkung 
zweier  anziehenden  Mittelpunkte  unterworfen ,  welche  auf  die  an- 
gefiihrte  Art  wirken;  heissen  C  und  C  die  Mittelpunkte,  ist  a 
inre  Entfernung  und  werden  die  Abszissen  x  gezählt  von  C  gegen 
C,  ist  der  Körper  ferner  im  Anfange  der  Bewegung  auf  der  gera- 
den Linie,  welche  die  beiden  Anziehungsmittelpunkte  verbindet, 
so  hat  man: 

3*£ e'{a-x)'—ex 

wobei  il  und  e  den  beiden  Mittelpunkten  entsprechen,  und  x  kleiner 
als  a  vorausgesetzt  ist.    Hieraus 

«       2ac'j?— c'o:* — ear*      ,  ^ 
t>*  =3  - — ^-- ^  +  C> 


und  wenn  für  J?=sÄ«a),  «j=0: 

Theil  VIII.  14 
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P 

=  2  (2  ae'-^  (e+e')  (a:+k))  (.r-Ä-) 

=  2  (2  ae-^ie+e)  Ä— (e+e»(a— Ä). 
P 

Setzt  man  also 
so  ist 


woraus ^  wie  oben:    -  ^  " 

t  ^ak±^  =Ci«+l)«-2an:(tg=^^>  (2) 

Also  ist  die  Daner  einer  Oszillation  (hin  und  her)  =2n;\/     /,  ,.; 
der  K^örper  oszillirt  zwischen  x=^k  und  a:  =  m=:-— ,  —  A-;  er  hat 

HP 

seine  grosste  Geschwindigkeit  in  a:  =  ——7 ,  welcher  Punkt  in  der 

Mitte  liegte  und  in  welchem  beide  Mittelpunkte  gleich  stark  wirken. 
Setzt  man  A-=0,  ^=c',  so  geht  der  Körper  von  einem  Mittel- 
punkte zum  andern  in  der  Zeit  n  V  ^- . 


§.   5. 

Ein  Körper  vom  Gewichte  p  sei  den  Wirkungen  zweier  senk- 
recht über  einander  liegenden  Anziehungsmittelpunkte  unterworfen« 
deren  Kräfte  von  der  mehrfach  betrachteten  Art  sind ;  er  befindet 
sich  anfänglich  zwischen  beiden  auf  der  Linie ,  welche  dieselben 
verbindet.  Sei  C  der  untere,  C  der  obere  Mittelpunkt  der  Anzie- 
hung, die  a:  seien  von  C  aus  gegen  C  gerechnet,  a  die  Linie  CC, 
k  habe  die  Bedeutung  des  §.  3. »  wie  e  und  e\  endlich  sei  der 
Körper  den  Wirkungen  der  Schwere  unterworfen.    Hier  hat  man : 

oder,  wenn  zur  Abkürzung  e'a — p=^m,  e'-^-esssit  ges«t2t  wird: 
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c«=fl^(2m(ar-it)— r(j?^— A2^)=SL(2i»-r(x+ife))(a:— A)  (1) 
P  P 

=  (2jii — rife— ra:)(;r — k)^. 

P 

Setzt  man  ^m-^rk^rb,  so  ist 

*   i»        V(6-^)(a:— Ä)      , 

<Yrff_(2„+l)«-2.arc(tg  =  Y^^.  (2) 

Hieraus  folgt »    dass  die  ganze  Oszillationsdauer  =i2n^  ^ 

=z2n\l  —7^r~r:»  äl^o  gerade  wie  in  §.  3.  ist;  diese  ist  daher  die 
nämliche  9  ob  man  die  Schwere  berücksichtigt  oder  nicht.  Der 
Körper  schwingt  zwischen  den  Punkten  a:=X;  und  x^^b:== k 

T 


=  ..IfbZ^ — k;  seine  gr5sste  Geschwindigheit  hat  er  im  Punkte 

ar  =  —  =  ^  fT    9  der  in  der  Mitte  liegt, 
r         e+e 

Wir  schiiessen  demnach  aus  dem  Obigen»  dass  die  Oszilla- 
tionsdauer durchaus  die  nämliche  ist»  ob  man  die  Wirkung  der 
Schwerkraft  beachtet  oder  nicht;  es  hat  dieselbe  bloss  £influss 
auf  die  Amplitude  der  Schwingung. 


14* 


212 


IJebaiigrsftiiffral^^^n  fttr  Sclittler. 


Wenn  ^  den  Flächeninhalt  eined  Dreiecks  ABC  bezeichnet^ 
und  A',  Bf,  C  beliebige  Punkte  in  den  Seiten  BC,  CA,  AB  oder 
deren  Verlängerungen  sind,  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABIC 
aber  durch  ^  bezeichnet  wird ,  so  ist  jederzeit 

A_  AB.BC.CA 

^'~  AB.BC.CÄ^AC.BÄ.CBf' 

Wie  lässt  sich  dieser  Satz  beneisen  und  auf  sphärische  Drei- 
ecke erweitern? 

(The  Mathematician.  March.  1846.)    Thomas  Cotterill. 


Wenn  die  durch  den  Punkt  M  eines  Kegelschnitts  gezogene 
Berührende  die  Hauptaxe  AB  desselben  in  N  schneidet ,  und 
das  in  N  auf  die  Hauptaxe  errichtete  Perpendikel  von  den  n5thi- 
genfalls  gehörig  verlängerten  Sehnen  AlSf  und  BN  in  D  und  E 
geschnitten  wird«  so  ist  immer  DN=^EN. 

(The  Mathematician.  March.'  1846.)    J.  W.  EUiott. 


Es  sei  ABCD  ein  Parallelogramm «  dessen  Diagonalen  AC 
und  BD  sich  in  O  schneiden.  Durch  den  Punkt  O  ziehe  man 
die  Linien  EF  und  GH  den  Seiten  AB,  CD  und  AD,  BC  de» 
Parallelogramms  ABCD  parallel.  Nimmt  man  dann  in  EF  einen 
beliebigen  Punkt  £"  an ,  zieht  die  Linien  AE^  und  DE^^  welche 
die  Linie  GH  in  (7  und  H  schneiden ,  und  hierauf  die  Linien 
BC  und  CH\  so  gehen  diese  beiden  Linien  durch  denselben 
Punkt  F  der  Linie  EF,  und  das  Viereck  EFGH'  ist  ein  Pa- 
rallelogramm. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)    Fenwick. 


Einen  Bogen  eines  gegebenen  Kreises  so  zu  bestimmen,  dass 
der  Unterschied  zwischen  seiner  Sehne  und  der  Sehne  seiner 
Hälfte  ein  Maximum  ist. 

(The  Mathematician.  March.  1846.)    Matthew  Collins. 
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VoD    dem  Herrn  Oberlehrer    Seydewitz  am  Gymnasium 

zu  Heiligenstadt. 

1.  Beruhreo  drei  Seiten  ABy  BC,  CD  eines  einem  Kreise 
eingeschriebenen  Vierecks  AB  CD  einen  zweiten ,  mit  dem  ersteren 
concentrischen  Kreis ,  und  verbindet  man  eine  der  beiden  Ecken 
B,  Ci  wo  diese  drei  Seiten  paarweise  zusammenstossen ,  z.  B.  C, 
mÜ  dem  Berfihrungspunkte  der  dritten  Seite  AB  durch  eine  Ge« 
rade,  so  wird  letztere  von  der  Geraden,  welche  den  ersten  Kreis 
10^  der. anderen  Ecke  B  berührt^  und  von  der  vierten  Seite  des 
Vierecks  in  einem  und  demselben  Punkte  geschnitten. 


2.  Liegen  drei  Ecken  A,  B,  C  eines  einem  Kreise  umschrie- 
benen Vierecks  ABCD  auf  dem  Umfange  eines  mit  demselben 
concentrischen  Kreises»  so  schneidet  eine  jede  der  beiden  Seiten 
AB,  BC,  wielche  zwei  dieser  Ecken  verbinden »  z.  B  AB,  die 
Gerade  9  welche  den  zweiten  Kreis  in  der  dritten  Ecke  C  berührt« 
in  einem  Punkte,  welcher  mit  dem  Berührungspunkte  der  anderen 
Seite  BC  und  mit  der  vierten  Ecke  des  Vierecks  in  einer  und 
derselben  geraden  Linie  liegt. 

3.  Bewegt  Mich  ein  rechter  Winkel  dergestalt  um  ein  Qua- 
drat, dass  seine  Schenkel  fortwährend  zwei  benachbarte  Ecken  des 
letzteren  berühren,  so  dreht  sich  die  Halbirungslinie  desselben 
um  den  Mittelpunkt  des  Quadrats. 


Von  dem  Herrn  Dr.  J.  Dienger,  Lehrer  an  der  höheren 
Bürgerschule  9tt  Sinsheim  bei  Heidelberg. 

I  . 

Man  hat  für  jedes  ganze,  positive  m  und  r: 

(m-fl).1.2.3...(r— 2)  r,      m-{-r  .  (m-f r) (m-H--l)  . 
(fii+2)  (m+3) . . .  (m+r)  L   ^  r-2  "^     (r— 2)  (r-3)    "*■•■;* 

.  (m-f  r)(OT-fr— l)...(m+3)T  _  , 1.2...(r— 1) 

••••+        (r— 2)(r-3).,.l       J  ~"        (m+2)(m+3)...(in+r)' 

II. 

2p.(2p-^2)...2     _.      .„  I  .P(y-1)      .P(P-1)(|>~2)  . 

(ip+l)  (V-i) -ä  "■      ^^        1.2      ^      i/o —  +  •  • 

■  (-l)P.l 

i 

wenn  p  eine  ganspe«  positive  Zahl  ist. 
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UI. 

r_np  2-^-6'"2p    ,      _i %±i  JL  +  ^_  (MJ^ 

'••^  ^^ 0:3:::^ 

\nun  p  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

IV. 

S^M  laao 


n(w-*l)  (wi— 2)>..(»-ip+l)  _ 


80  findet  Hlan: 


nm'=—nm-\ T (n^— l)»-!  -| 5 (w— -S)!»-^  +  •  •  • 


n — m  n  w— 1  n— 2 

1  1 

•••  +  r::;^  (tt-w+i)i  +  — , 

« — m+l  .    ,  n — jw 

was  auch  n  sei,  wenn  nur  meine  ganze ,  positive  Zahl  ist. 

V. 

I      2m  .  2m  (2m~2)     2wg(2m--2)(2m-4)  , 
3  "'^     1.3.5  1.3.5.7         "^ "• 

,  2m(2m>-^2)...2_     1 
•  *  *  *  3 .5 . 7  ...(2m+l)  "^  2m+I ' 

wenn  7»  eine  ganze,  positive  Zahl  ist. 

;  .  VI    . 

cosd      cos3tfj  cos5Ä  •     •  r 

TT — o~+-5:6 — •••»"'f- 

=  J_£^log(2(l+cos2d)) -|.sin.J. 
sind sin3Ä      sinSÄ  .     ,  - 

TT     ~33~+~5jr~"'*  "" 

Beide  Male  i*  <  (^X. 
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VII. 


comJ  .  1  co83d  ,  1.3cos5d  ,  1.3.Sco»73  .  .    ,  -. 

12^2    3.4    '*^Z4~6J6~'^±IM'T^~^"""' 


=  "'"("'"=  ^iöiiqfeS))  +  ^2siDd  CO.  (I  +  2)-c«8d. 


«intf  ,  1  8in3(i  ,  1.3  sinSd  .     .  , 

1.2  "*"  2    3.4    '*'±i  "Xö"  +  ••••'"  »"• 


=  log  [\^l+8in ä  +  VÜ^J  -  V25^ sin  (j  + 1)  +  «"' *• 


2  ■~^1.2'*'2  *3.4  +  23*5:H+ 


•  •  • 


*<r'  «>o. 


Uliscelleii. 


Beweis   de«  Ftolemäischen  Lehrsatzes. 

Von  dem  Herrn  Profeuor  Dr.  tiessel  zu  Marbi^rg, 

Während  ups  der  Pytha&^Qräiscbe  Lehrsatz  sagt,  dass  bei 
jedem  Roctangel  aicd  (Taf.  Ml.  Fig.  8.)  das  Pnpduct  der  beiden 
Diagonaleu  gMich  sei  det.  Snnune  aus  den  Producten  der  gegen- 
überstehenden Seiten,  d.  h.  dass 

cc .  6rf  ==:  6c  •  cu/ +  6(sr .  crf 

sei,  so  erweitert  der  Ptolemäische  Lehrsatz  bekanntlich  diese  Be- 
hauptung und  spricht  ihre  Gültigkeit  für  jedes  Viereck  im 
Kreise  aus 

Er  gehOrt  dahfr  zu  den  inferessaii testen  Sätzen  der  Elemen- 
targeometrie. 

Eine  eigenthüniliche  Art  ihn  zu  beweisen  ist  folgende. 
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BezelchDet  mao   eio  Parallelogramm  uod  ein  Dreieck  >   wenn 
io  beiden  die  Seiten  x  und  y  den  Winkel  v  einschliessen,  durch 

^GO  und  durch  ^(/*).  »o  hat  man: 

1)     Viereck  ahcd  =  \  U^"^**^ (Siehe Taf.  lILFig.9.) 

Zieht  man  nun  de'^ojc  und  dann  ec  und  th  und  at^  so  ist 

2)    \  adeC^  \cea. 
mithin 

3)    Viereck  abcd  =  Viereck  o^eft  :cz  ^  bee  -f  ^  bae. 

Zugleich  aber  ist: 

# 

4)    ^ace^=^  ^cad=^d^ 
mithin 

5)    ^6cu=; *+/?  =  »; 
also  auch ,  da  aAei;  ein  Viereck  im  Kreise  ist, 

6)    ^6ae  =  180»— 6cc=:180o— tt'=«, 
so  dass 

8)  ^J«,=^(«^~)='n('^-). 

Es  folgt  daher  ans  1),  3),  7)  und  8) : 

folglich  9  da  die  Gültigkeit  einer  solchen  Gleichheit  nicht  aufge- 
hoben wird^  wenn  man  in  jedem  der  drei  Parallelogramme  s^tt 
des  Winkels  u  einen  und  aenselben  anderen  Winkel,  z.  B.  einen 
rechten  Winkel  R^  setzt  und  die  Factoren  \  weglässt: 

d.  h. 


und 


217 

,    11)    ac*bd^=bc,ee-i-  ba.ae, 

oder,  wenn  man  statt  ce  den  Werth  ad  und  statt  ae  den  Weith 
ed  substituirt. 

12)    ac*bd^=:>  bc.ad-\'ba, cd. 


Aufgabe. 

Von  dem  Herrn  Professor  Dr.  Hesse  1  %vl  Marbarg. 

Ein  gleichschenkeligesDreieck^JSCCTaf.  lILFig.lO.), 
dessen  Schenkel  CA  und  CB  an  Lfinge  Iconstant  sind, 
verändert  sich  so,  dass  sein  Winkel  ACB  wächst  und 
sein  Punkt  B  in  einem  Kreise  vom  Radius  CA:=zCB 
fortschreitet  9  während  der  Schenkel  CA  unbewegt 
bleibt:  man  soll  die  Curve  zeichnen,  in  der  sein 
Schwerpunkt   ß  fortrückt. 

AuflSsung.    Es  ist  Cj$=:«Ct<,   oder,  wenn  CaT=:\CA  ist/ 
Cß=Ca  .  cos k ACB.    Es  ist  daher  die  Curve  aßßtß^C  ein  Kreis 
vom  Radius  ma:=zfnC=^iaC^=:lAC,  dessen  Mittelpunkt  m  in  CA 
so  liegt,  dass  On=  |  CA  ist. 


In  dem  Journale  :  The  Mathematician.  March.  1846. 
p.  69.  hat  Herr  William  Rutherford  eine  Untersuchung 
über  die  acht  Kreise ^  von  denen  die  drei  Kreise,  welche  sich 
über  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  als  Durchmessern  beschreiben 
lassen,  geliefert,  deren  Hauptresultate  ich  im  Folgenden  mit- 
theilen will ,  weil  ich  glaube ,  dass  das  Aufsuchen  der  Beweise 
für  dieselben  Stoff  zu  zweckmässigen  Uebungen  darbieten,  und 
vielleicht  auch  noch  zu  manchen  ändern  interessanten  Resultaten 
führen  kann,  die  ich  gern  im  Archive  abdrucken  lassen  werde, 
wenn  man  sie  mir  mitzutheilen  die  Güte  hat 

Das  gegebene  Dreieck  sei  DEF  und  A,  B,  C  seien  die  Mit- 
telpunkte der  Seiten  £F,  FD,  DE.    Man  setze 

BC—ay  CA=:b,  AB=zc 

und  2t=a-|-6  +  c;  ferner  der  Kürze  wegen 

Die  über  EF,  FD,  DE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise 
wollen  wir  respective  den  Kreis  a,  den  Kreis  6,  den  Kreis  c 
nennen. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  dem 
Kreise  a,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen »  Innen,  Innen 
Statt  findet,  sei  Qi.  \ 


n9 


Der  Halbme^^er- des  Kreises,  zwischen  welchem  und  •  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Aussen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  p^. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b^  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen, 
Innen  Statt  findet,  sei  ^2- 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  ^7. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  Innen,  Aussen, 
Innen  Statt  findet,  sei  ^3. 

Per  Hallmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  ,a,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Innen, 
Aussen  Statt  findet,  sei  ^. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  3 wischen  vrelchepi  und  den 
Kreisen  a,  b,  c  respective  eine  Berührung  von  IneeD,  Innen« 
Aussen  Statt  findet,  sei  ^4. 

Der  Halbmesser  des  Kreises,  zwischen  welchem  und  den 
Kreisen  a,  6,  c  respective  eine  Berührung  von  Aussen,  Aussen 
laoeo  Statt  findet«  sei  q^ 

Die  Halbmesser  der  vier  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  be^ 
rührenden  Kreise  seien  r,  r^,  r^,  r^;  und  zwar  sei  r  der  Hallmiesser 
des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises;  rj  sei  der  Halbmesser 
des  über  der  Seite  a=:^C  ausserhalb  liegenden  Kreises;  r»  sei 
der  Halbmesser  des  über  der  Seite  b  =  CA  ausserhalb  des  Drei- 
ecks liegenden  Kreises;  r^  sei  der  Halbmesser  des  über  der  Seite 
c::=:AB  ausserhalb  des  Dreiecks  liegenden  Kreises« 

Dies  tt)rausgesetzt  hat  man  die  folgenden  Formeln  : 


1 
1 


1 


2 

1 

1 

1 

r 

«1 

H 

»3 

2 

_1^ 

+i 

+i 

2 

l 

+  1 

+' 

r% 

s 

*i 

H 

2 

1 

3 

*i 

*i 

*3  +  Ps  »"3         »  «1  »2' 

I 


_1_ 


2 

S          $2         *3 

2  _ 

1          1           1 

r 

»1         *2         *3 
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Setzt  man 


so  wird 


2d=  — r+Ti+ra  +  ra, 


'=;+: 


^1        s       "Isis — d — r)  ' 


^  Ja      2ja(ja— rf+ra)' 


1^_      j_  r 

Hierauiä  er^iebt  sich  ' 

«  , 

(fi      p,       2sls-(d  +  r)^  i  +  id  +  r)]' 

1+  1  =  Zl  i_i +  ._i / 

ft.  ^  ?r       2*1  If,  +(d-ri)  ^  «i-(*-r,) j ' 

1    ,    1  -  >»  (        1  .1        I 


1  +  1  =  Ji  )  _i__  +  __L_|  ; 

e*      e»       253  W3+(rf— Tj)      H-r(d-r,)' 


oder 


ei      es       «»-(<i+»")*       (*+d+r)  (i-rf-r) ' 

J.  4-  1.  =  »"t  __  n 

ea      er       *Mrf+»-)'^       (*+rf+r)  (»-rf-r) ' 

1_  ,    1_ r»         . '       rg: 

es       e«  ""  ^-(d+ry^  ""  (*+rf+r)  (i-rf-r) ' 

i.  .   j_  _  »'s  _  »'s 

e*      es       **-(rf+r)«       {*+d+»')  (j-rf-r)  • 
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Bemerkt  man^  dass 

r        Ti      ra       r, 
ist,  80  erhält  man  hieraus  die  Relation 

Ol       98      9t       Qr       (h       96       94       95 
oder 

9i9»    ^    gigr    ^    gag6    ^    gsPft 
p8— Pi        9%+9r       9z+96       9^+96* 

Endlich  findet  aach  noch  die  folgende  bemerkenswerthe  Re- 
iatioo  Statt: 

9%      93      9^       9i      95     96      97      98 
oder 

9i      9*     9z      9^       96     96     97     98 

Wenn  der  Winkel  bei  D  In  dem  gegebenen  Dreiecke  DEF 
ein  rechter  Winkel  ist»  so  ist 


9t 

=  0. 

«s 

=  0, 

1 

=-i+ 

»•« 

«> 

2%(i4+a-ra)' 

1 

=1+ 

r» 

94 

2%(ii+a-r,)' 

«5. 

=  0. 

9« 

=  0, 

1. 

1 

!_           n 

Pr  *i      2^7v— ö+rj' 


es       <       2f  (s  +  a+r)* 
Wenn  das  gegebene  Dreieck  DEF  gleichseitig  ist,  ^o 

Pi  2a 
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1  _1  _  1  _3V3+1 
<fi      ifa       Q*  2a     ' 

1  =  1  =  1=^  3V3-1. 
fb       9«       Qr  2a     ' 

1  _3— V3 


es       2« 

Also  ist  in  diesem  Falle 

^  =  ä^  =  n3+,V3)a; 

folglich  Qi-i-Q^=z2a  =z  der  Seite  des  gegebenen  Dreiecks,  Z>£F. 

Ich  wiederhole y  dass  ich  einer  ausführlichen,  mit  möglichster 
Eleganz  und  Allgemeinheit  durchgeführten  Untersuchung  über 
diesen  Gegenstand  gern  einen  Platz  in  dem  Archive  einräumen 
werde  9  da  mir  die  bisherigen  Untersuchungen  noch  Manches  zu 
wünschen  übrig  zu  lassen  scheinen. 


Anzahl  der  Diagonalen  eines  Polyeders. 

Die  Anzahl  der 

Secke,  4ecke,  5ecke,  Gecke,  7ecke,  u.  s.  w  , 
welche  ein  Polyeder  b^ränzen^  sei  respective 

II3,  114,  115,  W5,  II7,  u.   s.   w. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Anzahl  aller  Seitenflächen  des  Polye- 
ders durch  F,  so  ist  natürlich 

1)      F  =  7l3+W4  +  W5+W^  +  Wy  +  .... 

Die  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  ist 

3w3  +  4?i4 -f  5lt5  J-ßwj  +7w7 -f . . . . 

Weil  nun  jede  Kante  des  Polyeders  zwei  Seitenflächen  als 
Seite  angehört,  so  ist  offenbar  die  doppelte  Anzahl  der  Kanten 
der  Anzahl  der  Seiten  aller  Seitenflächen  gleich,  d.  h«  wenn  K 
die  Anzahl  der  Kanten  bezeichnet,  so  ist 

2)    2^=: 3n8+ 4^4+8115 +6115 +7w7+.... 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  unsers  Polyeders,  welche  wir  durch 
N  bezeichnen  wollen  ,  ist  offenbar  gleich  der  Anzahl  aller  die  Ecken 
des  Polyeders  unter  einander  verbindenden  Linien»  weniger  der 
Anzahl  aller  Kanten  und  der  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seiten- 
flächen des  Polyeders. 


222 

Bezeichnet  E  die  Anzahl  der  Ecken ,  so  ist  — ^    "*  ^  die  An- 

zahl   aller  die  Ecken  des  Polyeders  unter  einander  verbindenden 
geraden  Linien. 

Die  Anzahl  der  Diagonalen  aller  Seitenflächen  des  Polyeders 
ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  ebenen  Geometrie 

3.0      .  4.1      .  5.2      .  6.3      ,  7.4      , 

* 

Hiernach,  in  Verbindung  mit  2),  ist  also 

«,   '  E(E-l)      3.0         4.1         5.2         6.3 

^)    ^  = 2 2""* — 2""* — 2"  ^'"T' "•"""'' 

3  4  5  6 

oder,  trenn  der  Kürte  vregen 

4)    ilf=1.3ii3+2.4n4  +  3.5n5+4.67ie  +  .... 
gesetzt  und  auf'beiden  Seiten  der  Gleichung  mit  8  roultiplicirt  wird : 

5)    8N=2E(2E-2)--iM. 
Nach  dem  Euler*schen  Satze  ist  aber 

E+F  =  K+2, 
folglich 

i;=Jf— F+2,  2£;=2Ä— 2F+4. 

Weil  nun  nach  1)  und  2)  offenbar 

2Jf— 2jP=W3+2ii4+3ii5+4««  +  ... 

ist,  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen- 

6)  X  =  n3-|-2it4-f3n5-f4ife-f .... 

setzen , 

2£=:i+4,  2£— 2  =  I.+2. 
Also  bt  nach  5) 

7)  fiN=iL+%(L+i)—4,M. 

Dies  führt  uns  zu  dem  folgeedea  Satze:  , 

Wenn  die  Anzahl  der 

3ecke,  4ecke5  5ecke>  6ecke,  7eeke»  ••., 
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welch«  ein  Polyeder  begränaen,  respeoti.ve 

%»  714,  71^,  n^,  Ufj  ..•. 
ist,  und  der  Kürze  wegen 

L  =2  n^  +  '2n^+3nti+in^+7nr^ 

M  =  1.3w3  +  2.4w4 + 3.5w5  +  4.6w,  + . . . . 

gesetzt^   die   Anzahl   der   Diagonalen  des  Polyeders 
aber  durch  iVbezeichnet  wird^  so  ist  jederzeit 

. « 
(Dem   WeacaUichen    nach   aut  einem   Aufiiatzo  Aea    Herrn    Henri 
Binder   in  den    NouTelieB  Annales    de   Mathejuatiques  von 
Terqueni  und  Geroao.    D^cembre.  1845.  p.  656.  entlehnt.)   ■ 


Schon  Tbl.  VII.  S.  107.  ist  bemerkt  worden,  dass  die  fran- 
zösischen Kammern  eine  SammlMOg  uqd  Herausgabe  der  Schriften 
Fermat's  beschlossen  haben»  In  dem  Journal  des  Savants. 
Septembre  1839.  Mai  1841.  Novembre  1646.  hat  Iiibri 
drei  Aufsätze  sur  la  vie  et  lös  manuscrits  de  Format  ge- 
liefert. Aus  dem  neuesten  dieser  Aufsätze  theile  ich  den  Lesern 
des  Archivs  lolgende  Formates  lieben  betreffende  Stelle  mit. 

Non-seulement  les  ecrits  de  Format  oot  ete  pour  la  ])lupart 
Agares  9  mais  sa  biographie  memo  otait  encore  ä  faire  ^ns  cos 
deroiers  temps.  Excessivemeot  modeste»  ne  voulant  donoer  aucune 
publicit<^  a  ses  travaux,  vivant  en  provinoe  et  souvent  a  la  cam- 
uagne ,  Format  ne  fut  approciä  d'abord  quo  par  quelques  esprits 
d'^lite,  qui,  ä  Paris ,  ä  Loodres,  aFlorencoj  admiraient  ses  boUos 
decouvertes  scientifiques,  et  il  mourut  presquo  igi^ore  au  mileu  des 
«ieoB.  Aussiy  jusqua  cos  derniers  temps,  on  n'otait  d*äccord  ni 
surT^pocjoe  de  sa  naissaoce  ni  sur  celle  de  sa  mort,  et  Ton  peut 
dtre  quo  lon  ignorait  ä  la  fois  la  ville  oü  il'etait  n^y.celie  ou  il 
avait  cess^  de  vivre,  et  les  principales  <:irconstancos  de  sa  vie» 
IVous  devons  surtout  aux  infatigables  recherches  de  M.  Taupiac, 
a¥ocat  ä  BeaunioBt-de-LoniagD«,  la  connaissaoce  de  plusieurs  do- 
cuments  qui  peuveot  faire  cesser  rincertitude  dans  laquelle  on 
otait  ä  cet  egard« 

Sans  ^tre  appuyee  sur  aucun  fait  positif ,  la  tradition  voulait 
quo  Fermat  fdt  ne  ä  Toulouse,  ville  6ü  il  räsidait  habituellement,  et 
cette  opinioo  etait  ad6ptee  generalement  par  les  biographes,  lorsque 
M.  Taupiac,  guido  par  des  renseignements  et  des  traditions  qu*il 
avait  recueillis  sur  les  lieux,  eotreprit,  dans  les  archives  de  la  ville 
de  Beaufflont,  des  recherches  qui  paraissent  etablir,  ä  notre  avis, 
äne  ifermat  est  ne  dans  cette  localite,  au  mois  daoüt  1€Ö1>  de 
Dominique  Fermat  et  de  Frangoise  Cazeneuve,  et  qu'il  avait  etö 
baptisä  le  20  du  m^me  mois.  Les  Fermat  ^taient  marchands  de 
cuirs,  et  Dominique,  p^re  du  geometre,  poss^dait  des  biens  con- 
sidärables.  On  peut  liro ,  dans  la  France  meridionale  du  16.  avril 
1844,  un  article  fort  interessant,  dans  lequel  M.  Taupiac,  k  Taide 
d'un  grand  npmbre  de   documentsr  qu'il  a  däcouverts,  suit  pas  ä 
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pa«  la  vie  sl  tranquiUe  de  Fermat ,  et  ootts  le  montre  avocat  d*a- 
Dord,  puis  eosuite  conseiller  a  laChaHibre  des  requdtes  du  pi^rle« 
ment  ae  Toulouse«  L'arr^t  qui  investit  ^  Fennat  de  ses  foDGtions 
est  du  14.  mal  1631.   Quelques  jours  plus  tard ,  ce  jeane  magistrat^ 

3ui  f^tait  d^ä  ud  illustre  g^om^tre ,  epousait  Louise  de  Long,  fiUe 
'un  conseiuer  au  ni^me  parlement.  Nous  ne  reproduirons  pas  icl 
les  recherches  de  M.  Taupiac  relatives  k  la  Daissance  des  enfauts 
de  Fermat,  et  aux  fr^iiuents  voyages  que  celui-cl  fit  ä  BeaumoDt 
Nous  aimoos  mieux  dire  un  mot  d'uue  difliculte  qui  nous  avait 
arr^tä  d'aborcl  Dous-m^me,  diiBeult^  qui  ne  semble  pas  s*6tre  pt^- 
seDtf^e  ä  Tesprit  de  M.  Taupiac,  et  qui,  si  eile  o'^tait  pas  levee, 
pourrait  jeter  uoe  grande  iac^rtitttde  sur  tout  ce  qu  il  a  avaucä  au 
sujet  de  Fermat. 

Lextrait  de  baptdme,  qui  a  6i6  d^eouvert  par  M.  Taupiac  *), 
parle  de  Pierre  Fermat,  sans  la  particnle  nobiiiere  de,  qui  prd^ 
c^e  le  DOm  de  cet  illustre  g^om^tre  dans  les  Opera  varia,  aiosi 
que  daDS  le  Diophante  publik  cd  1670  avec  des  notes  de  lui«  Or, 
au  XVn^  siecle,  cette  parficule  ue  se  prenait  pas  ä  volonte,  comme 
cela  est  arriv^  si  fräquemment  depuis ,  et  il  dous  serait  impossible 
d'admettre  que  Pierre  de  fermat,  coBseiller  au  parlement  de  Tou- 
louse, est  le  m^me  individu  qui  avait  ät^  baptisö  ä  Beaumont  sous 
le  Dom  de  Pierre  Fermat,  s'il  D*y  avait  pas  quelque  moyeo  sur 
de  constater  rideotite.  Heureusement  d'autres  documents^  que 
M.  Pelleport,  archiviste  de  la  cour  royale  de  Toulouse,  a  trouves 
dans  les  papiefs  de  Tancien  parlemeot,  et  dont  nous  devons  la 
communi.cation  k  Tobligeance  de  M.  Martin,  depute  de  la  Haute- 
Garonne,  nous  petmettent  d*expliqner  cette  difBcultä.  Dans  Tarr^t 
du'  14.  mai  1631.  le  noüVeau  conseiller  est  ajppele  Pierre  Fermat, 
et,  dans  un  antre  arr^t  du  30.  d^cembre  lo38.  on  voit  le  m^me 
conseiller,  sur  Tideotit^  duquel  il  ne  peut  s'^iever  aucun  doute, 
appel^  officiellement  de  Fermat  C*est  probäblenient  dans  cet  In- 
tervalle de  temps  que  ce  grand  math^maticien ,  auouel  soo  ad- 
mission  an  parlement  donnait  ce  qu'on  appelait  la  noblesse  de  robe, 
commen^a  a  faire  ttsage  d*un  particule  qui  n'existait  pas  dans  son 
acte  de  bapttoe.  Mous  ignorons  $i,  apr^s  cette  adnussion,  il  lut 
anobli  et  rendn  apte,  pat  on  arret  special,  ä  faire  precäder  du  de 
son  nom ,  ou  bien  si  une  teile  addition  s*opera  seulement  par  suite 
de  la  nouvelle  charge  dont  il  ^tait  rev^tu.  Qnoi  qu'il  en  seit,  il 
est  bon  d'ajouter  que,  m^me  dans  la  suite,  on  trouve  son  nom 
^crit  tantdt  de  Fune,  tantdt  de  Fautre  maniere*"^;. 


*)  Voict^  cet  acte,  qui  n'est  pas  signö:  „Pierre,  fiU  de  Domliiiiqae 
Fermat,  bourgpois  et  segond  consul  de  la  Tille  de  Beanmont,  a  est^ 
baptif^  le  30«  aoust  1601.  Parrin,  Pierre  Fermat,  marehand  ei  frere 
dudit  Dominique;  mafrine,  Jehanne  Catonnve;  et  moi.^^  A  la  «uife  d'a» 
autre  acte  qui  sult  on  lit  cette  signature:  „Dumas  Vic.*' 

**)  Ainsi,  par  exemple,  la  d^dieace  de  Saporta^  placke  ä  la  «aite  4u 
TraiU  de  la  memre  des  eaux  coutanies,  par  CaatelU  (Cättres,  166^ 
in  4^,  P..59),  et  en  t6te  d'un  ouvrage  sur  la  m^me  matidre  par  TorrK 
celli,  est  adressöe  „A  Monsieur  Fermat,  conseiller  da  roy  au  parlement 
de  Tolose.«' 


Heller  die  beste  Constmctton  horizoii< 

tal  belasteter  OewSlIie. 

Von  dem 

Herrn  Reallehrer  Brenner 

za   Tuttlingen    im    Königreich  Wnrtemberg. 


Eid  GewOlbe  sei  durch  eine  horizoDtal  geebnete  und  in  Bezug 
aaf  Dichtigkeit, homogene  Last  bedeckt«  Es  soll  nun  das  Gesetz» 
welches  die  Wülbung  oder  die  durch  den  vertikalen  und  senkrechten 
Durchschnitt  des  Gewölbes  dargestellte  Curve  befolg,  für  den 
Fall  vollständigen  Gleichgewichts,  so  wie  noch  die  übrigen,  hieher 
gehörigen,  wichtigsten  Momente  entwickelt  werden. 

Nehmen  wir  die  Abscissenaxe  AX  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  horizon- 
tal und  die  Ordinatenaxe  AY  vertikal,  so  wird  fraglicher  Durch- 
schnitt, den  wir  uns  durch  die  Abscissenaxe,  die  Horizootalebene 
der  Belastung,  so  wie  durch  zwei  auf  den  sosenannten  Widerlagern 
des  Gewölbes  ruhende  VeHikalen  begrenzt  denken ,  ein  rechtwink- 
üees  Parallelogramm  bilden.  Es  ist  nun  klar,  dass  wir  uns  jeden 
Theil  des  belasteten  Gewölbes  als  vollständig  fest  und  vermittelst 
der  Kräfte,  die  auf  denselben  wirken,  im  Gleichgewicht  sich  be- 
findend, vorstellen  können.  Einen  solchen  Theil  stelle  ABEM 
vor,  welcher  durch  die  Gewölbskurve  AMzzzs,  die  Horizontale. 
BE=:AF=zx  und  die  Vertikalen  AB=ib  und  ME^b — y,  wo 
b  die  Höhe  der  Belastung  ist,  begrenzt  ist.  ABEM  befindet  sich 
vermittelst  dreier  Kräfte  im  Gleichgewicht,  nemlich 

1)  vermittelst  des  vom  übrigen  Theile  des  Gewölbes  her- 
rührenden Druckes  Z>  in  M  nach  der  Tangente  und  Richtung  Mt\ 

2)  vermittelst  des  vom  Widerlager  in  A  ausgeübten  Druckes 
a  nach  der  Tangente  und  Richtung  At\ 

3)  vermittelst  des  Gewichtes  von  ABEM,  das  wir  durch  P 
vorstellen  wollen  und  in  seinem  Schwerpunkte  vereinigt  denkeo 
können. 

Ersetzen  wir  D  und  a  durch  zwei  gleiche  nach  MtntiAAt  ge< 
richtete  Kräfte,  so   schneiden  sie  sich  in  /,  und  wählt  man  t  als 
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ÄDgriflspunkt,^  so  folgt  daräas,  dass  der  Schwerpunkt  von  P  mit 
t  10  derselben' Vertikale  liegen  muss.  Es  ereeben  steh  somit  fOr 
den  Punkt  t  folgend^  zwei  Gleichgewichts  •  Gleichungen : 

a  cos-^ — Z)-^  =  0, 
ds 

d$ 

wenn  man  den  constanten  Winkel  tAX^z^  setzt. 

Eliminiren  wir  den  veränderlichen  Druck  Dy  so  ergibt  sich 
P'sa^o^--a^os^%  oder»  da  P  oCeobar  der  FIftche  ABEM 
proporiional  ist: 

(£»)  p(ffx — fydx)  =  ä  sin^-^a  cos-^Sy, 

wo  p  ==  dem  Gewichte  der  Volumen -Einheit  der  Belastung,  ist 
und  wo  das  Integral  jydx  mit  a:  =  0  zu  beginnen  hat. 

Differenziiren  wir  in  Beziehung  auf  or,  so  kommt 

P (P — y)  =  —  «  cos^ff^y, 

und  wenn  wir  — 2— -=il  und  y — 6=2  setzen : 

acos-^  '^ 

(M)  Sh  =  Az. 

Das  Integral  dieser  linearen  Differenzial  -  Gleichung  \at,  wenn 
wir  z  wieder  durch  y — b  ersetzen» 

y — 6  =  CcosixST^)  +  (\  sin  (xV^^^) ,   ' 

wo  C  und  Ci  die  beiden  Constanten  sind. 
Für  ar=0  hat  man  y=0,  daher  C=^—b. 

Die  Constante  Ci  bestimmt  sich  aber  aus  (L)  oder  auch  aas 
der  Bedingung  [^^=tg^9  wo  [ßy^o  der  Werth  tou  8^  ist»  wenn 
man  a;=zO  seilt,  und  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

(N)         y-b'-b  cos  (ar  V'^^^)  +  7^^  sin  (a:  V^^3). 

V  — A 

^  Ob  unsere  Curye  die  Abscissenaxe  ausser  dem  Anfangspunkte 
A  in  noch  weitern  Punkten  trifft»  ergibt  sich,  wenn  man  y=0 
setzt  und  die  Werthe  von  o;  entwickelt.    Man  hat 


*)    Zu  bemerken  ist,   das«  wir  uns  bald  de«  Differenzial  -  Zeichens 
d^  bald,  nach  Ohm,  des  Ableitnngszeichens  d  bedienen. 
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tg» 


V  — A 
oder 

welcher  Gleichnng  genügt  wird: 

1)    durch  sind  V^=2)  =  0,  d.  h. 


fv:?_«fi^^  =  o. 


oder,  wenn  man  mit  eli^  niultiplicirt,  1=  e'^^,  '  woraus  ar^TZ 
=  logl  =  0,  also  !2:  =  0,  wodurch  ebien  der  Coordinaten •  Anfang 
angezeigt  wird; 

2)  durch    68in(|V"^=:J)+;^=cos(|V^^=J)=a 

Geht  man    auch    hier    auf   die  Exponentialgrossen  über,    so 
kommt 

V  — A 

Multiplicirt  man  mit  eJ^^,  entwickelt  «'^^,  und  logarithmirt, 
so  kommt 


Va    "U^TA-tg^J 


als  zweiter  Uurchschnittspunkt. 

Daraus  folgt,  dass  die  Ordinate  y  eines  Maximums  fiiliig  ist. 
Man  hat  für  diesen  Zweck 

8y  =  6  V^=3  sin  (ar  V^=3)  +  tg  ^  COS  (j: V^:=3)  =  0 , 

und  durch   eine  ganz  ähnliche  Entwickelung  wie  oben  in  2)  oder 
auch  durch  blosse  Ansicht  von  2)  ergibt  sich 


2\Q        \bVl[—te»J 


tg*y 

Sferade  halb  so  gross    als  das  x  des  2ten  Durchschnittspunktes 
er  Curve  mit  der  Abscissenaxe ,  wie  zu  erwarten  stand. 

Meistens  ist  statt  des  Druckes  a  und  des  Winkels  S-  die  Ab- 
scisse  des  zweiten  Durehschnittspunktes  der  Curve  mit  der  Abscissen- 

15  * 
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axe^  oder  die  Weite  n  des  GewOibes  and  dessen  Höhe  A,  d.  h. 
das  Maximum  von  y  gegeben,  und  es  kommt  nun  darauf  an,  a  und 
^  oder  auch  A  und  <§  aus  n  und  A  zu  entwickeln.  Wir  haben 
zu  gleicher  Zeit 

(O)         0=6[l—cos(«V:=^)]  +-^^si»i(nV=3), 
(P)       A— Ä=— 6cos(|V"=3)  +~^^sin(5-\r=:3). 

Die  erster«  Gleichung  (O)  verwandelt  sich  in 
0=r6«n»(|  V^  +  r^^  gb§ ^^=3)  cos (|  V^^) , 


woraus 


.  V"-^~~  co»(|\^=:4)* 

Hiedurch  geht  (/^  über  in 

-j-=:C0S(2  V-^)+    ^       , 

cos(^V— ^) 
weiches  gibt 

cos(|V^:=Z)=j3j, 

oder,   wenn  man  auf  Exponentialgrussen  übergeht  und  in  Bezug 
auf  62  ^  •  auflust : 

^Vä      b  ±  V"A(2Ä— A) 

**      = 6=:* 

Die  Grosse  ei^      ist  aber  noth wendig  positiv   und   grösser 
als  1. 

Der  Ausdruck 

6J:VA(26>-A)_  b~-h 

*— A  6TVAC2*— A) 

erfüllt  aber  bei  jedem  (-|-  oder  — )  Zeichen  die  erstere  Bedingung. 
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Denn  da  der  Natur  der  Aufgabe  gemäss  b'^h,  so  setze  man 
ö=:h  +  h  woraus  2b=2h+2l  und  26— ä  =  A  +  2/=  6— /+2/ 
=  6+/  und  h=:b—l,  demnach 

V  Ä(26— A)  =  V6«-P, 

wdche  Grösse  kleiner  ist  als  6.  Die  zweite  Bedingung  aber  er^ 
fordert«  dass  der  Zähler  grösser  ist  als  der  Nenner,  und  diess  ist 
nur   muglicb,   wenn  man  das  positive  Zeichen  nimmt.    Denn  da 

6>A,  so  ist  26— Ä>Ä,  daher  VA(26— A)>A. 

Wfirde  man  das  negative  Zeichen  nehmen«  so  bliebe  der 
Zähler  kleiner  als  der  Nenner.    Es  ist  demnach 

Zar  Abkflrznne  werden  wir  uns  Jast  immer  des,  nnn  bekans- 
ten,  Baclistabea«  Ä  bedienen.    Die  Gleichung 


b  ein  Ct  V^=3) 


§V^) 


cos 


liefert  ttns  nun  aber 


ts»  =  «V^. 


el^-e-r^       ..^«-^^ 


Allein  wir  haben 


x^M.-iV^ 


=b>rÄ. 


— 1 


-\-e  t 


*V~I 


+  1 


und,  desswegen  » 

I.    tg^  =  -  log  [^— ^-A^- J  .  — =^  ^  ^ 

=  ^-VI(2«5log[*±^^]. 

Aus  der  Gleichung  -4  =  — £— -  haben   wir  o  =  ^  • ^r . 

^  acos'^  21    cos'^ 

Während  man  nun  die  Formel  hat =^  =  VTTtilS*.  so  er- 

coso  '  ^ 

gibt  sich 


2 
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Vennitteist  der  BestimmuDgen 

^_      5,in(|V=:3) 

a/ 3  —       UDd  cosGr  V  — A)  =  t — r 

sind  , wir  iip  Stande,   der  Glelcbung  (iV)  unserer  CuTYe  folgende 
Form  zu  geben: 

III.      a)  y  =  6— (6^*)  cos  [('|  — :r)V=3], 

welche  letztere  Form  zur  Auswerthung  der  Ordinaten  geeignet  ist. 

Würden  wir  (was  wir  jedoch  hier  nur  bemerkungsweise  thun) 
den  Anfang  der  Coordinaten  in  den  Durchschnittspunkt  des  Ma:(i-. 

mums  k  mit  der  Abscissenaxe  verlegen,  so  hätten  wir  x=a:'4-  — 

2 
zu  setzen,  wenn  wir  die  neuen  Abscissen  mit  x*  bezeichnen  und 
III.  6)  ginge  über  in 

y  =  6-i  (6-Ä)  (IJ''^^  +  6-''^^) , 

eine  Gleichung,  welche  ganz  unverändert  bleibt,  wenn  man  +x' 
\Tt  —af  umwandelt^  Man  wird  sich  daher  überzeugen,  dass  das 
Maximum  von  y  die  Curve  in  zwei  congruente  Zweige  theilt. 
Auch  ist  es  nicht  schwer,  einzusehen,  dass  sieb  die  Curve  in 
ihren  beiden  Zweiten  auf  der  negativen  Seite  (nicht  Richtung) 
der  Abscissebaxe  ins  Unendliche  fortsetzt.  Auch  könnte  man 
der  Gleichung  III.,  wenn  man  statt  V^  dessen  in  n  und  h  ge- 
fundenen Ausdruck  setzen  wollte,  eine  andere  Form  ertheileo  und 

zwar  vermittelst  der  Formel  ß"*^"^^  =  ä"*. 

Beschäftigen  wir  uns  nun  mit  Aufsuchung  des  Druckes ,  den 
ein  Gewölbstein  auf  den  andern  ausübt.  Wir  haben  oben  diesen 
Druck  =  D  gesetzt ,  und  aus  der  Gleichung 

acos^— Z>^  =  0 
eis 

ergibt  sich  in  Verbindung  mit  — — —  =  4  : 

acos'9' 
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Wir  haben 


»^  =  -  (b—h)  V-~A  sin  [Gy  —x)  V—A] 

ad 


und  erhalten 


IV.      />  =  J  Y  1_  J  (6_Ä)«  sin  »[te— |)  ^—A\ 

=  £-  \  1+^  (6-A)«  (li =i 1 ^  . 

Sowohl  für  af^zzO,  als  auch  für  a?=9t,  findeo  mr  nach  kurzer 
Entwicklung  ^en  oben  schon  erhaltenen  Druck  a  auf  die  Wider- 
lager, während  man  für  {<Mo  =  t^^  den  ebenfalls  schon  oben 
gewonnenen  Werth  1.»  allein  ffir  [&yjn>  d.  h.  für  die  Richtung  des 
'  Drucks  auf  das  zweite  Widerlager,  zwar  denselben  Ausdruck,  je- 
doch mit  negativem  Zeichen  erhältl  Der  8tun?pfe  Winkel,  den 
die  letztere  Richtung  mit  der  Abscissenaxe  macht,  ist  daher 
180^ — d'y  60  dass  dieselbe. mit  der  erwähnten  Axe  den  Neigungs* 
Winkel  180O— (1800 ~^)^d,  also  denselben  Winkel  macht,  den 
auch  die  Drucksrichtung  des  ersten  Widerlagers  mit  ihr  macht, 
was  übrigens  zu  erwarten  stand. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  ist  endlich  noch  die  Bestimmung 
des  cubischen  Inhaltes  des  Gewölbes.  Bekanntlich  findet  man 
diesen  Inhalt  für  cylindrische  Gewölbe  im  Allgemeinen ,  wenn  man 
den  vertikalen  und  senkrechten  Dui'chschnitt  derselben  mit  ihrer 
Länge  multijplicirt.  Es  kommt  daher  zunächst  darauf  an ,  diesen 
Vertikaldurchschnitt  zu  bestimmen.  Derselbe  ist  offenbar  gleich 
dem  Flächeninhalt  der  äusseren  Gnrve,  minus  dem  der  Innern, 
zwischen  ihren  Abscissen  genommen.  Um  dep  ^rsteren  zu  finden, 
scheint  die  Gleichung  der  äusseren  Curve  nöthig  zu  sein.  Diese 
äussere  Curve  aber  ist  dadurch  entstanden,  dass  man  diejenigen 
Punkte  aller  verlängerten  Normalen  der  innem,  die  von  dieser 
stets  gl«ch  weit  abstehen,  mit  einander  verbindet,  oder  durch  den 
Endpunkt  einer  Geraden ,  die ,  der  GeVölbscurve  stets  normal,  mit 
ihrem  andern  Endpunkt  auf  dieser  dahingleitet.  Auch  ist  klar, 
dass  jeder  fixirte  Punkt  einer  so  dahingleitenden  Normale  in  Ver- 
bindung der  erzeugenden  Gewölbscurve  den  Durchschnitt  des  Ge- 
wölbes darstellen  kann.  Zieht  man  also  durch  den  beliebigen 
Punkt  M  öder  (x,  y)  der  Erzeugungscurve  eine  Normale,  welche 
die  erzeugte  Curve  im  Punkte  m  schneiden  mag,  so  stellt  ilff» 
die  constante  Verlängerung  der  Normale  vor.  Wir  setzen  Mm=rf 
so  wie  die  Coordinaten  des  Punktes  m  gleich  o;'  und  y*.  Nach 
einfacher  Betrachtung  wird  man  sich  bald  überzeugen,  class 
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rdy     ,        /  rdu 

a:  =  a: ri  oder  a:  =  x =*= —  f 

ds  VI— Sy* 

TT  dx  IT 

y'  =:y  +  -T—  oder  y'  =  y  + 


ds  ^        ^   ^   Vl+dy^ 

ist,  14'elche  GleichungeD,  nebst  der  Gleichung  der  Erzeugungscurve 
«r=/(ar)  dazu  dienen^  a:  und  y  zu  elimiDiren,  so  dass  dann  eiue 
GleichuDg  zwischen  x'  und  y  resultirt,  welche  die  der  erzeugten 
Curve  ist.  Diese  Eliminationen  siuil  aber  in  den  meisten  Fällen 
ausserordentlich  schwierig  und  führen  zu  verwickelten  schwer  zu 
behandelnden  Gleichungen.  Für  ein  Glück  dürfen  wir  es  daher 
halten^  dass  es  einen  weit  einfachem  Weg  gibt^  unsern  Zweck 
zu  erreichen 9  ein  Weg,  der  uns  nicht  nur  die  Quadratur ,  sondern 
zu  gleicher  Zeit  auch  die  Rectification  unserer  erzeugten  Curve 
sogar  ganz  im  Allgemeinen  (abgesehen  von  unserer  ooen  behan- 
delten Gewulbs- Curve)  zeigt. 

Es  ist  nemlich  klar,  dass  die  Krümmungshalbmesser  beider 
Curven  einander  decken  und  dass  derjenige  der  erzeugten  Curve 
um  r  grösser  ist  als  der  der  erzeugenden,  so  wie,  dass  die  un- 
endiich  kleinen  Bogen  ds  und  8/  zwischen  zwei* auf  einander  fol- 
genden ^Normalen  oder  Krümmungshalbmessern  einander  parallel 
sind»    Daher  ist 

85^  85^ ,      ;i    a  ' 


woraus 


femer 


85^ 


8(/-,)  =  r^^^-^^^ 


Die  Gleichung  der  Normale  aber  ist  , 

t 

wenn  x"  und  u"   die  Coordinaten  der  Normale  selbst  vorstellen« 
während,  wie  immer,  (x,  y)  einen  beliebigen  Punkt  In  der  Erzeu- 

Sungscurve  selbst  bezeichnet.    Setzt  man  nun  den  Winkel»  den 
ie  jVormale  mit  der  Abscissenaxe^  macht,  gleich  to,  so  ist 

tgw  =  — K-,    8(tgw)= i=: 2 K-s ^, 

cy  cosw*  oy^ 

nnd  da 

COSID*=^, 


«     k 
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80  ist 

und  so  hat  man 
woraus 

welches  den  Ueberschuss  des  Bogens  i  über  t  vorstellt,  wofern 
das  Inteeral  rvD-\-C  zwischen  den  eehurigen  Grenzen  genommen 
wird.  Zwischen  diesen  Grenzen  stellt  aber  w  den  von  den  äusser- 
sten  Normalen  eingeschlossenen  Winkel  dar  und  rw  ist  der  von 
diesem  .Winkel  eingeschlossene  Kreisbogen,  beschrieben  mit  dem 
Radius  r.    Es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  der  nach  oben  beschriebener 
Art  erzeugten  Curve,  wenn  man  den  entsprechenden 
Bogen  der  Erzeugungscurve  um  denjenigen  Kreis- 
bogen vermehrt,  welcher  zwischen  dem  von  den  äuss er- 
sten Normalen  eingeschlossenen  Winkel  mit  dem  Ra- 
dius gleich  dem  Abstand  beider  Curven  beschrieben 
wird.  • 

Ferner  ist  der  Satz  bekannt,  dass  der  Inhalt  einer  Fläche, 
die  eine  Gerade  so  in  einer  Ebene  beschreibt,  dass  sie  in  ihrem 
Mittelpunkt  stets  normal  auf  einer  Curve  dahingleitet,  gleich 
ist  dem  Product  -aus  dieser  Geraden  und  der  Curve.  Diess  ist 
offenbar  der  Fall  mit  unserer  Erzeugungslinie  r  und  der  Curve, 
die  ihr  Mittelpunkt  beschreibt.  Allein,  um  diese  Curve  zu  erhalten, 
darf  man  den  Bogen  %  der  Erzeugungscurve  nur  um  den  Kreis- 

bogen  -^  vermehren,  so  dass  der  von  r  beschriebene  Flächen- 

TS^m  sein  wird  r(«-f  n^)»  ^o^^^i^n  w  cl®'  zwischen  den  Sussersten 

Normalen  genommene  Winkel  ist.  Diess  auf  unsern  vorliegenden 
Fall  angewendet,  haben  wir*  nur  noch  den  Bogen  i»  so  wie  den 
Winkel  to  zu  bestimmen.    Man  hat 

3*  =  VT+V  =  \  1  -^  (6- A)asin  \  {x  - 1)  V^ , 


daher 


= -?==  /*Vl— casin(« .  rf/. 


wenn  wir  Aiji — Ä)*=rc*  und  (a;  — o)  V — il=<  setzen. 
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So  sind  H^ir  also  auf  ein  elliptisches  Integral  gestossen,  und 
wir  haben 


V-^ 


+c. 


i     1.1.3  ^a/1.3.5  .     15  •   nj  ■   6     »As      1    r,:»AAl 


welches  Integral  noch  zwischen  den  Grenzen  :r=:0  und  j?=n 
oder  zwischen  t^=s — s- V^ — A  und  t=  +  z^Sf — Ä  zu  nehmen  ist, 
so  dass  also  bloss  die  rechte  Seite,  mit  Weglassung  der  Cod- 
stante ,  verdoppelt  werden  darf  und  t  durch  ö"  V  — A  ersetzt  wer- 
den niuss.  Verwandelt  man  zuletzt  die  Sinus  in  Exponentialfunc- 
tiooen,  und  vollendet  die  angezeigte  Multiplicatioo  mit  —7:z.=^, 

so  wird  die  imaginäre  Form  verschwinden.-  Dieses  Integral  er« 
weist  sieh  übrigens  als  sehr  brauchbar,  indem  es  für  die  gewohn- 
lichen Fälle  sehr  fallend  ist.  Bemerkt  mag  noch  werden,  dass 
man  dem  c  folgende  Form  geben  kann: 


e 


_  2(6-A)  ,^g  r6+VA(26-A)-| 


n 


.Endlich  wird  man  bald  finden»  dass  io:=2^,  so  dass  sich  der 
gesuchte  Durchschnitt  gleich 


V.      w  + 


Codetj  wofern  der  Winket  io  Graden  angegeben  ist. 

'  So  leisten  also  die  mit  romischen  Nummero  bezeichneten  Re- 
sultate alles,  was  in  Bezug  auf  die  horizontal, belasteten  Gewölbe 
praktisch  wissenswerth  ist. 
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ITelber  plairiographlsclie  Projecllon. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Anger 

in  Danzig. 


WeoD  die  unter  einander  parallelen  Gesichtslinien  mit  der 
Projections- Ebene  einen  rechten  Winkel  bilden,  so  ist  diese  allein 
nicht  ausreichend  7  sondern  es  muss  die  Projection  auch  noch  auf 
^ine  andere  Ebene,  deren  Lage  gesen  jene  als  bekannt  vorausge- 
setzt wird,  entworfen  werden,  falls  man  aus  der  Zekhnun«^  die 
wahren  Dimensionen  des  dargestellten  Gegenstandes  soll  entnehmen 
können,  und  man  hat  bekanntlich,  wenn  die  beiden  Projections- 
Ebenen  auf  einander  rechtwinklig  stehen,  die  Methode  der  be- 
schreibenden Geometrie.  Wenn  aber  die  unter  einander  parallelen 
GesichtsUnien  mit  der  Projectlons«^^ Ebene  einen  s  ch  i  e  fe  n  Winkel 
bilden,  dessen  Grösse  gegeben  ist,  so  reicht  eitie  Projections- 
Ebene  hin ,  um  ein  geometrisches  Bild  zu  entwerfen ,  aus  wdchem 
sich  die  wahren  Dimensionen  des  Gegenstandes  erhalten  lassen. 
Der  einfachste  Fall  ist  derjenige,  in  welchem  der  Winkel,  den  die 
Projectionsstrahlen  mit  der  Projections  -  Ebene  machen ,  ein  halber 
Rectiter  ist.  Diese  Projections- Art,  welche  in  der  Fortification  in  An- 
wendung kommt,  bietet  auch  in  theoretischer  Hinsicht  einige  nicht 
uninteressante  Eigenschaften  dar,  wieshalb  eine  Untersuchung, dieses 
Gegenstandes  mir  nicht  ganz  überflüssig  erscheint. 

.  P  o  n  c  e  I  e  t  erwähnt  dieser  Projections- Art  in  seinem :  „T  rai  tä 
des  propriet^s  projecttves  desfigures^'  in  der  Einleitung 
Pag.  XXVin.  und  XaIX.,  ohne  sich  auf  den  Gegenstand  näher 
einzulassen. 

Wenn  wir  im  Folgenden  die  Theorie  dieser  Methode,  welche 
wir  die  plagiographische  Projection  nennen,  analytisch  be- 
gründen, so  hat  die  Ansicht,  dass  auch  für  den  praktischen , Ge- 
brauch sich  auf  diese  Weise  gewisse  leichte  Vorschriften  füt  die 
Entwerfung  der  Projection en  der  krummen  Oberflächen  ergeben, 
welche  dem  Zeichner  willkommener  sein  werden,  als  die  Methoden, 
mittelst  welcher  man  auf  mühsamen  geometrischen  Wegen  das  Ziel 
erreicht,  uns  dabei  vorgeschwebt.  Auch  in  der  gewöhnlichen  be- 
schreibenden Geometrie  sind  die' Auflösungen  gewisser' Aufgaben 
für  die  wirkliche  Anwendung  oft  viel    zu  mühsam  und  ungenau. 
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als  dass  es  nicht  ivünscheosfrerth  wäre,  sie  durch  andere  su  er- 
setzen >  die  jener  Vorwurf  nicht  trifft.  Dazu  führt  aber  gewöhnlich 
die  analytische  Auffassung  sehr  leicht.  Die  beschreibende  Geo- 
metrie ist  in  dieser  Hinsicht  noch  einer  Erweiterung  iahig,  welche 
dem  Praktiker  nützlich  werden  kann.  Bei  dieser  Grelegenheit  sei 
jedoch  die  Bemerkung  gestattet,  dass  es  keineswegs  unsere  Mei- 
nung ist,  dass  der  Zeichner  zugleich  einige  Stücke  der  Construction 
auch  berechnen  solle,  gegen  eine  solrhe  Vermischung  des  Geome- 
trischen und  Arithmetischen  müssen  wir  uns  entschieden  erklären; 
das  Gesaete  bezieht  sich  hier  nur  auf  die  Nach  Weisung  der 
Richtigkeit,  nicht  aber  auf  die  Ausführung  der  Construction« 
welche  unter  keinen  Umständen  ihren  geometrischen  Character  ver- 
lieren darf. 

Zur  Projections- Ebene  nehmen  wir  die  Ebene  der  a:y,  die 
Projectionsstrahlen  nehmen  wir  mit  der  Ebene  der  xz  parallel  und» 
wenn  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  bemerkt  wird,  den  Nei- 
gungswinkel derselben  mit  der  Projections -Ebene  gleich  45^  an. 

Aufgabe  1.  Man  sucht  die  Gleichung  für  die  pla- 
giograpliische  Projection  einer  krummen  Linie,  ein- 
facher oder  doppelter  Krümmung,  deren  Gleichung 
gegeben  ist. 

Auflösung.  Die  krumme  Linie  sei  allgemein  durch  die 
Gleichungen 

yz=:g>X,    zz^-^fX 

gegeben. 

Die  Abscissen  der  gesuchten  Projection  mögen  durch  £,  die 
Ordtnaten  durch  17  bezeichnet  werden.  Es  kommt  nun  darauf  an» 
die  Gleichung  zwischen  £  und  17  zu  ermitteln.    Man  hat  aber 

und  erhält  dann 

» 

also  ist 

die  gesuchte  Gleichung. 

Wenn  z.  B.  die^  zu  projicirende  Linie  ein  Kreis  ist,  dessen 
Ebene  auf  der  Projections  -  Ebene  senkrecht  steht  und  mit  der 
Ebene  a;z  einen  beliebigen  Winkel  bildet,  und  dessen  Mittelpunkt 
der  Einfachheit  wegen  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten  liegen 
mag,  so  ist,  wenn  man  den  Radius  mit  r  bezeichnet: 

y  z=i  ax  zsz  q)x , 

z  =  V|3^(l+a«)a:«=  ^x, 

also 
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fl  =  a^+  Vr«-(l+fl«)"P 

oder 

1?«  +  (l+i>a«)  ^  — 2ai/ J  =  r«, 

die  Gleichung  einer  Ellipse,   deren  Axen  sich  leicht  erroitteln 
lassen. 

Fuhrt  man  nämlich  neue  Coordinaten  S  u^d  rf  ein »  so  dass 

I  =  I' Sin  9)  — V  Cos 9, 
ly  =  ^'  Cos  9>  + 1^'  Sin  9 

wird 9  so  ersieht  sich,   wenn  man  den  Coefficienten  von  ifi*i'  =  0 
setzt,  zur  Bestimmung  von  q)  die  Gleichung 

0  =  —  a  Sin  2q>  -f  Cos  2(p ,' 
d.  h. 

Tang  29)  =  i  =  Cotti=  Tang(9Öo— fi), 
a 

mithin 

und  man  erhält  als  Gleichung  der  gesuchten  Protection  . 

r«(l+SinM)  ^  r^a-Sini«)  "^  ^'      , 
Die  halben  Axen  der  Ellipse  sind  demnach : 

rCos(450— l-ti).v2  und  rSin(45«— ^«) .  v2. 

Wenn  der  Fall  eintritt,  dass  u=0  ist.  so  wird  die  Ellipse 
ein  Kreis,  dessen  Radius  =  r,  und  ist  u=zyO^,  so  wird  die  Pro- 
jection  eine  gerade  Linie,  welche  in  die  Axe  der  y  fallt  und 
=  rV2  ist. 

Jede  Ellipse  kann  demnach  als  die  plagiographische  Projection 
eines  Kreises  betrachtet  werden,  dessen  Ebene  auf  der  Projections- 
Ebene  senkrecht  steht.  Bezeichnen  nämlich  2a  und  2b  resp.  die 
grosse  und  kleine  Axe  dieser  Ellipse,  so  hat  man  zur  Bestimmung 
von  u  und  r  die  beiden  Gleichungen 

a=  rCos(450  — ltt)v2. 


b  =:rSin(450— Ltt)V2; 


also 
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Tang  (450— 4«)  =  *  ,  «nd^ 


""  Cos(4Ö0— 4tt^V2  ""  Sin(4öo— 4ti)V2  ' 
oder  auch 


ivelche  beide  Aasdrücke  sich  besonders  für  die  Construction  eignen. 
Der  Inhalt  dieser  Ellipse  ergieb't  sich  gleich 

r*  7t  Cos  u , 

also  gleich  dem  Inhalte  derjenigen  Ellipse ,  welche  die  orthogra- 

S  bis  che  Projection  dessemen  gegen  eine  Projections- Ebene  unter 
em  Winkel  u  geneigten  Kreises  ist.  Man  erhält  alsoiimmer 
eine  unserer  Projection  des  gegebenen  Kreises  dein 
Inkalte  nach  gleiche  Ellipse,  wenn  man  denselben 
Kreis  in  unveränderter  Lage  auf  die  Ebene  der  xz 
orthographisch  projicirt. 

Wenn  wir  die  Bedingung  aufheben,  dass  die  parallelen  Pro- 
iectionsstrahlen  mit  der  Projections  -  Ebene  einen  halben  rechten 
Winkel  machen,  und  annehmen,  dass  dieser  Winkel  allgemeiu 
=  t  sei,  so  ergiebt  sich,  mit  Beibehaltung  der  obigen  Bezeich- 
nungen» die  Gleichung 

iy  =  y  +  2:Coti, 
also 

7/  =  g)J-|-  Coti.t(;S, 

und  man  erhalt  als  Losung  der  obigen  Auigabe 

also 

i?«  +  (Coti»  +  g^|2-2ai?|  =  r«Coti«, 

welches  wieder  die  Gleichung  einer  Ellipse  Ist. 

Führt  man  jauch  hier  neue  Coordinaten  £'  und  17'  ein ,  so  dass 
wieder 

I  =  g'  Sing) — ff  Cos  q>, 
1;  =  J'  Cos  q>  +  ff  Sin  q> 
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wird 5  und  bestimmt  den  Winkel  q>  so,  dass  i^'f'ausder  Rechoung 
hinausgeht,  so  wird 

«       r.        2Tangtf.KSint^ 

Tang  2g) =j^ — ^?rm ä' 

°  Co82t-|-Tangtt^ 

und  die  obige  Gleichung  verwandelt  sich  in  folgende: 

0 

S'«(Sectt*-Cos2^(TaDgttHCo82i)-2TangttSin29.Sini«) 
+ V^Sectt2+Cos29)(Tangt«HCos2i)+2TangttSin2g).Sini2)=  2raCos*2, 

welche  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  so  geschrieben  werden  kann : 


.,jj    l^M^Cosu^SinW)         ,2  (1  +  V  1— Co8t|gSin2t»)_. 
^ 2r»Co8M2Co8i«       +^    •-       2raCosii2Cosi«        ~ 

Die  halben  Axen  der  £llipse  sind  demnach  i 

2^1« .  V  (1  +  V  1— Cos  tt^in  2i«)  .  V2  und 


dnTt-  •  V  (1  —  V  l—Cos  tt^in  21«) .  V2, 

Der  Inhalt  dieser  Ellipse  ist  also 

r*»  Cos« «Gott. 

Setzt  man  t*=45^,  so  ergeben  sich  die  oben  unter  dieser  An« 
nähme  gefundenen  Ausdrücke  für  die  halben  Axen  der  Ellipse^ 

Setzt  man  tt  =  0,  d.  h.  nimmt  man  den  zu  projicirenden  Kreis 
als  in  der  Ebene  der  xz  liegend  an ,  so  wird  die  Frojection  eine 
Ellipse,  deren  halbe  Axen 

.    r  Cot  i  und  r 

sind. 

Setzt  man  endlich  tf=0  und  t==45^,  so  wird  die  Projection 
ein  dem  zu  projicirenden  gleiche^  Kreis. 

'  Bezeichnen  hier  wieder  2a  und  26.  resp.  die  grosse  und  kleine 
Axe  der  Ellipse ,  und  setzt  man 

Cos  u  .  Sin  2i  =  Cos  v^ 

80  wird,  fthnlich  wie  in  dem  besondem  Falle, 

Tang(450-4„)=*, 

a 

a  Sin  i  b  Sin  i 

r  = 


Cos  (450— 4  V)      Sin(450—  i  v) ' 
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oder  auch 

Tang  4 p  =  ^LZ* ,  r  =  Sin  /.  V  a«+ft». 
a-f-  0 

Au8  dieser  Darstellung  ersieht  man«  dass  die  beiden  Metho- 
den^ welche  Gregorius  a  St  Vincentio  liir  die  Coostniction 
der  Ellipse  mittelst  des  Kreises  gegeben  hat,  indem  er  einmal  die 
von  der  Peripherie  auf  den  Durchmesser  des  Kreises  geföllten 
Perpendikel,  von  den  Fusspunkten  derselben  aus,  auf  schräge  pa- 
rallele gerade  Linien  aufträgt,  dann  aber  auch  diese  Perpendikel 
selbst  in  einem  constanten  Verhältnisse  verändert,  in  unserer 
plagiographischen  Projection  des  Kreises  ihre  ffemeinschaftücfae , 
Quelle  haben  Die  erste  jener  Methoden  ist  nichts  anderes ,  als 
unsere  Projection  des  Kreises,  der  auf  der  Ebene  der  a:y,  .der 
Projections- Ebene,  senkrecht  steht  und  mit  den  andern  Coordi- 
naten  -  Ebenen  einen  beliebiffen^Winkel  bildet ;  die  andere  ist  eben- 
falls die  Projection  eines  Kreises,  welcher  jedoch  in  der  Ebene 
jcz  liegt,  nur  bilden  hier  die  Projeetionsstrahlen  mit  der  Projec- 
tions-Ebene  nicht  einen  Winkel  von  45^,  sondern  einen  beliebigen 
Winkel,  den  wir  oben  durch  t  bezeichnet  haben. 

Wenn  der  zu  projicirende  Kreis  wie  vorhin  auf  der  Projections- 
Ebene  senkrecht  steht,  und  sein  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  der 
Coordinaten  liegt,  so  wird  derselbe,  während  man  ihm  eine  Dre- 
hung um  seinen  in  die  Axe  der  :  fallenden  Durchmesser  beilegt, 
die  Oberfläche  einer  Kugel  beschreiben.  Wenn  man  nun  für  be- 
liebige  Drehungswinkel  u,  wo  u,  wie  oben,  den  Winkel  bedeutet, 
welchen  die  Ebene  des  Kreises  mit  der  Coordinaten  -  Ebene  xz 
macht,  denselben  projicirt,  so  entstehen  dadurch  Ellipsenr,  welche 
sämmtlich  einen  gemeinschaftlichen  Durchmesser  haben,  der  dem 
Durchmesser  dies  Kreises  gleich  ist  Zieht  man  durch  einen  der 
beiden  Punkte,  in  welchen  alle  diese  Ellipsen  sich  schneiden,  afe 
zwei  derselben  Tangenten ,  so  ist  der  Winkel ,  welchen  diese  ein- 
schliessen,  gleich  dem  Unterschiede  der  entsprechenden  Drehungs- 
Winkel  des  Kreises,  oder,  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Winkel, 
welchen  die  Durchschnittslinien  der  Ebene  des  Kreises  und  der 
Projections -Ebene  jry  einschliessen.  Alle  diese  Ellipsen -werden 
von  einer  und  derselben  Ellipse  eingehüllt,  deren  Axen  wir  durch 
die  folgenden  Betrachtungen  erhalten. 

Aufgabe  2.  Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
jection einer  Kugel. 

Auflösung.  Die  Kugef  wird  von  der  Mantelfläche  des  Cy- 
linders,  welchen  die  Projeetionsstrahlen  bilden,  in  einem  grössten 
Kreise  berührt,  dessen  Lage  gegen  die  Projections -Ebene  leicht 
ermittelt  werden  kann.  Legt  man  den  Mittelpunkt  der  Kugel  in 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  und  nimmt  wieder  die  Ebene 
ücy  zur  Projections -Ebene,  auch  die  Projeetionsstrahlen  mit  der 
Elbene  yz  parallel  an,  so  wird,  da  der  Neigungswinkel  des  Berüh- 
rungskreises gegen  die  Projections -Ebene  45^  beträgt. 


,=V"'^.  ==v 


y2 ^2 
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wo  r  den  Radios  dar  Kugel  bedeutet,  und  man  erhält 

« 


ako 


-^  +  -?  =  i. 


die  GleicIiaDg  einer  Ellipse,   deren  halbe  groese  Axe  rV2  and 
deren  halbe  kleine  Axe  =r  ist. 

Da  man  sich  die  Kugel  durch  Umdrehung  des  grOssten  Kreises 
um  einen  beliebigen  festen  Durchmesser  entstanden  denken  kann, 
so  wollen  wir  annehmen,  dass  dieser  in  der  Axe  der  x  Hege. 
Dann  ersieht  man  leicht,  dass  sämmtliche  Ellipsen,  welche  inner 
vorigen  Aufgabe  als  Projectionen  des  sich  um  diese  Axe  drehen- 
den auf  der  Projections- Ebene  senkrechten  Kreises  erscheinen, 
▼Ott  einer  Ellipse  eingehüllt  werden,  deren  halbe  grosse  Axe  rV2 
und  deren  halbe  kleine  Axe  r  ist.  Man  erhält  demnach  folgenden 
Satz: 

„Man  ziehe  in  einem  Kreise  auf  einen  beliebigen 
Durchmesser  eine  Anzahl  senkrechter  Sehnen,  und  oe- 
merke  die  Durchschnittspunkte  inil  demselben.  Giebt 
man  diesem  Durchmesser  eine  drehende  Bewegung  um 
den  Mittelpunkt,  und  lässt  zugleich  die  Sehnen  mit 
ihrer  anfänslichen  Richtung  parallel  sich  fortbewegen, 
so  liegen  die  Endpunkte  derselben  allemal  in  einer 
Ellipse.  Auf  diese  Weise  erhält  man  für  'jeden  Dre- 
hun8;swiukel  eine  bestimmte  Ellipse,  und  alle  diese 
werden  ?on  einerEllipse  eingehüllt,  deren  halbe  grosse 
Axe  die  Sehne  eines  Quadranten,  und  deren  halbe 
kleine  Axe  der  Radius  dieses  Kreises  ist.*' 

Wenn  man  die  zu  projicirende  Kugel  durch  Ebenen  parallel 
mit  der  Projections -Ebene  schneidet,  und  die  dadurch  entstehen- 
den Kreise  prolicirt,  so  sind  diese  Projectionen  wieder  Kreise, 
und  zwar  ist  jeder  derselben  demjenigen  gleich ,  dessen  Projection 
er  ist.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  lieee'n  sämmtlich  in  der 
Axe  der  y,  und  sind  vom  Anfangspunkte  der  Coordinaten  eben- 
soweit entfernt,  als  die  in  der  Axe  der  z  Hegenden  Mittelpunkte 
der  ihnen  entsprechenden,  mit  der  Projections  -  Ebene  parallelen 
Kreise.    Von  jenen  Kreisen  werden  alle  diejenigen,  deren  Radius 

nicht  kleiner  als  —-^  ist,  von  der  Projection  der  Kugelfläche  ein- 

eehüllt,  von  welcher  wir  gesehen  haben,  dass  sie  eine  Ellipse 
ist,  welche  die  Sehne  eines  Quadranten  des  grussten  Kreises  zur 
halben  grossen  Axe  und  den  Radius  desselben  zur  halben  kleinen 
Axe  hat  Wir  erhalten  demnach  einen  Satz,  welcben  Herr  Pro- 
fessor Steiner  im  dritten  Bande  des  Crelie'schen  Journals 
lür  reine  und  angewandte  Mathematik.  S.  208.,  wie 
folgt,   ausgesprochen  hat: 

Theil  Vm.  16 


242 


«^Zieht  man  in  einem  gegebenen  Kreise  Sehnen,  die 
Hämmtlich  parallel  sind,  beschreibt  über  jeder,  als 
Durchmesser 'genommen,  einenKreis,  so  wird  jeder  von 

einer  bestimmten  Ellipse  eingeschlossen  und   in  zwei 


diesen  Kreisen  (wozu  auch  der  gegebene  gebSrt)  von 


jeaei 
b5rt) 


Punkten  berührt  Die  Ellipse  hat  den  mit  den  genannten 
Sehnen  parallelen  Durchmesser  AB  des  gegebenen 
Kreises  zur  kleinen  Axe,  deren  Quadrat  eerade  die 
Hälfte  des  Quadrats  der  grossen  Axe  ist.  Diejenigen 
Kreise  jedoch,  deren  Durchmesser  kleiner  sind  als 
ABV\  liegen  innerhalb  der  Ellipse,  ohne  von  ihr  be- 
rührt zu  werden  ** 

Man  ersieht  aus  diesen  Beispielen ,  wie  unsere  Projectionsart 
angewandt  werden  kann,  um  Sätze  durch  geometrische  Anschauung 
zu  beweisen,  welche  man  sonst  auf  analytischem  Wege  zu  er- 
halten  pflegt. 

Wollte  man  den  letzten  Satz  in  Form  einer  Aufgabe  aus- 
sprechen ,  so  konnte  man  ihn  auf  folgende  Weise  fassen : 

„Ein  Kreis,  dessen  Radius  r  ist,  liege  in  der  Ebene 
j:|f  und  sein  Mittelpunkt  im  Anfangspunkte  derGoor- 
dinaten.  Lässt  man  nun  den  Mittelpunkt  einesKreises 
mit  veränderlichem  Radius  sich  in  der  Axe  der  v  bewe- 
gen, und  giebt  diesem  Radius  jedesmal  die  Urusse» 
welche  der  Ordinate  et  des  Mittelpunkts  als  Abscisse 
eines  Punktes  in  der  Peripherie  jenes  festen  Kreises 
angehört,  so  werden  solche  bewegliche  Kreise  von 
einer  krummen  Linie  eingehüllt,  deren  Gleichung  ge- 
sucht wird.'' 

Auflösung.  Die  Gleichung  des  beweglichen  Krefses  in 
irgend  einer  seiner  Lagen  ist 

^  +  (^— «)*  =  r«— a«. 

Differenziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  a,  so  ergieht  sich 

y  =  2a, 

und  substituirt  man  diesen  Werth  in  die  obige  Gleichung,  so  er- 
hält man 


:t«  + 


(ir ="-(!)• 


oder 


e)*+U)= 


als  Gleichung  der  gesuchten  einhülleBden  krummen  Linie,  welche 
demnach  eine  Ellipse  mit  halber  grosser  Axe  rV^  und  halber 
kleiner  Axe  r  ist;  übereinstimmend  mit  dem,  was  oben  (faircb  ganz 
andere  Betrachtungen  gefunden  wurde. 
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Aufgabe  3.  Man  sucht  die  plagiogtapbische  Pro- 
jectioD  einesRotatioDS-iSphäroids,  dessen  Rotations- 
Axe  auf  der  Projections-Ebene  senkrecht  steht. 

Auflösung.  Schneidet  man  die  Oberfläche  durch  Ebenen 
parallel  mit  der  Projections- Ebene,  so  entstehen  Kreise ,  welche 
in  der  Piojection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen.    Die  Mittet 

Imnkte  dieser  Kreise,  weiche  sämmtlich  in  der  Rotations  -  Axe 
legen,  bleiben  auch  in  der . Projection  in  ihren  wahren  Entfernun- 
gen von  einander,  wie  denn  auch  die  Rotations -Axe  selbst  ihre 
urcisse  beibehält.  Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich,  dass, 
wenn  man  die  Ellipse,  durch  deren  Rotation  das  Sphäroid  ent- 
standen ist,  construirt,  auf  die  Rotations  -  Axe  beliebige  recht- 
winklige Ordinaten  föllt,  und  mit  denselben  als  Radien  aus  den 
Punkten,  in  welchen  die  Axe  getroffen  wird,  Kreise  beschreibt, 
diejenige  krumme  Linie,  welche  solche  Kreise  einhüllt,  die  Pro- 
jection des  Rotations -Sphäroids  sein  wird.  Auf  diese  Weise 
wird  man  sich  dieser  krummen  Linie  mit  jedem  beliebigen  Grade 
von  Genauigkeit  nähern  können. 

Um  diese  Linie  genauer  kennen  zu  lernen,  stellen  wir  fol- 
gende Untersuchung  an.  ^  Die  halbe  srosse  Axe  der  Ellipse  des 
abgeplatteten  Sphäroids,  durch  deren  Umdrehung  cuisselbe 
entstanden  ist,    sei   a,   die  halbe  kleine  6.    Zieht  man  mit  der 

f rossen  Axe  beliebige  parallele  Sehnen,  und  beschreibt  aus  den 
^unkten ,  In  welchen  die  kleine  Axe  von  diesen  getroffen  wird,  mit 
den  Hallten  der  entsprechenden  Sehnen  als  Radien,  Kreise,  so 
kann  die  einhüllende  krumme  Linie  auch  auf  folgende  Weise  be- 
stimmt werden.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

«•2  +  P  -  *' 

und  wenn  man  die  Ordinate  eines  Mittelpunkts  jener  Kreise  durch 
a  bezeichnet,  so  ist  das  Quadrat  des  ihr  entsprechenden  Radius 


«"(i-p); 


man  bat  demnach  fiSr  jeden  Kreis  die  Gleichung 


o» 


^* +  (»--«)•=  o«(l-p). 
Differenziirt  man  dieselbe  in  Beziehung  auf  a,  so  ergiebt  sich 

also 


""""ttH^^' 
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ivelcher  Werth,  in  die  obige  Gleichung  substitairt»  als  Gleichnng 
der  einhfilleDden  imimmen  Linie 


—  +  —2—  =  1 
-a  ^  />a  I /«a  —  * 


ergiebt.  Diese  ist  demnach  eine  Ellipse,  deren  Axen  leicht  con- 
strnirt  werden  können.  Die  halbe  kleine  Axe  ist  nämlich 
gleich  der  halben  grossen  Axe  der  gegebenen  Ellipse, 
und  die  halbe  grosse  Axe  gleich  der  Sehne  eines  Qua- 
dranten derselben  Ellipse.  Dieser  Constrnction  wird  man 
offenbar  den  Vorzug  vor  der  ersten  mittelst  der  JKreise  geben. 

Wenn  das  Sphäroid  ein  längliches,  also  durch  Umdrehung 
der  Ellipse  um  ihre  grosse  Axe  entstanden  ist.  und  man  die  Sehnen 
parallel  mit  der  kleinen  Axe  zieht,  und  aus  den  Punkten,  in  wel- 
chen die  erosse  Axe  getroffen  wird ,  mit  den  entsprechenden  halben 
Sehnen  i&eise  beschreibt,  so  ist  die  Gleichung  der  dieselben  ein- 
hdllenden^ krummen  Linie: 

d.  h.  diese  Linie  ist  eine  Ellipse,  deren  halbe  kleine  Axe 
gleich  der  halben  kleinen  Axe  der  gegebenen  Ellipse 
und  deren  halbe  grosseAxe,  wiederwievorhin,  gleich 
der  Sehne  eines  Quadranten  derselben  Ellipse  ist. 

In  diesen  beiden  Sätzen  ist,  wie  man  leicht  sieht,  der  Satz 
des  Herrn  Professor  Steiner  vom  Kreise  enthalten;  man  darf. nur 
a=::b:=:r  setzen,  wo  r  den  Radius  des  Kreises  bedeutet. 

Ferner  ergeben  sich  durch  Betrachtungen,  welche  den  oben 
bei  der  Kugel  angestellten  ähnlich  sind,  folgende  Sätze: 

„Man  ziehe  in  einerEllipse  miteinerAxe  beliebige 
parallele  Sehnen,  und  bemerke  die  Punkte,  in  welchen 
die  andere  getroffen  wird.  Giebt  man  dieser  eine  dre- 
hende Bewegung  um  den  Mittelpunkt,  und  lässt  zu- 
gleich die  Sehnen  mit  ihrer  anfänglichen  Richtung  pa- 
rallel sich  fortbewegen,  so  liegen  die  Endpuakte  der- 
selben allemal  in  einer  Ellipse.  Auf  diese  Weise  er- 
hält man  für  jeden  Drehungswinkel  eine  bestimmte 
Ellipse,  und  alle  diese  werden  von  einer  Ellipse  ein- 
gehüllt, deren  halbe  grosse  Axe  die  Sehne  eines 
Quadranten  und  deren  nalbe  kleine  Axe  die  halbe 
grosse  oder  halbe  kleine  Axe  der  gegebenen  Ellipse 
ist,  lenachdem  die  Sehnen  mit  jener  oder  dieser  pa- 
rjallel  sind.'' 

„Alle  diese  Ellipsen  haben  die  beiden  Endpunkte 
derjenigen  Axe,  mit  welcher  die  Sehnen  parallel  sin^, 
zu  gemeinschaftlichen  Schneidungspunkten,  und  der 
Winkel,  welchen  zwei  Ellipsen  in  einem  dieser  Punkte 
mit  einander  bilden,  ist  immer  dem  entsprechenden 
Drehungswinkel  gleich." 
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Aufgabe  4.  Man  8ucht  die  plagiographische  Pro- 
jectioD  eines  Eilipsoids  mit  arei  ungleichen  Axen, 
wenn  eine  dieser  Azen  auf  der  Projectious  -  Ebene 
senkrecht  steht. 

Auflösung.  Wenn  man  das  Ellijpsoid  parallel  mit  der  Pro- 
jections  -  Ebene  durch  Ebenen  schneidet «  so  entstehen  Ellipsen, 
welche  in  der  Projection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen.  Die 
Mittelpunkte  derselben  liegen  sämmtlich  in  der  auf  der  Projections- 
Ebene  senkrechten  Aze>  welche  in  der  Projection  ihre  wahre 
Grösse  behält.    Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  Ellipsoids  sei 


und  die  Projections- Ebene,   wie  gewöhnlich «  die  Ebene  der  xy; 
auch  sollen,    wie  bisher,   die  Projectionsstrahlen  mit  der  Ebene 

fz  parallel  sein  und  mit  der  Ebene  xy  einen  Winkel  von  45^  bilden, 
^ann  fallen  die  Projectionen  der  Mittelpunkte  der  mit  der  Ebene 
xy  parallelen  EHip'sen  in  die  Axe  der^,  in  dieselben  Entfernungen 
vom  Anfangspunkte  der  Coordinat^n,  welche  sie  in  der  Wirklich- 
keit haben,  und  in  dieselbe  Linie  fallen  auch  sämnitliche  Axen, 
welche  mit  der  Axe  26  parallel  sind,  während  die  mit  der  Axe  2a 
parallelen  auf  jene  Linie  senkrecht  zu  stehen  kommen.  Aus  dieser 
Betrachtung  efgiebt  sich  nun  folgende  Construction : 

»Jtfan  coostruire  eine  Ellipse ,  welche  die  Axen  2a  und  26  hat, 
trage  auf  26  nach  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  die  halbe  Axe 
c  auf,  construire  die  Ellipse,  deren  Axen  2a  und  2c  sind,  trage 
auf  2a  nach  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  die  halbe  Axe  6  auf, 
und  construire  eine  dritte  Ellipse,  deren  Axen  26  und  2e  sind. 
Diese  drei  Ellipsen  wollen  wir  resp.  durch  (a,  6) ;  (a,  c) ;  (6,  c) 
bezeichnen.  Zieht  man  nun  mit  2a  beliebige  parallele  Gerade, 
welche  die  Ellipsen  (a,  c)  und  (6,  e)  schneiden ,  und  construirt 
luber  jeder  dieser  Selinen  Ellipsen,  bo  dass  die  grössere  vdn  ihnen 
die  grosse,  die  kleinere  die  kleine  Axe  wird,  so  ist  die  krumme 
Linie,  welche  diese  Ellipsen  einhüllt,  die  gesuchte  Projection  des 
Ellipsoids/' 

Bezeichnet  man  durch  a  den  Abstand  einer  der  parallelen 
Sehnen  von  der  Axe  2a,  so  hat  man  für  die  Quadrate  der  halben 
Axen  der  entsprechenden  Ellipse  die  Ausdrücke : 


aHl~)  und  *«(1-^). 
also  ist  die  Gleichung  derselben 


welche,  in  Bezug  auf  a  diferenziirt, 

c*y 
6«+c' 
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ergiebt.  Substituirt  man  diesen  Ausdruck  in  die  obi^e  Gleichung, 
so  erhält  man  für  diejenige  krumme  Linie,  welche  jene  Ellipsen 
einhflllt,  folgende  Gleichung: 

^  I     y^    —1 

Diese  krumme  Linie  ist  also  wieder  eine  Ellipse, 

deren  halbe  Axen  a  und  V  6*+i?*  sind,  aus  welchem  Um- 
stände sich  eine  Construction  unserer  Aufgabe  ergiebt. 
die  ungleich  einfacher  als  die  oben  angegebene  ist. 

Man  sieht  leicht,    wie  die  Losung  der   vorigen  Aufgabe   in 
dieser  allgemeinen  enthalten  ist. 


"Wir  können  die  vorhergehenden  Aufgaben  aber  auch  vollständig 
losen  9  ohne  dabei  die  Theorie  der  Enveloppen  als  bekannt  voraus- 
zusetzen, wenn  wir  die  krumme  Linie  sucnen,  in  welcher  die  zu 
projicirende  Oberfläche  von  dem  Strahlen  -  Cylinder  berührt  wird, 
und  diese  krumme  Linie  sodann  projiciren.  Auf  diese  Weise  ge- 
langt man  durch  plagiographische  Projection  zu  Sätzen  über  ein- 
hüllende Curven. 

Wenn  die  Gleichung  der  zu  projicirenden  Oberfläche  zwischen 
den  Coordinaten  x,  y,  z, 

17=0, 

segeben  ist,  und  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Geraden  eines 
Cylinders  allgemein 

0? — aiiz:  a,  y — 62  =  g>a 

sind,  so  findet  man  bekanntlich  die  Gleichung  des  Cylinders,  wel- 
cher die  gegebene  Oberfläche  berührt »  wenn  man  aus  der  Gleichung 

C7=:0die   partiellen  Differenzialquotienten   (k— )  ^°^  ( ö~)    ^®* 

stimmt,  die  Ausdrucke  för  dieselben  in  die  Gleichung  des  Cylinders 


•=«(1)+'© 


substituirt,  und  aus  diesen  vier  Gleichungen  die  drei  Grossen 
^9  y»  2  bliminirt,  wodurch  ein  Ausdruck  für  q>a  durch  a  gefunden 
wird.  Setzt  man  in  diesen  die  Ausdrücke  für  a  und  q>a  durch 
:r,  y  und  z,  so  ist  die  dadurch  entstehende  Gleichung  die  gesuchte. 

Aufgabe  5.  Man  sucht  die  plagiographische  Pro- 
jection einer  Oberfläche,  deren  Grleichung  17  =  0  ge- 
geben ist. 

Auflosung.  Für  den  Fall  unserer  Projection  haben  wir, 
wenn  die  Gerade,  welche  den  Cylinder  erzeugt,  mit  der  Ebene  yz 
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parallel  ist,  uod  mit  der  Projectioos  -  Ebene  ay  eioen  Winkel  von 
46^  bildet,  a=0>  6=1;  die  vier  Gleichungen ,  welche  hier  in  Be- 
tracht kommen,  sind  demnach: 

17=0, 

'=(!)• 

o?  =  a, 

»  =  «  +  9>«' 

Ellminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  die  drei  Grössen  or,  y,  z, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  für  g>a  durch  a,  und  wenn  man  die 
Ausdrücke  für  q)a  und  a  in  diesen  zurück  substituirt,  dann  aber 
z=:0  setzt,  so  ergiebtsich  eine  Gleichung  zwischen  ^undy,  welche 
die  der  gesuchten  Projection  der  gegebenen  Oberfläche  ist. 

Diese  Aufgabe  und  Aufgabe  1.  enthalten  die  ganze  analytische 
Theorie  unserer  Projectionsart. 

Wenden  wir  die  hier  entwickelte  allgemeine  Theorie  auf  die 
Aufgabe  4.  an,  in  welcher  die  Aufgabe  3.  enthalten  ist,   so  wird 


;r  =  o, 

y  =:  X  +  (pa. 

Aus  diesen  vier  Gleichungen  ergiebt  die  Elimination  der  drei 
Grössen  x,  y,  z  die  Gleichung 

also  ist,  wenn  man  die  Ausdrücke  far  ^a  und  a  durch  ar,  y,  z  in 
diese  Gleichung- zurück  substituirt,  und  dann  z=0  setzt, 

die  Gleichung  für  die  Projection  des  Ellipsoids,  Übereinstimmend 
mit  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen.  Für  Aufgabe  3.  ist 
a=6,  und  man  hat 

^^ ,    yV  -^  1 

55^a«+c2~ 

Aufgabe  6.  Man  sucht  die  plaj^iographische  Pro- 
jection eines  Rotations-Paraboloids,  dessen  Axe  aui 
der  Projections-Ebene  senkrecht  steht. 
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AuflOsuDg.  Schneidet  man  den  KSrper  parallel  mit  der 
ProiectiODS- Ebene,  so  entstehen  Kreise,  welche  in  der Proiectioo 
in  inrer  wahren  Grusse  erseheinen;  daraus  ergiebt  sich  folgende 
Constniction : 

,,Man  constmire  die  Parabel,  durch  derep  Umdrehung  um 
ihre  Axe  der  Körper  entstanden  ist ,  und  ziehe  beliebige  auf  der 
Axe  senkrechte  Sehnen.  Die  Durchschnittspunkte  nehme  man  zu 
Mittelpunkten  von  Kreisen ,  deren  Radien  die  Hälften  dieser  Sehnen 
sind,  dann  ist  diejenige  krumme  Linie,  welche  alle  diese  Kreise 
einhüllt,  die  gesucnte  Projection  des  Paraboloids/' 

Die  Gleichung  des  zu  projicirenden  Körpers  sei 


man  hat  also 


17=  a;*  +  y*+p3;— cp  =  0, 

v3y/        ip 


Aus  diesen  Gleichungen  ergiebt  die  Elimination  der  Grossen 
a,  y,  z  die  Gleichung 

a*  —  ^  =  av-f^p^a, 
4 

also,  wenn  man  die  Ausdrücke  für  a  und  q>a  zurück  substituirt. 

Die  Projection  ist  also  wieder  eine  Parabel,  und  kann  hier- 
nach mit  Leichtigkeit  construirt  werden. 

Aufgabe  7.  Man  sucht  die  plagiographiscfae  Pro- 
jection* eines  Ro  tations-Hypernoloids,  dessen  Rota* 
tions-Axe  auf  der  Projections-Ebene  senkrecht  steht. 

Auflösung.  Schneidet  man  den  Körper  durch  Ebenen  pa- 
rallel mit  der  Projections-Ebene,  so  entstehen  Kreise,  welche  in 
der  Protection  in  ihrer  wahren  Grösse  erscheinen ,  und  man  erhält 
demnacn  folgende  Constniction: 

„Man  construire  die  Hyperbel,  durch  deren  Umdrehung  der 
Körper  entstanden  ist.  Auf  aie  Rotations  -  Axe  falle  man  von  be- 
liebigen Punkten  der  Hyperbel  Lotfae,  und  construire  mit  denselben 
als  Itadien  aus  den  entsprechenden  Durchschnittspunkten  der  Axe 
Kreise.  Diejenige  krumme  Linie,  welche  diese  Kreise  einhüllt, 
ist  die  gesuchte  plaj^iographische  Projection  des  Hyperboloids. 
Wenn  der  Körper  ein  Hyperboloid  mit  einem  Fache  ist,  so  hat 
man  die  Lothe  auf  die  kleine  Axe,  wenn  er  ein  Hyperboloid  mit 
zwei  Fächern  ist,  auf  die  grosse  Axe  zu  fällen/*  ^ 
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Wenn 

die  Gleichung  des  Dmdrehungs- Hyperboloids  mit  einem  Fache 
ist,  so  hat  man 


(4)~A-*' 


also   ^ 

% 

mithin,  nach  gehöriger  Subatitution,  ffir  die  Gleichung  der  gesuch- 
ten Projection; 


r 

die  Gleichung  einer  Hyperbel. 
Wenn 


die  Gleichuns  des  Umdrehungs  -  Hyperboloids   mit  zwei  Fächern 
ist 4  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  desselben 

i^—a^      a^  —  ^' 
woraus  man  sieht,  dass  dieselbe  ebenfalls  eine  Hyperbel  wird« 


In  sehr  vielen  Fällen,  namentlich  in  solchen,  wo  der  zu  pro- 
jicirende  Korper  von  Ebenen  begrenzt  wird,  ist  es,  um  die  ]rfa- 
giographische  Projection  zu  erhalten,  nicht  noth wendig,  zu  den 
allgemeinen  Betrachtungen  zurückzugehen,  ja  man  bedarf  nicht 
einmal  der  Zeichnungen  im  Grund-  und  Aufrisse,  sondern  kann 
durch  besondere  Betrachtungen ,  welche  sich  auf  die  Gestalt  des 
Korpers  beziehen ,  die  Projection  erhalten.  Dabei  wird  man  Sätze, 
wie  die  folgenden,  welche  in  dem  Wesen  der  plagiographischen 
Projection  begründet  sind,  anzuwenden  Gelegenheit  haben: 

1.  Alle  gerade  Linien,    welche   mit  der  Projections -Ebene 
parallel  sind ,  erscheinen  in  der  Projection  in  ihrer  wahren  Grosse. 

2.  Alle.gerade  Linien,    welche   auf  der  Projections -Ebene 
senkrecht  stehen,  behalten  in  der  Projection  ihre  wahre  Grfisse. 
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3.  Alle  Winkel,  deren  Ebenen  mit  der  Projections  -  Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  ihrer  wahren  Grösse. 

4.  Alle  mit  einander  parallele  gerade  Linien  bleiben  auch  in 
der  Projection  mit  einander  parallel. 

5.  Alle  ebene  Figuren,  welche  mit  der  Projections -Ebene 
parallel  sind,  erscheinen  in  dieser  in  Ihrer  wahren  Grosse  und 
Form ,  d.  h.  als  jenen  congniente  Figuren« 

u.  s.  w. 

Diese  Projections -Art  eignet  sich  ganz  besonders,  um  beim 
Unterrichte  in  der  Stereometrie  angewandt  zu  werden,  indem  nicht 
nur  die  körperlichen  Gebilde  sich  mittelst  derselben  in  der  Ebene 
sehr  anschaulich  darstellen  lassen,  sondern  auch  viele  stereome- 
trische ^^Xz'fi  mit  überraschender  Leichtigkeit  bewiesen  werden 
können. 


Ueber  den  Distanzmesser  mit  Pa- 

raUeUMen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Längs dor ff 

an  der  höheren  Borgertchale  su  Mannheim. 


Dieses  Instrument  besteht  in  einem  um  eine  horizontale  Axe 
drehbaren  Femrohr,  bei  welchem  in  der  Ebene  des  Fadenkreuzes 
zwei  horizontale  Fäden  in  geringem  Abstand  (etwa  2  Linien)^  von 
einander  gespannt  sind.  Visirt  man  mit  dem  l«ernrohr  in  horizon- 
taler Richtung  nach  einer  entfernten  in  Zolle  getheilten  vertikalen 
Latte,  so  iässt  sich  aus  dem  beobachteten  Latte nmaasse,  d.  h. 
aus  der  Anzahl  von  Zollen,  welche  sich  zwischen  jenen  zwei  Pa- 
rallelföden  zeigen,  die  Entfernung  der  Latte  vom  Objektive  (oder 
auch  von  der  Axe)  des  Fernrohrs  ziemlich  genau  bestimmen. 

Da  dieser  Distanzmesser  bei  detai Hirten  Aufnahmen  grosse 
Bequemlichkeit  und'  bei  bedeutender  Verjüngung  des  Planes  auch 
hinreichende  Genauigkeit  gewährt,  so  halte  ich  die  Mittheilung 
folgender  Bemerkungen  über  seinen  Gebrauch  um  so  weniger  ffir 
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nutzlos,    als  ich   mich  selbst  hie  nnd  da  von  der  unrichtigen  Be- 
handlung desselben  überzeugt  habe. 

Vor  Allem  ist  die  Beziehung  zwischen  der  Distanz  D  (der 
Latte  von  dem  Objektive),  dem  Lattenmaasse  L  und  den  durch  die 
Einrichtung  des  Fernrohrs  bedingten  Konstanten  durch  eine  Glei- 
chung auszudrücken. 

Ist  das  Fernrohr  ein  astronomisches  mit  Einem  Okular,  P  die 
Brennweite  des  Objektiv<;s,  B  das  durch  das  Objektiv  erzeugte 
kleine  Bild  des  Lattenmaasses ,  so  ist  bekanntlich 

daher 

L  =  ^.  D—B. 

r 

Eine  scharfe  Pointimng  erfordert  aber,  dass  das  Bild  B  mit 
den  Parallelfilden  In  Einer  Vertikalebene  liege,  weil  sonst  dieses 
Bild  hinter  oder  vor  den  Fäden  schwankt  Der  Fehler»  welcher 
durch  Hin-  und  Herbi^egen  Ae%  Auges  leicht  erkannt  wird,  muss 
durch  Verschieben  der  Okularruhre  beseitigt  werden,  nachdem  in 
dieser  die  der  deutlichen  Sehweite  entsprechende  Entfernung  zwi- 
schen dem  Okular  und  den  Parallelftden  hereestellt  bt.  Bei  Er- 
füllung dieser  Forderung  ist  aber  das  Bild  ß  des  Lattenmaasses 
genau  eleich  der  vertikalen  g^;enseitigen  Entfernung  F  der  Pa 
rallelföden,  daher 

'L  =  ^.  D—F. 

Durch  Verschiebung  des  Okulars  in  der  Okularruhre  wird  als- 
dann das  Lattenmaass  nicht  verändert;  das  Lattenmaass  ist  also 
von  der  Beschaffenheit  des  Auges  unabhängig. 

Die  Konstante  F  kann  nun  unmittelbar  gemessen  werden.  Da 
sich  nämlich  F  sehr  leicht  bis  auf  rV  Linie  genau  messen,  da- 
gegen L  bei  einer  bedeutenderen  Distonz  nicht  wohl  ubw  -}„  Zoll 
fenau  beobachten  lässt,  so  verdient  der  bei  der  unmittelbaren 
lessung  von  F  begangene  Fehler  keine  Berücksichtigung. 

F 

Man  hat  also  nur  noch  die  Konstante    -p  durch    wiederholte 

Beobachtungen   von    L  für  eine  genau  gemessene  Distanz  D  zu 
bestimmen. 

Ist  z.  B.  F=0,19''4ind  ist  für  />=5000"  das  arithmetische 
Mittel  der  Werthe  von  L  aus  10  Beobachtungen  =88,1^  gefunden 
worden,  so  hat  man 

F  _  L+F  _  884+0,19  _  n  AI.«« 


252 

daher  die  allgemeioe  Fonnel 

Z,  =  0,01766. />— 0,19 
and 

/>=  56,625.  £+11. 

Sollte  die  Formel  den  Werth  von  D  Dicht  vom  OMektiv  aus, 
«oodern  von  der  Axe  ans  angehen,  und  betrage  die  Entfernung 
der  Axe  vom  Objektive  &',  so  hätte  man 

/>  =  56,625 .  Z,  + 17.    . 

Hat  das  Femrohr  mehrere  Okulare  (wie  jedes  terrestrische 
Femrohr) ,  so  hänet  das  durch  das  vorletzte  Okular  erzeugte  kleine 
Bild  B  (welches  aurch  das  letzte  Okular  wie  durch  eine  Loupe 
betrachtet  wird)  nicht  nur  von  D  und  von  den  konstanten  Brenn- 
weiten der  Linsen  und  den  konstanten  gegenseitigen  Entfernungen 
der  Okulare,  sondern  auch  von  der  veränderlichen  Entfernung  £ 
des  Objektivs  vom  ersten  Okular  ab.  Ist  nun,  zum  Behuf  der 
Herstellung  des  Ar  die  deutliche  Sehweite  S  erforderlichen  Ab- 
standes  zwischen  dem  Fadenkreuze  (mit  den  Parallelfilden)  und 
dem  letzten'  Okular ,  dieses  letztere  in  der  Okularruhre  vemchieb- 
bar  und  das  Fadenkreuz  fest,  so  ändert  sich  bei  den  Beobach- 
^ngen  E  nur  mit  />,  und  eine  Veränderung  von  B  kauft  nur  von 
einer  Veränderang  von  D  herrfihren.  Ist  dagegen  in  der  Okular- 
rOhre  das  letzte  Okular  fest  und  das  Fadenkreuz  verschiebbar,  so 
ändert  sich  E  auch  mit  S,  daher  giebt  alsdann  eine  und  dieselbe 
Distanz  D  für  verschiedene  Augen  verschiedene  Bilder  B  eines 
und  desselben  Gegenstandes;  wird  also  das  Bild  der  Latte  in  die 
Ebene  des  Fadenkreuzes  gerückt,  so  erscheinen  verschiedenen 
Augen  verschiedene  Anzahlen  von  Zollen  zwischen  den  Parallel- 
faden« d.  h.  das  Lattenmaass  L  ist  bei  gleicher  Distanz  von  der 
Sehweite  S  abhängig.  Hat  also  das  Fernrohr  dieses  Distanz- 
messers mehrere  Okulare,  so  muss  das  Fadenkreuz  in  der  Okular- 
rubre  fest  sein. 

Für  jedes  solche, Fernrohr  erhält  man  gleichfalls  die  Formel 

D=  a.L  +  b, 

wo  a  und  b  für  ein  und  dasselbe  Instrament  Konstanten  sind,  welche 
durch  Beobachtungen  bestimmt  werden  müssen. 

Fjndet  man  z.  B.  für  Z>=500"  den  mittleren  Werth  von  L 
aus  mehreren  Beobachtuncren  =8,6^'  und  fiir  />=5000''  den  mitt- 
leren Werth  von  L  =  88,7'^,  so  hat  man  die  zwei  Gleichungen 

500  =  a  .   8,6  +  6, 
5000  =  a.88,7  +  6; 

woraus  sich  a  =56,14  und  A=17,  also  allgemein 

Z>  =  56,14.1,+ 17 
ergeben  würde. 
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^  Mao  konnte  auch  fiir  beliebig  viele  Werthe  von  D  die  zage 
hörigen  Werthe  von  L  beobachten,  und  die  Konstanten  /  und  ^ 
der  Gleichung 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  bestimmen,  wodurch 
aber  die  Rechnung  ohne  Nutzen  verwickelt  würde« 

Es  versteht  sich,  dass  sich  alle  Distanzen  D  auf  einen  und 
denselben  Punkt  des  Instruments  als  Anfangspunkt  bezieben  müssen, 
und  dass  dieser  Punkt  bei  der  Messung  einer  Station  jedesmal 
^enau  über  dem  einen  Endpunkt  der  Station  liegen  muss,  während 
im  anderen  Endpunkt  die  Latte  möglichst  vertikal  aufgestellt  wird* 

Auch  darf  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Konstanten  sich 
ändern  müssen ,  wenn  neue  Parallelfaden  eingezogen  werden,  dass 
also  alsdann  diese  Konstanten  wieder  von  Neuem  aus  Beobach- 
tungen zu  bestimmen  sind. 

Bisher  wurde  die  Visirlinie  (optische  Axe)  als  f wenigstens 
nahe)  horizontal  vorausgesetzt«  Ist  sie  unter  dem  Winkel  a  gegen 
den  Horizont  geneigt,  während  bei  vertikaler  Stellung  der  Latte 
das  Lattenmaass  £  abgelesen  wird,  so  würde  das  Lattenmaass, 
wenn  die  Latte  senkrecht  zur  Visirlinie  v  gehalten  würde,  nur 
==:Xr.cosa  sein;  daher  ist  die  Entfernung  des  Punktes,  in  welchem 
die  Visirlinie  die  Latte  trifft,  nur  =a.l«.cosa-f  6,  folglich  die 
horizontale  Projektion  dieser  Entfernung 

D  =  (a.£.co8a-f6).cosa» 

wofür  bei  kleinen  Winkeln  bis  zu  10^  ohne  Bedenken 

/>=(a.Z,+Ä).cos«'« 

gesetzt  werden  kann.  Für  Winkel  bis  etwa  10^  kann  man  aber, 
wenn  u  in  Graden  gegeben  ist,  cos*a=l— sin*a=:l — a*.sin*P 
=:1 — a^« 04)003  setzen,  so  dass  man 

Z>  =:aZ,+ 6— (a£+Ä).a«.  0,0003 

hat.  Dm  den  Winkel  a  bestimmen  zu  können,  muss  der  Distanz- 
messer mit  einer  Libelle  und  einem  vertikalen  Gradbogen  versehen 
sein.  Es  ist  hinreichend,  wenn  letzterer  in  Grade  getheilt  ist,  wo 
sich  dann  Viertelgrade  noch  sehr  leicht  schätzen  lassen. 

Für  bequemeren  Gebrauch  wird  man  sich  nach  der  Formel 
Dz=:aL+b,  nachdem  man  a  und  6  bestimmt  hat,  eine  Tabelle 
berechnen,  worin  man  zu  jedem  beobachteten  Lattenmaasse  Z<  die 
entsprechende  Distanz  D  (iur  horizontale  Visirlinie)  aufsuchen  kann. 

Wird  der  Distanzmesser  als  Kippregel  auf  dem  Messtisch  ge- 
braucht, so  erleichtert  man  sich  die  Auinahme  sehr,  wenn  man 
nach  der  festgesetzten  Verjüngung  des  Planes  einen  Maassstab 
entwirft,  der  für  jedes  Lattenmaass  die  entsprechende  Distanz  un- 
mittelbar giebt. 
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Ist  z.  B.  D=:66M'L+n  in  Zollen,  so  bat  man  D—17  für 
L=0,  nnd  />=:5631  für  L—100.  TrSgt  man  nnn  auf  einer  Ge- 
raden von  einem  Anfan^punkt  A  aus  nach  dem  verjüngten  Maass- 
stab 17  Zoll  und  5631  Zoll  in  derselben  Richtung  ab>  bezeichnet 
die  bezüglichen  Endpunkte  durch  0  und  100 ,  the^ilt  den  Zwischen- 
raum zwischen  0  und  100  in  100  gleiche  Theile  und  bezeichnet  die 
Theilungspunkte  durch  1,  2,  3....99,  so  ist  die  Gerade  von  A 
bis  zum  mten  Theilungspunkte  die  dem  Lattenmaasse  von  m  Zollen 
entsprechende  Distanz  in  der  festgesetzten  Verjüngung*  Aul 
ähnliche  Weise  wie  beim  sogenannten  tausendtheiligen  Maassstabe 
lassen  sich  auch  die  Distanzen  für  die  Zehntelzolle  hinzufügen« 

Die  anzunehmende  Verjüngung  hängt  von  der  durch  das  In- 
strument zu  erreichenden  Genauigkeit  ab.  Ist  z.  B.  D=:5d,U.L 
-f- 17  und  lassen  sich  bei  den  grussten  gemessenen  Distanzen  noch 
die  Zebntelzolle  des  Lattenmaasses  gut  schätzen ,  so  erhält  man 
die  Distanzen  auf  56x0,1=5,6^'  genau.  Da  man  nun  der  Erfah- 
rung gemäss  Linien  mit  dem  Zirkel  auf  yV  Linie  (^  Millimeter) 
genau  messen  kann,  so  muss  ^S  Linie  des  wahren  Maassstabes 
wenigstens  5,6"=:66i^  des  verjüngten  betragen,  also  l'^' des  wahren 
Maassstabes   wenigstens  15x56=840^  des  verjüngten;  die  Ver- 

/  1 

jüngung  müsste  also  in  diesem  Falle  höchstens  g^,  dürfte  aber 

kleiner  (z.  B«  jrs^)  sein»  Liessen  sich  bei  den  grossten  gemes- 
senen Distanzen  nur  noch  Viertelzolle  schätzen,  so  dürfte  die 
Verjüngung  höchstens  hiHh  ^^^^' 


Ueber  Distanzmesser. 

Von 

dem  Herausgeber. 


I. 


Da  der  Distanzmesser  mit  der  Distanzlatte,  für  welchen  Herr 
Professor  v.  Langsdorff  in  dem  vorhergebenden  Aufsatze  eine 
Theorie  geliefert  hat,  ein  in  der  Praxis  jedenfalls  sehr  viele  Be- 
quemlichkeiten darbietender  Apparat  ist,  so  will  ich  mir  c^auben, 
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die  Theorie  desselben  In  dem  vorliegenden  Aufsätze  noch  nacli 
den  Ansichten  zu  entwickeln«  welche  ich  selbst  Über  diesen  6e* 
genstand  der  Praxis  habe. 

Wenn  wir  uns  einen  leuchtenden  Punkt  und  von  demselben 
auf  die  Axe  eines  Fernrohrs  ein  Perpendikel  gefällt  denken^  die 
Entfernung  des  Fusspunktes  dieses  Perpendikels  von  dem  ersten 
Elemente*)  des  Objectiv- Systems  durch;?,  die  gehurig  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachteten  Entfernungen  des  leuchtenden  Punktes 
und  seines  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems«  von  welchem 
die  Strahlen  unmittelbar  in's  Auge  gelangen ,  entsprechenden  Bildes 
aber  respective  durch  q  und  Q  bezeichnen;  so  ist,  wenn  A  und 
B  zwei  constante«  d.  n.  bloss  von  den  anveränderlichen  Bestim- 
mungsstficken  der  Elemente  des  Objectiv -Systems  und  des  Ocular* 
Systems  and  der  unveränderlichen  Lage  derselben  gegen  einander 
in  jedem  dieser  beiden  Systeme  einzeln^  genommen  abhängende 
Grössen  bezeichnen ,  unter  der  Voraussetzung  einer  genauen  Ein- 
stellung des  Fernrohrs  zum  deatliehen  Sehen,  für  dasselbe  Aui^e, 
und  unter  der  Bedingung,  dass  man  das  Auge  immer  kn  dieselbe 
Stelle  hinter  dem  letzten  Elemente  des  Oeular- Systems  hält,  we- 
nigstens mit  grosser  AnnMhening: 

'  1)  1  =  ^+^. 

Wegen  des  allgemeinen  Beweises  dieses  Satzes ,  welcher  sich 
hier  ohne  Weitläufigkeit  nicht  geben  lässt,  muss  ich  mir  erlauben 
auf  den  nach  Verlauf  von  ein  Paar  W^ochen  erscheinenden,  die 
allgemeine  Theorie  der  Fernrohre  und  Mikroskope  enthaltenden 
ersten  Theil  meiner  Optischen  Untersuchungen.  Leipzig. 
1846.  S.  174.  $.  23.  Mro.  5.  zu  verweisen,  indem  Ich  hier  nur 
bemerke,  dass  dieser  Beweis  sich  hauptsächlich  auf  die  auch  in 
den  beiden  Aufsätzen  Archiv.  Theil  VI.  Nro.  X.  und  Mro. 
LIV.  entwickelten  Formeln  gründet. 

Nach  meiner  Meinung  wird  der  Distanzmesser  am  besten  mit 
zwei  in  der  Axe  des  Fernrohrs  sich  senkrecht  durchschneidenden 
Fäden,  von  denen  bei  richtiger  Aulstellung  des  Instruments  sich 
der  eine  in  horizontaler,  der  andere  in  vertikaler  Laee  befinden 
muss,  und  ausserdem  mit  noch  zwei  dem  in  Rede  stehenden  ho- 
rizontalen Faden  in  möglichst  genau  sleichen  Abständen  von  dem« 
selben  parallelen  Fäden  versenen.  Bei  dem  Gebrauche  richtet 
man  jederzeit  die  Axe  des  Fernrohrs  genau  nach  dem  Mittelpunkte 
oder  überhaupt  nach  irgend  einem  bestimmten  Punkte  M  der  ver- 
tikal aufgestellten  Distanzlatte,  liest  das  zwischen  dem  mittleren 
horizontalen  Faden  und  einem  der  beiden  ihm  parallelen  Fäden 
enthaltene  Lattenmaass  ab,  oder  bedient  sich  dabei  auch  der  beiden 
dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden  zugleich,  wobei 
wir  immer  das  dem  ifber  -der  nach  dem  Punkte  m  gerichteten 
Visirlinie  des  Femrohrs  liegenden  Punkte  der  Latte  entsprechende 


*)  Unter  den  Elementen  eines  Spiegel-  Und  Linsen  -  Systems  ver- 
stehe ich  die  einzelnen  Spiegel  und  Linsen,  aas  denen  dasselbe  bestdht, 
welche  in  dem  Systeme  immer  eine  anveränderliche  Lage  gegen  einander 
haben. 
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+  H{he + sin  I8X  + 1  cos  idi) , 


d.  i. 


+  H(de  +  sin  iSk+lcoaiBt), 
und  folglich 

7)  8e  =     .(cost— /r«int)-j^ 

—  ;i{8ini  +  iycost)^ 

_  8G 

Acost — G    dH 

13 ^' 

I 
I 

Soll  8»  in  Secunden  aasgedrfickt  sein,  so  muss  man  in  dieser 
Gleichung  sinl".di  für  8£  setzen,  wodurch  dieselbe  die  folgende 
Gestalt  erhält: 

8)  8e  =       (cos*  — ^sini)-^ 

—  X  (sin  I  +  ^cos  i)  sin  l" .  ^ 

86 
B 

Icosi—G    hH 

-H^'T 

Ffir  1=0  ist 

i\\      Q  8i         1  ^s    t//    Q»       86r       X — G    8jnf 

9)     ö«  =  —  —  Xaln^r  .01 — ^ Tf"lf' 

Wenn  man  sich  bei  der  fiestimmimg  der  Constanten  G  und 
jEf  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bedienen  will,  so 
reichen  zwei  der  Gleichungen  5),  etwa  die  beiden  Gleichungen 

^     \  LiCoaJi  =  G  +  (J5i-.ö  +  iisin/i)J5f, 

zur  Bestimmung  dieser  beiden  Constanten  hin.  Mittelst  gewohn- 
licher algebraischer  Elimination  erhält  man  nSmlich  ohne  Schwie- 
rigkeit : 
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I 

12)     J  £ —  Ei-{-L  sio  J — X^  sin  Ji 

'l/—  X C08 «/—  Li  cos  Ji 

£—  jE|  -f  i^  sin  •/— '  JL|  sin  Ji ' 

oder 

ig LjEi-^S)  cobJ-^i  (]^e) cos  Ji-^  LLi  sin  (/-Vi) 
JS — Ex  +  X  sin,/ — Li  sin  Jj 
r,  X  COS  J —  Xt  cos/« 

E —  £|  -f  X  sin  /  —  Li  sin  /i 

Zur  Bestininiung  T4>n  86?  und  dH  hat  man  aber  nach  10)>  wenn 
wie  früher  auch  jetzt  80  =  0  gesetzt  wird ,  was  jedenfalls  ver- 
stattet  ist,  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

\' 

(cos  /—  H  sin  /)aX—  X  (sin  /+  H  cos  /)  dJ-^HBE 
=:  aG  +  (£:— ö  +  Xsin/)8iy, 

(cos  Ji — ^sin  /i)  3Z^ — Li(6\n  Ji+H  cos  /j)  8/1^ — HdEi 
=  86?  +  (iEi— e+Asin/|)8J5f. 

Setzen  wir  aber  der  Kürze  wegen 

Iü  =      cos/— /f  sin/, 
F  =3  X(sin/+jffcosJ), 
ir=  iE— ©  +  Xsin/ 

und 

117,   s=     cos  /i  —  jRf  sin  J, , 
F,  =  A  (  8in  Ji  +  Hcoa  7,) , 
Wi  =  £i  — e+IisinJi; 

so  werden  diese  Gleichungen: 

lt78L  —  raJ  —  i5r8£  =8G+FFajy, 
**^     i  l7,aL,  —  FiSA — ÄSEi  =  sc  +  WidH', 

und  fGbren  mitteist  leicliter  Elimination  zu  den.  beiden  folgenden 
Ausdrückeir: 

^K^     fl/--  t^TTi     a,  .      V^W    .j 
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ood 


FF— irr       IT— W", 

Sollen  dJ  und  dJ|  in  Seconden  ausgedrückt  sein ,  so  werden 
diese  Gleichungen: 

.VWi  sin  1"  fl ,       Vi  Wsiu  1"  a  , 


und 


19)  stf=   -Tr^«^--w^2^ 

rsinl"    fl,   ,      Fisinl"  a. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  man  das  Lattenmaass  an 
den  beiden  dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  Fäden 
beobachtet  habe,  und  dass  die  Gleichung  2)  för  den  über  der  nach 
M  gerichteten  Visirlinie  des  Femrohrs  liegenden  Punkt  der  Latte 

ff 

'2O)      ^Ä  =  ^  +  Ä(6-ö+isini), 

für  den  unter  der  nach  M  gerichteten.  Visirlinie  des  Fernrohrs 
liegenden  Punkt  der  Latte  dagegen 

21)     hl^l  z=A  +  ß{e—B+l'smi) 

sei;  so  haben  wir  die  beiden  Gleichungen 

'     \  l'cost  =  -4Q'+Äe'(c— e  +  rsin^; 
aus  denen  sich  durch  S^btractioo.  die  Gleichung 
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23)     (X— ;i')co8t 

ergiebt  Siod  dud  die  beiden  Fäden«  an  denen  dafi  Lattenmaass 
beobachtet  wifd,  gleich  weit  von  dem  mittleren  horizontalen  Faden 
entfernt,  so  ist  Q'zrz^Q,  also  Q— Q^=s2Q,  und  die  vorherge- 
hende Gleichung  wird: 

24)     (i— i')  cost  =  2AQ  +  2BQ(e-^e)  +  BQ(k+l')  sini, 

oder>  wenn  wir 

25)      Zz^'IAQ,   55  =  2^0 

setzen,  wo  natürlich  71  und  9  Constanten  sind: 

26)    (X— X0cosi  =  2I+®{c— Ö+i(l+r)slnt|. 

4 

Weil  aber  nach  den  oben  gemachten  Voraussetzungen  X  positiv, 
dagegen  l'  negativ  ist,  so  ist  offenbar  l — X' das  zwischen  aen  bei- 
den dem  mittleren  horizontalen  Faden  parallelen  FSden  enthaltene 
Lattenmaass,  und  folglich,  wenn  wir  dieses  durch  /  bezeichnen: 

27)    /cost  =  2J+SB{6-».0+4(X+XOsini), 

wo  es  nun  wieder  zuvOrderst  atif  die  Bestimmung  der  Coostanten 
2C  und  i&  ankommt 

^  Zu  dem  Ende  messe  man  mit  möglichster  Genauigkeit  c»ine 
Reihe  von  Werthen  der  Entfernung  e,  welche  wir  durch 

JB,  El,  Kjis  E^3  £4,  •••• 
bezeichnen  wollen,  und  bestimme  die  entsprechenden  Werthe 

8,    I,    I'; 

«2^  I2,  l'a; 

83,  Isf    l's» 

84,  14*  ^^9 
u.  s.  w. 

der  Lattenmaasse 

/,    X,    X' 

und  die  entsprechenden  Werthe 

J,      Jlf      J%y      J^9      J^i     •••• 

des  Neigungswinkels  t.    Dann   hat  man  zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten 2(  und  9  die  folgende  Reihe  von  Gleichungen: 


1 


28) 
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E  cos/  =a  +  l£— a  +  ja+l')sinJ|», 

8a cosJa  =  a  +  { üj— ©  + 1  (1«  Ha) sin  J^ } ©, 
esCosJ.^a  +  tJSi  — ö  +  i(Ia+r8)sin./al>ö, 

u.  s.  w. 


weiche  man  einer  vollständigen  Behandlung  nach  der  Methode  der 
kleinsten  Quadrate  unterTverfen  muss. 

Hat  man  also  auf  diese  Welse  die  Constanten  TX  und  9)  ge- 
funden»  so  ergiebt  sich  e  nach  27)  mittelst  der  Formel 

29)  e  =  ö  —  ia+r)8in£+ ^^2^:11?. 

Kann  man  das  Glied  \(},'\'X')Ani^  wo,  was  wohl  zu  beachten 
ist«  X  und  }!  entgegensesetzte  Vorzeichen  haben,  ohne  merklichen 
Fehler  als  yerschwindend  betrachten,  so  werden  die  vorberge* 
henden  Formeln  etwas  einfacher,  was  hier  einer  weiteren  Aus- 
führung nicht  bedarf,  indem  die  betreffenden  Formeln  mit  der 
grossten  Leichtigkeit  aus  den  vorhergebenden  allgemeinen  Formeln 
sogleich  abgeleitet  werden  können. 

Durch  Differentiation  erhält  man  aus  der  Gleichung  27)  auf 
gewohnliche  Weise 

costS/— /sini8i  =  a3(  +  {e— ©+i(JL+V)sini}8© 

+  ©  { 8c  +  S  sin  t  (8H8itO  +  \  (H^O  cos  vdi] 

oder  . 

cosi8/-/sini8t  =  8a+^^^^i— ^8B 

+  »{3c+isini(8X+8;iO  +  MHit')cost8i}, 
und  folglich 

30)  8«=     cosiU^isin<(8X+8;i') 

+  {/sini+i©(;i+A')cosi}^ 

_8a 

_  /cost— a    8g 

oder,  wenn  8s  in  Seounden  ausgedrüdkt  sein  soll,  auf  ähnliche 
Art  wie  im  Obigen: 
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31)      de=    cos  i^  —  Uin  1(3^+5^') 

leoai—Ti   89 
S5  9 

Für  1  =  0  ist 

Will  man  sich  bei  der  Bestimmung  der  Constanten  21  und  S& 
der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  nicht  bedienen,  so  reichen 
zwei  der  Gleichungen  28)«  etwa  die  beiden  Gleiehiingen 

li  cos/=2C  +  (iS-e  +  i(I  +  r)sin/)3>, 

^    *  j;icosJi=r3i+tiBi--e+i(ii+ri)sinjj©, 

zur  Bestimmung  dieser  Constanten  hin.  Auf  dem  Wege  gewöhn- 
licher algebraischer  Elimination  erhält  man  nämlich  ohne  Schwie- 
rigkeit: < 

'_  E-^E^+  i  (l+D  sin  7-i  Oi+l-i)  sin  •/, 

^""    JS— 4i  +  i(l+0sin^— ä(li+ri)sinA' 

Durch  Differentiation  erhält  man  aus  den  Gleichungen  33) 
leicht  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

cos  J32—  4  S5  sin  J  (81+31') 
—  {8sin,/+i»(l+Ocos/}8J-^©aJS 
=:a7l+{JB--©+4(l+08inJ)a», 

cosJiaSi  — i  35  sin  JjL  (aix  +  8i'i) 
—  {2isinA+4^0i+l'i)cosJi)a/|— »8£i 
=  821  +  {£i  — e+Jdi  +  l'OsinJiia©; 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

X  =  cos  J, 
JU  ==  i 95  sin./, 
^^      1»  =  gsin./+i©(l  +  OeosJ, 

S  =  £— 0  +  40  +  1')  sin»/ 


•  t 


36) 
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?,  r=  cobJi, 

Ui  =  I'&bIbJi, 

58i  =8i8inyi+iö(li-H'i)cosJ,, 

SBi  =  Ei—e+l(k+{\)BiaJi 


setzen: 

^  |xiS8i  _  Ui  (Sii+öri)-s8ia/x — ©aii = a:t + ®i8®. 

Ans  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich: 

.      +  SB— 9ßi  ÜB— SS» 

.      ggBi    ar  ®®    flr 


und 


oder^  wenn  dJ  und  d/i  in  Seeunden  ausgedrückt  sein  sollen : 

^    ®— 2Bi  SB— SB,  ^ 


^  äB— aji  sB-aß, 

und 


2es 


s»-»i         •  äB-aßi 


IL 


Ich  will  Dun  noch  die  Idee  zu  einem  anderen  DistanzmeflA^v 
angeben ,  werde  mich  aber  fär  jetzt  durchaus  nur  auf  die  Darie- 

emg  derselben  ganz  im  Allgemeinen  beschränken ,  ohne  mich  auf 
ntersuchungenv  über  die  irenauigkeit,  welche  dieses  Instrument 
etwa  zu  gewähreir*im  Stande  sein  möchte,  einzulassen ,  weil  ich 
dabei  eine  grössere  Anzahl  dioptrischer  Sätze  in  Anwendung  zu 
brineen»  una  zu  öfteren  Verweisungen  auf  meine  oben  erwähnte^ 
In  mesem  Auffenblicke  noch  nicht  erschienene  Schrift  genöthigt 
sein  würde,  bemerken  will  ich  jedoch,  dass  ich  diese  Unter- 
suchung für  um  so  nöthiger  halte ,  weil  ich  mir  keineswegs  ver« 
hehle,  dass  die  Ausführung  des  im  Folgenden  anzugebenaep  In* 
struments  allerdings  nicht  geringen  praxtischen  Schwierigkeiten 
unterliegen  dürfte. 

Wir  denken  uns  zwei  mit  einander  verbundene  Fernröhre  von 
sehr  verschiedener  Vergrösserune»  deren  optische  Axen  einander 

Sarallel  sind»  auf  einem  passenden «  mit  allen  nOthigen  Vorrich- 
mgen  zur  groben  und  feinen  Bewegung  versehenen  Stative  auf- 
gestellt, una  verbinden  mit  denselben  einen  mikroipetrischen  Appa- 
rat, durch  welchen  die  linearen  Grössen  der  Bilder  der  Objecte 
mit  grosser  Genauigkeit  gemessen  werden  können ,  wobei  es  jeden- 
falls am  vortheilhaftesten  sein  wird ,  wenn  sich  die  Einrichtung  so 
treffen  lässt ,  dass  derselbe  mikrometrische  Apparat  bei  beiden 
Fernröhren  zur  Messung  der  linearen  Grössen  der  Bilder  gebraucht 
werden  kann.  Auch  wird  ein  Höhenkreis  zur  Messung  des  Nei- 
gungswinkels der  einander  parallelen  optischen  Axen  der  beiden 
Fernröhre  gegen  den  Horizont  angebracht,  wovon  der  Zweck  leicht 
von  selbst  in  die  Augen  fallen  wird ,  wenn  wir  auch  m  Folgenden 
dieser  Einrichtung  nicht  weiter  Erwähnung  thun  werden,  da  es 
uns,  wie  gesagt,  für  jetzt  nur  auf  die  Darlegung  der  Idee  ganz 
im  Allgemeinen  ankommt.  ^ 

Eine  gerade  Linie,  etwa  ein  Durchmesser  eines  beliebigen 
Objects,  deren  Entfernung  von  dem  Drehpunkte,  des  Instruments 
p  und  deren  Länge  q  sein  mag,  stehe  nun  auf  den  einander  pa- 
rallelen optischen  Axen  der  beiden  Fernröhre  senkrecht.  Sind 
dann  die  mit  dem  mikrometrischen  Apparate  gemessenen  linearen 
Grössen  der  Bilder  dieser  Linie  in  den  beiden  Fernröhren  Q  und 
Q',  und  bezeichnen  t  und  {  die  Entfernungen  der  Objectivgläser 
der  beiden  Fernröhre  von  dem  Drehpunkte  des  Instruments;  so 
hat  man,  wie  leicht  erhellen  wird,  nach  I.  1)  für  die  beiden  Fem- 
röhre die  folgenden  Gleichungen: 
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vto  A,  B  und  A.',  Bf  Constanten  sind.    Durch  Elimination  von  q 
eigiebt  sich  ans  diesen  beiden  Gleichungen : 

Q-A'+Bip-ey 

und  fo^Iich 

_      „_      {A-BCiQ-{A-B'i')Qf 

cA&t,  wenn  mun  der  Küxze  wegen- 


setzt: 


4).p  = 


jöi* 


mittelst  welcher  Fonnel,  wenn  die  Constanten  3f  >  $&,  €  bekannt 
dnd»   die   Entfernung  p  ans  dem  durch  Messung  von  Q  und  Q^ 

bestimmten  Werthe  von  ~-  berechnet  werden  kann. 
Aus  der  Gleichung  4)  ergiebt  sich  die  Gleichung 

5)    Tl  +  ^^+P^^^P- 

Hat  man  nun  durch  wirkliche  Messungen  eine  Reihe  zusam- 
meqgeh9render  Werthe  von  p  und  -ß-  ermittelt,  so  erhält  man  eine 
Reihe  von  Gleichungen  von  der  Form: 

ü.  s.  w. 


2ft7 

welche  ip  Bezug  auf  ^C,  9&^^  (S  als  unbekannte  Grossen  vom  ersten 
Grade  sind.  Hat  man  drei  Gleiphungen  dieser  Art,  welches  die 
geringste  erforderliche  Anzahl  derselben  ist,  so  erhält  man  die 
konstanten  7i,  9&,  S  auf  dem  Wege  gewöhnlicher  algebraischer 
Elimination.  Hat  man  dagegen  mehr  als  drei  Gleichungen  von  der 
obigen  Form,  so  findet  man  die  Constabten  H,  9,  C  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate, 

Hat  man  Gelegenheit  zwei  Paare  zusammengehörender  Werthe 
von  p  und  q  zu  messen,  so  hat  man  nach  1)  zur  Bestimmung  von 
A  und  B  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 

und  zur  Bestimmung  von  A'  und  ^  zwei  Gleichungen  von  der  Form : 

Hat  man  aber  mittelst  dieser  Gleichungen  die  Constanten 
A,  B  und  Ay  B  gefunden ,  so  ergeben  sich  die  Gonstanten  21, 9&,  S 
mittelst  der  Formeln  3),  und  man  kann 'dann  zuerst  p  mittelst  der 
Formel  4),  und  hieraiuf  aueh  q  mittelst  eiber  der  beldfrp  unmittel- 
bar aus  1)  fliessendeo  Formelii 

7)    q:=^\A  +  B{p^O\Q,  q^\A'+B(p^{)\Q 

berechnen. 

Bemerken  wollen  wir  endlich  no<^h,  dass  man,  iSö  wie  vol'her 
9,  aus  den  beiden  Gleichungen  1)  auch  p  eliminiren,  und  sich 
ähnliche  Vorschriften  wie  vorher  zur  unmittelbaren  Bestimmaog 
von  h  auch  zur  unmittelbaren  Bestimmung  von  q  bilden  könnte, 
welcnes  weiter  auefzuführen  wir  jedoch  fuglich  dem  Leser  über- 
lassen können. 

Mit  diesen  allgemeinen  Andeutungen  ül)er  den  vorliegenden 
Gegenstand  müssen  wir  uns  jetzt  vorläufig  begnügen. 
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Kriterliiiii  der  Stalbilttftt;  sdiwimmeii- 

der  Körper. 

yon 

Herrn  R.  Hoppe, 

Lehrer  der  Mathematik  in  Keilhau  bei 'ftodoletadt. 


Das  Gleichgewicht  eines  schwimmendeii  Körpers  hSogt  bekaoiit' 
lieh  TOD  zwei  BedinguDgen  ab :  erstlich  irniss  seine  Gesammt« 
schwere  dem  Drucke  der  Flüssigkeit,  zweitens  die  Theile  des 
Körpers  einander  das  Gleichgewiät  halten.  Es  giebt  für  jeden 
Körper  mehr  als  eine  Lage,  und  zwar  im  Allgemeinen  eine  be- 
stimmte Anzahl  derselben,  für  welche  jene  zwei  Bedingungen  er- 
füllt sind.  Diese  Lagen  sind  wieder  zweierlei  Art:  entweder  hat 
jede  ideine  Verrückunjg  des  Körpers  aus  derselben  Rückkehr  in 
dieselbe  zur  Folge ,  oder  nicht.  Im  erstem  FaUe  beisst  sie  stabil, 
nnd  das. Gleichgewicht  sicher,  im  andern  beisst  dieses  unsicher« 
Um  beiderlei  Lagen  zu  unterscheiden,  hätte  man  demzufolge  ausser 
der  Lage  des  Gleichgewichts  noch  andere  benachbarte  Lagen  zu 
betrachten,  was,  im  Einzelnen  vollzogen,  eine  verhältnissmässig 
weitläufige  Rechnung  erfordern  würde.  Der  gegenwärtige  Aufsatz 
soll  nun  zeigen ,  wie  sich  aus  der  Lage  des  Gleichgewichts  allein 
das  Kriterium  der  Stabilität  entnehmen,  und  auf  zwei,  auch  ander- 
weitig häufig  gebrauchte,  und  leicht  zu  findende  Grössen  zurück- 
führen lässt.  Da  sich  die  Untersuchung,  mit  alleiniger  Voraus- 
setzung der  bekanntesten  Principien  der  Mechanik,  ohne  Hülfe 
der  Differenzialrechnung  führen  lässt,  so  wollen  wir  die  elementare 
Form  wählen ,  zumal  sich  die  analytische  ohne  Schwierigkeit  dar- 
aus entnehmen  lässt. 

Die  Masse  eines  schwimmenden  Körpers  sei  =i?i,  das  ver- 
drängte Volum  der  Flüssigkeit  v,  das  specifische  Gewicht  der 
letztern  z=a,  die  positive  oder  negative  Höhe  des  Schwerpunkts 
von  m  über  dem  Niveau  =z,  die  jederzeit  positive  Tieie  des 
Schwerpunkts  von  v  unter  dem  Niveau  =z\  Alsdann  lassen  sich 
alle  wirkenden  Kräfte  in  zwei  zusammensetzen :  eine  =m,  welche 
längs  2  abwärts,  und  eine  =ao,  welche  längs  z  aufwärts  wirkt. 
Zwei  entgegengesetzt  gerichtete  Kräfte  sind  aber  nur  dann  im 
Gleichgewicnt,   wenn  sie  gleich  sind  und  in  einer  Linie  wirken. 
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Hieraus  ergeben  sieh  die  zwei  bekannten  Bedingunsen  des  Gleicb- 

§ewichts  sehwunmender  Karper :  1)  dass  m=:at?  oder  das  Gewicbt 
es  Körpers  gleich  dem  der  verdrängten  Flüssigkeit  sei;  2)  dass 
2  und  z'  in  eine  Linie  fallen,  oder  dass  die  Schwerpunkte  der  ge- 
nannten Massen  auf  einer  Yerticale  liegen. 

Denkt  man  sich  nun»  daas  der  Körper  um  eine  beliebige  Axe 
eine  Drehung  um  den  unendlich  kleinen  Winkel  e  erleide  >  dass 
aber  die  ihn  umgebende  Flüssigkeit  diese  Bewegung  mitmache: 
so  werden  die  zwei  Schwerpunkte  ihre  Lage  zum  Körper ,  und  die 
zwei  resultirenden  Kräfte  m  und  av  ihre  Grösse  nicht  ändern; 
dagegen  ihre  Richtungen  mit  der  Geraden  z-\-z'  den  Winkel  f 
einscbliessen.  Es  entsteht  demnach  ein  Kräftepaar  von  der  Breite 
(z-\-z)8ius  und  dem  Momente  m(2-|-z')sin£;  dieses  Paar  hat  die 
Tendenz,   den  Körper  von  seiner  anfanglichen  Lage  zu  entfernen. 

Lässt  man  jetzt  das  Niveau  in  seine  horizontale  Lage  zurück- 
kehren, so  werden  beide  Ebenen,  die  erste  und  zweite  Laee« 
einen  Winkel  =€  einschliessen  und  aus  dem  Körper  zwei  Keile 
herausschneiden,  von  denen  der  auftauchende  dem  Volum  nach 
=  A:,  der  untertauchende  =A;'  sei.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen» 
wie  die  obengenannte  Drehungsaxe  liegen  inuss ,  damit  das  Gleich* 
gewicht  des  Körpers  mit  der  Flüssigkeit  bei  der  Drehung  unge- 
stört bleibt.  Es  seien  /  und  f  die  vom  Niveau,  respective  im 
ersten  und  zweiten  Zustande  gebildeten.  Schnitte  des  l^örpers,  / 
ihre  Durchschnittslinie  oder  die  Drehungsaxe :  so  lässt  sich  zeigen» 
dass  /  durch  den  Schwerpunkt  von  ^  gehen  muss.  Beschreibt 
man  nämlich  über  /  als  Grundfläche  ein  senkrechtes  Prisma  C  von 
der  Höhe  A,  so  bildet  j^  mit  dessen  zweiter  Endfläche  ein  schräg 

feschnittenes  Prisma  U.    Ein  solches  ist  bekanntlioh  gleich  dem 
^roducte  aus   der   Grundfläche   und   dem  Höhenperpendlkel   im 
Schwerpunkte  derselben  A',  ako 

C=fh;    C  =  fh'. 

Für  ein  unendlich  kleines  e  fallt  /'  in  den  schrägen  Schnitt  des 
Prismas  und  deckt  ihn ,  so  dass 

wird.  Damit  nun  v  unverändert  bleibt,  muss  k=^Is:'  sein,  folglich 
ist  0=zC  oder  h'=h^  d.  h.  der  Schwerpunkt  von  /liegt  zi^Ieich 
in  /',  und  l  geht  durch  denselben. 

Durch  das  Zurücktreten  der  Flüssigkeit  ist  ein  neues  Kräfte^ 
QjEiar  entstanden:  der  auftauchende  Theil  des  Körpers  hat  ein  Ge- 
wicht ^=^ak  gewonnen,  der  untertauchende  ebensoviel  nämlich  uAf 
verloren.  Die  zwei  resultirenden  gleichen  und  entgegengesetzten 
Kräfte  werden  durch  die  Schwerpunkte  von  U  und  /r  gehen ,  da* 
her  die  Breite  des  Paares  gleich  der  Entfernung  beider  sein.  Diese 
steht  im  Allgemeinen  nicht  sdnkrecht  auf  /,  also  wirkt  das  neue 
Paar  'dem  alten  nicht  direct  entgegen ,  sondern  nur  diejenige  €om* 
posante  desselben ,  welche  man  durch  Projection  jener  Entferdmlg 
auf  eine  auf  /  senkrechte  ^  Ebene  erhiUt,  d.  i.  deren  Breite  die 
Summe  der  Entfernungen  jener  Schwerpunkte  von  /  ist.  Nennen 
wir  die  Entfernungen  der  Schwerpunkte  von  k  und  A'  von  /rdspective 
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Das  Binomlaltlieoreni,  die  Kxponen- 
tialrettie,  die  lograrithmlsclie  Beilie, 
die  Bettien  für  den  Sinus  und  Cosinus, 
und  die  Beilie  für  den  dureli  seine 
Tangente  bestimmten  Areus,  zusam- 
menliänffend  im  Oeiste  der  neueren 

Analysis  dargresteUt. 

Von 

dem  Herausgeber« 


§.  1. 

Ich  werde  io  dieser  Abhandlung,  in  welcher  ich  übrigen» 
durchaus  nicht  überall  Neues  ;eu  geben  die  Absicht  habe,  alle  die 
Reihen,  welche  für  die  sesammte  Mathematik  von  der  grössten 
Wichtigkeit,  und  namentlich  als  unentbehrlich  für  alle  Untersu- 
chungen über  die  Functionen  anzusehen  sind,  nämlich  die  Bino- 
mialreihe,  die  Exponentialreihe,  die  logarithmische  Reihe,  die 
Reihen  für  den  Sinus  und  Cosinus,  und  die  Reihe  für  den  durch 
seine  Tangente  bestimmten  Arcus,  zusammenhängend'  im  Geiste 
der  neueren  Analysis  darzustellen  suchen,  und  bemerke  hier  nur 
vorläuOg,  dass  Ich  bei  dieser  Darstellung  als  deren  üauptfunda- 
ment  die  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divei^enz  der  Reihen  als 
bekannt  voraussetze,  mir  aber  vorbehalte,  auch  diese  sb  höchst 
wichtige  Lehre  in  dem  Archive  bald  einmal  mit  möglichster  Voll- 
ständigkeit zu  entwickeln.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  kom* 
men  übrigens  nur  solche  Sätze  aus  derselben  zur  Anwendung, 
welche  ganz  mit  demselben  Rechte,  wie  etwa  die  bekannten  Ele- 
mentarsätze von  der  Addition ,  Subtraction ,  Multiplication  und  Di- 
vision als  Haupt-  und  Fundamentalsätze  der  gemeinen  Arithmetik 
zu  betrachten  sind,  als  Haupt-  und  Fundamentalsätze  der  Analysis 
angesehen  werden  müssen,  und  daher,  wie  hier  geschieht,  aller- 
dings füglich  als  einem  Jeden ,  der  überhaupt  der  neueren  Analysis 
ein  sorgfältiges  und  einigermaassen  umfassendes  Studium  gewidmet 
hat,  hinreichend  bekannt  vorausgesetzt  werden  dürfen.    Vorzüglich 
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bemühen  werde  ich  mich  in  dieser  Abhandhing,  das  Binomial- 
theorem  mit  möglichster  Voliständigkeit  und  Allgemeinheit  darzn- 
stellen,  und  als  natürliche  und  unmittelbare  Fortsetzung  werde 
ich  derselben  bald  eine  zweite  Abhandlung  folgen  lassen,  welche 
die  Erweiterung  der  in  der  Abhandlung  Archiv.  Thl.  I.  Nro.  XL. 
S.  295.  in  ihren  Grandelementen  entwickelten  Lehre  von  den  ima- 
ginären Grössen  zum  Zweck  hat. 


§.  2- 

Zuerst  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  die  Reihe 

l.«r,(a+6V^),   at(a  +  bV-l)*,  «.(o+iV'-I)»,  ... 

WO  o,  b  und  a  sänuntlich  endliche  völlig  bestimmte  reelle  Grössen 
sind,  und 

r  • 

<^>    tf^f    <^»    0^49    ^59    •••• 

wie  gewöhnlich  die  Binomial  -  Coefficienten  für  den  Exponenten  « 
nach  der  Ordnung  bezeichnen,  in  allen  den  Fällen,  wo  dieselbe 
convergirt  und  also  auch  bloss  einer  Summation  fähig  ist,  zu  gum- 
miren.    Weil  man  aber  bekanntlich  (Archiv.  Thl.  I.  S.  297.) 


a  +  ÄV^  =  ^(cos0  +  sinÖ\^^l), 

wo  if  positiv  ist  und,  wie  bekannt,  der  Modulus  der  imaginären 

Grösse  o  +  äV^— 1  genannt  wird,  also  nach  dem  Moivre'schen 
Theoreme  (a.  a.  S.  30L) 

(a  +  6  V^)»=:  ^»(cosn©  +  slnn6V^), 

wo  n  eine  positive  ganze  Zahl  bezeichnen  soll,  setzen  kann; 'so 
lässt  sich  die  obige  Reihe  jederzeit  auf  die  Form 

1, 

«1 Q  (cos  G  +  sin  0  V^)  , 
ajfc^«(cos20  +  sin20\^^), 
a,  Q^cosS  e  +  sin  3  0  V— 1), 

«4  ^^(cos  4  0 -f  sin  4  0  V"^) , 
u.  s.  w. 

bringen,  und  kann  daher  immer  summirt  werden,  wenn  man  diese 
letztere  Reihe  zu  summiren  Im  Stande  ist,,  weshalb  wir  uns  jetzt 
zuvörderst,  indem  wir,  um  die  Untersuchung  etwas  zu  verallge- 
meioern,  a:  eine  beliebige  positive  oder  negative  Grösse  bedeuten 
lassen,  mit  der  Summirung  der  Reihe 

Thell  vni  18 
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1, 

«1  a:  (CO« e  +  stnÖ V^^), 
i^ä*(cob2© +sin2eV"^), 
i%ar>(co«3e  +  stD3eV^=l), 

«4  ar*  (cos4  e  +  sin  46  y:^) , 
n.  s.  w. 

in  allen  den  Fällen,  wo  dieselbe  überhaupt  möglich  ist,  beschäf- 
tigen, und  dabei  die  Summe  dieser  Reihe,  wenn  es  nämlich  eine 
Summe  derselben  giebt,  durch  F(a)  bezeichnen  wollen. 


§.   3. 

Wenn  zuerst  a  eine  positive  ^anze  Zahl  ist,  so  brieirt  w^;en 
der  vom  (a-f-l)sten  an  verschwindenden  Binomial  -  Coefßcienten 
die  zu  summirende  Reihe  mit  dem  (a-f- lösten  Gliede  ab,  und  ist 
also  in  diesem  Falle  als  eine  endliche  Reihe  stets  einer  Summa- 
üon  fiUiig. 

In  der  im  Torhergehenden  Paragraphen  eingeführten  Bezeich- 
nung ist  nun 

1)    F(«)  =  l  +  a^x  (cos e  +  sin e  V^l) 

+  0^0;«  (cos  26  +  sin  2©  V^) 
-I- 03  j;s  (cos  36 -f  sin  3e  V^) 


+  a^^as^  (cos  aS+sma9V^^), 
und  folglich ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  mit 

1  +  X  (cos  6+  sin  6  V^) 
multiplicirt: 

[1  +  ^(cos6  +  sin  6  V^) }  F(a) 
—  1  +  (l+«i)a?  (cos6+sin6V^) 
•       +  («i+«a)  ara(co8  26 + sin  26  V^=I) 
+  («i+i^a;3(co»36  +sin36  Vm) 

11.   8.   W. 

+  (ffa-i+aa)a:*(cosa6  +  sina6V"— 1) 

+ a«««+i  (cos(a+l)6 + s\a(a+l)«  V^). 

Also  ist  nach  ein  Paar  bekannten  Sätzen  von  den  BiBomial- 
Coefficieoten: 
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•  1  +  («+ i)i  ^  (cos  e +sin  e  V^) 

+  (a  +  l)a  x^  (cos  20 + sin  26  V^) 
+  («+ 1)8  ^^  (cos  36 + sin  36  V^) 


+  («+l)a+iÄ«+Kcos(a+l)e+8in(a+l)6\r=l), 

d.  i.  weil  der  Analogie  nach  die  Summe  der  Reihe  auf  der  rechten 
Seite   des  Gleichheitszeichens    oSeqbar    durch   Ficc+l)   zu  be 
zeichnen  ist: 

2)     F(a+1)  =  |l+a:(cose+sin  6  yriJ)]F(a). 
Weil  nun  wegen  der  Gleichung  I)  augenscheinlich 
F(l)  ;=  l+ar(cos6+sin6  V^) 
ist,  so  ist  nach  der  Gleichung  2)  successive: 

F(l)  =    li-x  (cos  6 +sin  6  V^; , 

F(2)  =  a+J?(cos«+sii|6V^))F(l) 
c=<l  +  ar(co*6+sin6V^))«, 

F(3)  ==  {l  +  4r(cos6+sin6V-:T)}F<2) 

=  {l+a:(cos6+sfn6\r=I)P, 
F(4)  =  {l  +  a:(cos6+siii6V^))F(3) 

=  {l+ar(cos6+sineV^)|^ 
u»  s.  w« 

und  folglich  offenbar  aüigemein: 

3)     F(a)c=  {l+a:(cos6+sineV^)f, 

wobei  aber  natürlich  immer  vorausgesetzt  wird,  dass  «  eine  po 
sitive  ganze  Zahl  ist. 

ßetzi  man 
{l+ar(cos6+>in6\^— 1)}*  =  Q(co&(p+8iU(pV—l), 

so  hat  «lan  zur  Bestimmung  des  positiven  Modulus  q  und  des 
Bogens  tp  die  beiden  Gleichungen : 

^cosg)  =  1-f  ^co6  6y   QSifup^zxBinß; 

18  ♦ 
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aus  denen  sich«  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt  und  dann 
addirt,  leicht 


^«  =  l  +  2arcose+ara. 


also 


und 


also 


4)    ^  =  (l+2arcos0  +  ar«)»; 


X  sin  % 


^v  A     X  :r  sin  6 

6)    9  =  ArctaDgj^^^^^ 


ergiebt,  wo  aber,  da  9  positiv  sein  soll,  und  die  Erfüllung  der 
beiden  Gleichungen 

^cos9  =  I+a:cos®,  ^sinqp  —  orsin© 

zugleich  erfordert  wird,  der  Bogen  qp  so  genommen  werden  muss, 
da^s  er  sich  im  ersten  Quadranten  endigt,  wenn  l+arcos0und 
auch  OJsinö  positiv  ist;  dagegen  muss  sich  qp  im  zweiten  Qua- 
'  dranten  endigen,  wenn  l+a;cos^  negativ  und  arsinö  positiv  ist; 
im  dritten  Quadranten  muss  sich  qp  endigen,  wenn  l+a:cosö  ne- 
gativ und  auch  arsin  0  negativ  ist;  im  vierten  Quadranten  endlich 
muss  sich  9  endigen,  wenn  l+arcos6  positiv  und  xsxvkB  ne- 
gativ ist. 

Wenn  also  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  der  Bogen 

.      .  arsinö     ■    . 

den  vorher  angegebenen  Bedingungen  gemäss  genommen  wird ,  so 
ist  nach  dem  Obigen 

6)    F(«)  =  (1  +  2ar  cos &\x'^)%  (cos «qp  +  sin «9  ST^) , 
oder,  vollständig  entwickelt: 

7)    F(a)  = 

^a  jrsin  0    .   .      *     ^      ^sin0     .y — ,^ 

(l+2a;cose+a:«)ä(cosaArGtgj:j^^^+sin(^rctgjq^^  . 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  läuft  die  zu  «um- 
mirende  Reihe 
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1, 

«1 X  (cos  0,+  siD  e  V^)  , 

02  JP*  (cos  2©  rf  sin  2©  V"^) , 
1^  a:»  (cos  3©  +  sin  3«  V^) , 

a^  ar*  (cos  4©  +  sin  4©  V^) , 
n.  s«  w« 

in's  Unendliche  fort,  und  erfordert  daher ,  bevor  wir  zu  ihrer 
Suniniation  schreiten  können ,  eine  besondere  Untersuchung  rtlck- 
sichtlich  ihrer  Conve^enz  und  Divergenz. 

Weil  nun  nach  der  Theorie  der  Binomial  -  Coefficienten 

und  folglich 

««         n  +  1  n+1 

ist;  so  nähert  sich  der  Bruch 

■ '  "  > 

Oft 

wenn  n  wächst»  der  Gränze  — 1,  und  kann  derselben  beliebig 
nahe  gebracht  werden ,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt. 
Immer  wird  sich  aber,  wie  sogleich  in  die  Augen  fallt,  eine  Grosse 
von  solcher  Beschaffenheit  angeben  lassen »,dass  für  jedes  diese 
Grösse  übersteigende  n  der  Bruch 


<^n+l  --,  _  2  I 


a  +  l 


««  n  +  1 

negativ,  und  folglich 

der  absolute  Werth  dieses  Bruches  ist.  Wenn  nun  n  nur  erst 
diese  Grösse  überstiegen  hat  und  dann  fernerhin  wächst,  so  nähert 
sich  offenbar  der  absolute  Werth  des  Bruchs 


der  Einheit  immer  mehr  und  mehr  und  kann  derselbe  beliebig  nahe 
gebracht  werden,  wenn  man  nur  n  gross  genug  annimmt,  woraus 
sich  nach  dinem  bekannten  Satze  der  Lenre  von  der  Convergenz 
und  Divergenz  der  Reihen  ergiebt,  dass  die  zu  summirende  Reihe 
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für  jedes  zwischen  den  Grfinzen  — 1  und  -f  1  liegende  x  conver- 
girty  ffir  jedes  ausserhalb  dieser  Gränzen  liegende  x  dagegen  di- 
▼ergirt.  Weil  ferner  der  absointe  Werth  von  o«  3^  offenbar  der 
Modulns  des  allgemeinen 


o.  a^  (cosnd  4-dnfie  V— 1) 

unserer  Reihe  ist,  so  bilden  nach  einem  bekannten  Satze  ans  der 
Lehre  von  der  Conveigenz  und  Divergenz  der  Reihen  für  jedes 
zwischen  den  Gränzen' — 1  und  \\  Hegende  j;  auch  die  Moduli 
der  iinzeln^n  Glieder. umleter  R^lhe  eine  oonvieigirende  Reihe. 

Nehmen  wir  jetzt  immer  an,  dass  x  zwischen  den  tSrilnzen 
— 1  und  -f- 1  liegt,  so  ist  in  der  eihgeßlhirt^n  Aeteichnttng  liBr 
jedes  a  utid  ^ 

8)  F(«)  =  1  +  1^  if  (cos  »  +  sin  ©  V^) 

+  «a  a:«  (cos  20 + sin  26  V^) 
+  «3  *'  (cos  36 + sin  36  V"^) 
+  «<4  a:*  (cos46 + sin46  V^) 
+    

und 

9)  F{§)  =  1  +  ft ar  (cos©  +  sin efV^) 

^■hx^  (cos  26  +sin  26  V-^) 
+  /Jg  a:3(cos  36 +sin  36  V^) 
\h^  (cos  46  +  sin  46  V^=I) 
+       .  • , 

und  folglich  nach  bekanbten  Sätzen  aus  der  Lehre  von  der  Con- 
vergenz  und  Divergenz  der  Keihen  und  aus  der  Lehre  von  den 
imaginären  Grössen,  weil,  was  man  nicht  zu  übersehen  hat,  auch 
die  Moduli  der  einzelnen  Glieder  der  beiden  vorhei^ehenden  con- 
vergirenden  Reihen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  conver- 
girende  Reihen  bilden: 

10)   F(«).F0S)=1 

+  («i+i^i)  ^  (cos  6 + sin  6  V-=T) 

+  («iB+«iPi+/?2)^(co«26+sin  26  V^) 

+  (^+«2ft+aii?i+ft)a:3(cos36+sin36V^) 

+  («4+<^3A+a2i?2+«ife+i54)^(cos46+sin46V^ 
+       .- , 

also  nach  dem:  in  der  Abhandlung  Archiv.  TU.  L  Nn  X»  S.  72. 
bewiesenen  merkwürdigefn  Satze  von  den  Bliiomial*CoeffiBienleii: 
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11)    F(a) .  F(ß)  =  1  +  (flf+fti  X  (cos  e  +  sin  8  V^) 

+  («+/J)a  ^  (cos  2© + siD  2©  V^) 
+  (a+fts  ^' (cos  3© + sin  3©  V^ 

+  (a+i')4  a:*(cos4e  +  «IB  40  V^) 

,      + » 

d-  i.  in  der  eingeführten  Bezeichnung: 

12)    F{ir).F05)  =  F(«-f/J). 

Durch  successive  Anwendung  dieser  ReiatioD  erhftit  man  abev 
leicht 

13)    F{a) .  F(ß) .  F{y) . . .  F(fi)  =  F(a+ß-\y+...+ii). 

Wenn  a  =  /}  =  y=,..  =  f»  gesetzt  und  die  Anzahl  dieser 
Grössen  durch  n  bezeichnet  wird,  so  erhält  man  die  für  jedes 
positive  ganze  n  geltende  Relation 

,  14)    {F(a)]^=zF(na). 

Setzt  man  in  der  Gleichung  12)  die  Grösse  /J  =  — a,  also 
a  -f  /3  =  0,  so  erhält  man 


15)    F(a).F(--«)  =  F((J), 
und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen  offenbar  1^  =  1  ist: 

16)     F(a) .  F(^-«)  =  1 
oder 

17)    F(-«)  =  -^j  =  {f («))-!. 

Ist  nun  a  eine  positive  ganze  Zahl ,  so  ist  nach  3) 
F(a)  =  {l+;r(cos«+8in©V':=I)}«, 
und  folglich  nach  17) 

18)    F(r-a)  =  { 1  +  ar  (cob  6 + sin  ö  V^)  l""". 


kt  ferner  a  =  —  ,  yn  X  eine  positive  oder  negative,  f*  eine  po- 
sitive  ganze  Zahl  sein  soll,  so  ist  nach  14) 

{F(i)r=F(M^)  =  /-(*), 
und  fplglich  nach  3)  und  18) : 
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19)    \F(^)f  =  \l+x(co8ei-ßineV^)\^. 

Setzen  wir  jetzt  wieder 

l+xicoBe+8inSV^)=^Q(cos(p  +  8inq>V'^), 

wo  Q  eine  positive  Grösse  ist,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von 
Q  und  9  wie  oben  die  beiden  Gleichungen 

^cos9  =  .l-f-^cos6,   ^8in9  =  j;sin6; 

aus  denen  auf  gewöhnliche  Weise 

20)    Q=zß  +  2xco8e  +  x^^ 

folgt.    Ferner  erhält  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  durcb 
Division 


oi\    X  07  sin O 


also 


an\  A       X  ^  Sin  Cf 

22)    V  =  Arctaogj^:^^^. 

Weil  jetzt  nach  der  Voraussetzung  x  zwischen  — 1  und  -f  1 
liegt,  und  folglich  offenbar 

\-\-x  cos  9 

cos  q>  ==  — = 

Q 

stets  positiv  ist,  so  werden  wir  den  beiden  obigen  Gleichungen 
auf  die  einfachste  Weise  genügen,  wenn  wir  für  9  den  zwischen 
—  \n  und  -f  i^  Uzenden  Bogen  nehmen,  dessen  Tangente  die 
Grosse 

jrsin6 
l+a?cosO 

ist.    Dies  vorausgesetzt,  ist  nach  dem  Vorgehenden 

1 +a?  (cos  e  +  sin  e  V^) 
=  (l  +  2a:oos0+a;*)^(co«9  +  sin9)V^), 

und  folglich  nach  19) : 

23)     {F(-)f  =  (l+2.TCOsö+a:«)f(cos9)+sin9)V":i3)^, 
oder  nach  dem  Moivre'scben  Satze: 
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24)     {F(-)f  =  a  +  '2a!coae  +  a^k(co8X(p+:sinlq>V^). 

Also  ist  nach  der  Lehre  von  den  imagioären  Grossen  (Archiv. 
Th.  I.  S.  *302.)>  wenn  k  eine  ganze  Zahl  oezeicbnet : 

25)     F(-)  = 
r 

(1  +  2a?  cos  ö +a:*).2/«  (cos  --^ +  sin  --^ V  — 1), 

wo  es  nan  auf  die  Bestimmang  von  k  ankommt. 

Es  erheilet  al>er  leicht  ^   dass  k  nicht  von  x  ahhSngig  sein 
kann.    So  lange  nämlich  x  zwischen  — 1  und  -|-1  liegt ,  und  folg- 
et 
lieh  die  Reihe  convergirt^  ändert  sich  F(— )«  und  folglich  auch. 

(1  -(-2x  cos  B+a^^i/*  (cos  -^ \-  sin  -^^-= V  —-I) , 

stetig»  wenn  o?  sich  stetig  ändert.    Also  muss  sich  oSenbar  auch 

X<p+2kn 


stetig  ändern  9  wenn  x  zwischen  den'Gränzen  — 1  und  -|-1  sich 
stetig  ändert.    Da  nun  aber 

sich  stetig  ändert 9  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  — 1  und  4-1 
sich  stetig  ändert  >  so  muss  k  offenbar  entweder  von  x  unabbängis 
sein ,  oder  sich  stetig  ändern ,  wenn  x  zwischen  den  Gränzen  — 1 
und  -{-1  sich  stetig  ändert.  Letzteres  ist  aber,  weil  k  eine  ganze 
Zahl  ist,  nicht  möglich >  und  k  muss  foiglteh  von  x  unabhängig 
sein,  wie  behauptet  wurde.  Kann  man  also  k  für  irgend  einen 
besondern  Wertn  von  x  bestimmen,  so  wird  k  im  Aligemeinen 
bestimmt  sein.  Setzt  man  nun  in  der  Gleichung  22)  die  Grosse 
x=0,  so  ist  auch  der  zwischen  — Itc  und  -^-^n  zu  nehmende 
Bogen  9=0,  und  folglich  nach  25) 

1  =  cos h  sra—  V — 1 . 


also 


cos =  1  *  sm  — -  =  0. 

Folglich  ist  offenbar,  wenn  ki  eine  ganze  Zahl  bezeichnet^ 


2fö 


alao  nacb  26) 


und  folglich  9  weil  nach  bekannten  goniometrischen  Formeln 
cos  (—q>4-2ktn)  =:  cos  —  m,  sin  (—  q>+2kin)  =  sin  —  op 

ist: 

26)    F(-)  =  (l+2arcose+xa)4(eos,79+sin^9Vtri). 

Fasst  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen»  so  ergiebt 
sich  überhaupt  Folgendes. 

Wenn  o  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  Ist  für  jedes  x 

27)    (l+2a?co8Ö+j:«)^(cos«9  +  srnflf9)V^) 
=  1+010:  (cos«  +  »ineV^) 
+  aaa'«(cos2e+sin2©  V^) 
+  i%a:»(cos3e+rin3Ö  V^) 

+  «4«*(cos4e+sin4ö  V"^) 

+     . , 

wo 

I 

s  sin  9 


9=:  Arctang 


l-|-^cos6 


ist,  uad  siob  im  «rsteo,  zweiten,  dritten ,.  vierten  Quadranten  en- 
digen« «mss,  jenachdem  iHh^^rcos^  positiv  und  a;sin'B  positiv, 
14-^0096  negativ  und  xainS  positiv,  l-|*arcos9  negativ  und 
^rsioO  negativ,  l^-^cosO  positiv  md  jr  sin  9  ni^tiv  ist.  Sollte» 
ZiUer  ttoa  Ji^eonef  dei  Bruchs 

j:  sin  6 
l+^rcosö 

verschwinden,  so  ist,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  von  selbst 
erhellet,  die  Summe 

a  , 

(l+2«co86+Ä«)^(co»o9  +  sina9V— 1) 

jederzeit  als  verschwindend  zu  betrachten.  Auch  hat  man  zu 
DemerlM»,  dass  In  dieaem  FaUe  die;  Grösse 


28S 

l+ai?cosö+a:«  =  (l+arc6sö)«+ar*sinÖ« 

verschwindet. 

Wenn  a  keine  positlre  ganze  Zsthl  Ist,  so  fstfifr  jedes  Kwischeit 
—  1  und  +1  liegende  x 

28)    (l  +  23rcos0+a:«)*(cosa9  +  8ina9V^) 
=zl  +  aix  (cosS  +  sinOV^^) 
+  oj  x^  (cos  26  +  sin  2©  V^) 
+  a^  ar»(cos  30 + sin  3«  V^) 
+  1^  .T«  (cos  49  -f  sIb  40  V^) 

+ :......., 

wo 

jrsind 


9  =  Arctang 


l  +  orcosö 


ist 5  und  immer  «wischen  deti  Gränzen  -^In  und  +i7t  genommen 
werden  muss. 

Für  jedes  ausserhalb  der  Gränzen  — 1  und  -|-1  liegende  x 
divergirt  in  dem  Fallet  wena  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist^  die 
Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens  in  der 
Gleichung  28) ,  und  hat  daher  keibe  Sumtne. 

Hieraus  erg^beb  sich  min  auch  unmittelbar-  die  beiden  folgen- 
den wichtigen  Gleichungen: 

29)  (1  +  2a?  cos  e  +  a:«)  2  cos  ci(p 

=  l  +  aia:cos6  +  ö^*cos2©+(5^a:"cos36+...., 

30)  (l+2a:cose+a«)^sina9) 

=  OiX  sin  0  4-  (^^'  sin  26  -|-  OpX^  sin  30  -f  •  •  •  • ; 

für  jedes  x ,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist ,  und  für  jedes 
zwischen  den  Gränzen  —1  und  -f-l  liegende  x,  wenn  a  keine  po- 
sitive ganze  Zahl  ist.    Im  ersten  Falle  ist 

9  =  Arctang 


1  -i-x  cos  0 


und  mus«  älcli  Im  ersten »  feweitirn«  dritten^  vierten  Qliadrantea 
endigen»,  jenacbdei*  l4riD€os6  positiv  und  xnin0  positiv^  l-farM»^ 
»egttfiv  und  dism0  positiv,  t'ttaiQ^0   negativ  und  arsiD©.  b«*- 

fatit»   l-^racrnQ   poaitiv  und   a;sin6  o^atii^  ist     lot  xii«aten 
aUe  ist 
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uod  inu88  immer  zwischen  den  Gränzen  — \n  und  -f-«^  genom- 
meo  werden. 


§.  4. 
Die  Reihe 

1.  «i(o+6V=l),  «i(o+6V^)«,  Oiifl+by/'—l)',  .... 

iotnn  nun  leicht  snmmirt  werden« 
Zu  dem  Ende  setze  man 

« 

so  erhält  man 

« 

^  =  Va«+^,  cosO  =  -,  8ine=--; 

und  die  gegebene  Reihe  wird : 

1,  •         ' 

«i Q  (cos S  +  sin©  V^), 

1^  Q^  (008-20 + sin  26  V^) . 

(%  Q^  (cos  3© +sin  3©  V^) , 

a^  Q^  (cos  4© + sin  4©  V^) , 
u.  s.  w. 

Die  Summe  dieser  letzteren  Reihe  ist.  nach  dem  Torherge- 
henden  Paragraphen 

(1  +  2^  cos  © + e*)' (cos  «9 + sin  ag)  V^) , 
wo 

.     .          o  sin  ©  A     X         b 

q>  =  Arctang  j-f — ^  =  Arctang*— - 

ist,  für  jedes  positive  ^=rVa^+6*,  d.  i.  für  jedes  a  und  b,  wenn 

a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  für  ^<1,  d.  i.  für  V^a^+b'^^l, 
wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  Im  ersten  Falle,  wenn 
nämlich  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  muss  der  Bogen  q)  so  ge- 
nommen werden,  dass  er  sich  im  Ersten,  zweiten,  dritten,  vierten 
Quadranten  endigt,  jenachdem  l-fa  positiv  undj6  positiv,  l-^-a 
negativ  und  6  positiv,  1  +  a  negativ  und  6  negativ,  1 4- a  positiv 
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und  b  Degätiv  ist.    Im  zvreitoii  Falle,  wenn  nämlich  o  keine  posi- 
*     tive  ganze  Zahl  ist,   hat  man  den  Bogen  q>  immer  zwischen  —in 
und  + 1 7C  zxL  nehmen. 

Weil  nun 

ist»  so  ist 

ab  i 

31)    {(l+a)"+6>|«|co8(aArrtaDg  jqr^  +  sin  («Ärctang  jqp^.V-Tl 

=  H-«i(a+6V^) 

I 

+  «4(o+6V^)* 

+  

fflr  jedes  a  und  b,  wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  und  fQr 

V  oH** <  1>  wenn  «  keine  positive  ganze  Zahl  ist.  För  VoH^  1 
ist  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens 
nach  dem  Obigen  offenbar  divergent,  wenn  a  keine  positive  ganse 
Zahl  ist 

Der  Bogen 

ArctangjA. 


des  Bruchs 


b 


verschwinden ,  «o  hat  man  nach  dem  Vorbeigehenden  die  Summe 


•) 


{ (1+a)* + 6«  1^1  cos  («Are  tang  jrj)  +  sin  (a  Are  tang  j^^  V"— 1 } 

als  verschwindend  zu  betrachten.    Auch    hat  man  zu  bemerken, 
dass  in  diesem  Fälle  die  Grosse  (l-{-a)^+b'^  verschwindet. 

Wir  wollen   nun  den  Fall,  wenn   6=0  ist,   noch  besonders 
betrachten. 

Zuerst  sei  a  eine  positive  ganze  Zahl. 

Wenn  I-|-a  positiv  ist,  so  muss  sich  nach  dem  Vorherge- 
henden,  da  man  6=0  sowohl  alä>  positiv,  als  auch  als  negativ 
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betrachten  kann,  ^^^^^Stti  ^™  ersten  oder  im  vierten  Quadran- 
ten endigen  5  welche  zwei  Fälle  anter  der  gemachtes  Vora«8setsniDg 
offenbar  in  der  Gleichung  ^ 

Aretangs-—  =  ikn, 

wo  k  eine  ganze  Zahl  bezeichnet,  die  auch  Null  sein  kann,  zu- 
sammengffasst  werden  können.    Also  ist 

cos (aArc tang 7-- — }  ;=  ^oß2akjt  =  -f- 1> 

1  +  a 

sin  (a  Are  tang  ^--—)  ^^  sin  2o  Atc  =  0 ; 

und  folglich  nach  31) 

{(l+a)a}2=l  +  a|0+oia«+c^a»+a4a*+...- 
W#il  aber  imiA  den  Obigen  die  Qnadiolww»el 

natürlich  immer  positiv  genommen  werden  muss,  xmA  nach  der 
Voraussetzung  1-^a  positiv  ist,  so  ist  offenbar 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

(l+a)"  =  l+aiÄ+JHia«+(«s,aH«4«*+-' 

Wenn   l-f-a  negativ  ist,   so  muss  sich  nach  dem  Vorhe^^* 
henden,   da  man  6=0  sowohl  als  positiv,   als  auch  als  n^ativ 

betrachten  kann,  Are  tang  s——  im  zweiten  oder  dritten  Quadranten 

l-f-ct 

4indlffeD»  Wfkbe  ewei  FäUe  vanter  der  ^emachtca  Vonuisaetsiuig 

offenbar  in  der  Gleichung 

h 
«  Are  tang  7-^*-^  =:  (2^:4-1)  n , 

1  +  a   I 

wo  k  eine  ganze  Zafal  bezekbpef.  die  auch  Null  «ein  kann»  zu- 
sammengefasst  werden  kOnnen.    Also  Ist 

cos  (a  Are  tang .,       )  =  cos  o  (2A+1)  Jt = +1> 
»in  («  Are  tang  f-p~)  ä  «in  «  (2*+l)7r = 0 ; 
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wenn  jnaB  das  öbene  oder  mitwe  Zeiobeo  nimraty  jeoaehdeia  a  eine 
gerade  oder  eine  iiDgerad«  Zahl  lat*  Folglich  ist  nach  31)  immer 
mit  derselben  Besliwmusg  «v^^eq  des  Zeucbens: 

wo  die  Quadratwurzel 


at 


nach  dem  Obigen  bekanntlich  immer  positiv  genommen  werden 
muss.  Hält  man  aber  dies  und  die  vorher  wfegea  des  Zeichens 
gegebene  Bestimmung  fest>  so  wird  leicht  erheilen,  dass  allgemein 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden  auch  in  diesem  Falle  wieder 

(l+o)*  =  l-f-ffio-f  «^a^4-i%a'-f  ff^o^-f-.... 

ist. 

Wenn  also  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist,  so  ist  für  jedes  uz 

Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  und  a  zwischen  den  Grän- 
zen  —  1  und  + 1  enthalten  ist,  so  muss  man  nach  dem  Vorherge- 
henden Arctang^^  immer  zwischen  —  i»  und  +in  nehmen, 
woraus  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  immer 

Arctang  |— -  =  0 

gesetzt  werden  muss,  und  daher  nach  31) 

(l+a)*  =  l  +  aia+aiO*+c%a'+a4a*  +  .... 

ist,  wenn  man  nur  beachtet,  dass  im  vorliegenden  Falle  nach 
dem  Obigen  offenbar  (l-f-a)«  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

Wenn  a  keine  positive  ganze  ZaU  ist  und  a  ausserhalb  der 
Gränzen  —  I  und  -0.  liegt,  so  Ist  nach  dem  Obigen  die  Reihe 

1,  aia,  o^a^,  <%a'»  f^^a**  •••• 

offenbar  divergent. 

Fasst  man  das  Vorhergehende  susammen,  so  ergiebt  sich 
Folgendes. 

Es  ist 
32)    (l+a)*  =  l+«ia+i%Ä?+«^ii»+«4*^+. 
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(l-f-a)'^  immer  positiv  nimmt.    Wenn  o  keine  positive  ganze  Zahl 
ist  und  a  ausserhalb  der  Gränzen  •— ^1  und  -{-1  liegt,  so  ist  die     i 
Reihe    auf   der  ^  rechten    Seite    des    Gleichheitszeichens   in  der 
obigen  Gleichung  divergent. 


§.  5. 

Im  vorhergehenden  Paragraphen  sind  in    dem  Falle ,  weno  a 
keine  positive  ganze  Zahl  ist^  bloss  die  beiden  Fälle,  wenn 

Va«+**<I  «Dd  V^+3a>l 

ist,  betrachtet  worden,  so  dass  uns  also  jetzt  noch  die  Betrach- 
tung des  Falls,  wenn 

Vo«+6a=rl 

ist,    obliegt,    wobei  wir  die   drei  folgenden  Fälle  unterscheiden 
werden : 

-  l<  «  <  0, 

0  <  «  <+ao. 

1.    Es  sei 

—  X  <  «  ^ —  1. 

0 

lo  diesem  Falle  kann 

«  =  —1-^, 

\         t 

WO  J  C P  ist,  gesetzt  werden. 

Durch  diese  Substitution  erhält  man 

Weil  nun  natürlich  n  nur  6iae  positive  ganze  Zahl  «ein  kantig 
und  folglich  für  jedes  n 

ist,   so  ergiebt  sich  hieraus,    dass  der  absolute  Werth  von  an 
entweder  mr  jedes  n  der  Einheit  gleich  ist,  odet  fortwährend 
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mit  n  zugleich  wächst,  woraus  unmittelbar  bwTorgeht,  dass  in 
diesem  Falle  die  Reihe 

1,  «1,  «B,  0)9  «4,  «5,  .... 

divergent  ist    Weil  aber 

(an)^  3=  (an  cos  »©)«  +  («„  sin  nö)« 

ist,  so  ist  auch  der  Werth  von 

(onCosnS)^  +  (o^  sin  »9)2 

entweder  für  jedes  n  der  Einheit  gleich»  oder  wächst  fortwährend 
zugleich  mit  n.    Sollten  nun  die  Iteihen 

1,  tf^cosd,  o^cos26,  O3COS39,  «4 cos 40«  ....; 
aisinO,  €t2»in2S,  a^sinSB,  04 sin 40, 

beide  convergent  sein;  so  müsste  sich  jedenfalls,  wenn  n  wächst, 
sowohl  der  absolute  Werth  von  ornCosnO,  als  auch  der  absolute 
Werth  von  ornsinraO,  der  Null  nähern,  und  musste  derselben  be- 
liebig nahe  gebracht  werden  können ,  wenn  man  nur  n  gross  genug 
nimmt.    Also  mfisste  sich  offenbar  auch 

(«n  COSW0)*  +  (On  siu  110)* 

der  Null  nähern ,  wenn  n  wächst,  und  derselben  beliebig  nahe  ge- 
bracht werden  können,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Da 
dies  mit  dem  Obigen  in  offenbarem  Widerspruch  steht,  so  können 
in  diesem  Falle  die  Reihen 

1,  flfiCfos0,  a2Cos20,  c^cos30,  a4cos40, 

ai  sin0»  €t2  sin 20,  i%  sin 30,  ^4 sin 40^  .... 

nie  beide  convergent  sein ,  und  es  muss  folglich  immer  mindestens 
eine  derselben  divergiren,  woraus  sich  nach  dem  bekannten  Be- 
griffe der  Divergenz  imaginärer  Reihen  unmittelbar  ergiebt,  dass 
im  vorliegenden  Falle  die  Reihe 

1, 

«1  (cos  0 + sin  0  V^) , 

02  (cos20+sin20  V^), 

03  (cos  30 + sin  30  V^), 
«4  (cos 40+  sin  40  V^), 

u.  s.  w, 

jederzeit  divergent  ist.  Weil  nun  aber,  wenn  wir  wie  im  vorher- 
gehenden Paragraphen 

a  +  6V^=  ^(cos0+sin0V^IT) 
Thcil  VIII.  19 
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setzep,  fr«g«D  d«r  gemaebtra  VorauMeteiing 

Q  =  V  a«  +  6«  =  1 
ist»  so  kann  die  Reihe 

I,  «i(a+6V^),  «a(a+6V^=I)«,  i%(a+6V^)',  .... 

offenbar  immer   auf  die  Form  der  obigen  Reihe  ffebracfat  werden, 
worans  sich  ergiebt,  dass  im  vorliegenden  Falle  die  Reibe 

jederzeit  divergent  ist. 

II.  Es  sei 

0  <  a  <+«. 
Man  setze  der  Kdrze  wegen  «-|- 1  =  f,  und  nehme  n>  f,  so  ist 

n 


und  folglich  nach  32) 

(i+ir=i-i.l 

n  In 


"^     1.2      n« 

t(e+l)(t+2)    1^ 

rx3     *n» 

'^         1.2.3.4  n« 


also ,  wie  man  leicht  findet : 


(1  +  1)-"=  1-i 
n  n 


e(H-l)fi      «+2>     1 

£(£+l)(e+^(£+3)(,_«+4)     1 
^  1.2.3.4         r       5«rit^ 

.  «(t+l)(t-|-2)(t+3)(f-t-4)(t-(-5)i,     «+6>    1 
■*■  1.2.3.4.5.6  (        ^t  '^ 

+    
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Weil  niiDy  wenn  k  eine   {lositive  ganze  Zahl  beieidiDet»  da 
Dich  der  VoräusaetsuDg  ii>s  ist» 

«+*fi>c+Ä,  d.i.  (A-^l)ft>e-f  A 
ist»  so  ist 


(Tfl>^^' 


und  foIgUch 


1         «H-^   VQ 
Alao  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

(!+-)"*>  1--. 
n  n 


d.  i. 


/n+l\-^-f  ^  n-^a^ 


und  folglich 

a— n  +  1  ^/  n    \*+i 


(«  +  1/ 


n 
Also  ist,  wenn  die  positive  ganze  Zahl  t>€  ist, 

t  +  n  M+n  +  ly 

jRlr  91=0,  1,  2,  3,  4,  5,  ....    Setzt  man  non  nach  und  nach* 

n  =:  1,  2,  3,  4,  5 ,  ...n; 


0O  erhält  man: 


t  +  l^Wi/       ' 


a-^i-'i 


-»'—2  ^  /i+3\«+i 
<+3      ^W4>/       ' 


u.  s.  w. 


— .  tt—»— w+2      /i+n---l\«+i 
t+n— 1     ^  V    i+n    )       ' 


a— 1— n+1  ^ 


t  +  n 

19* 
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o^d  folglich  durch  MaltiplicatioD  auf  beiden  Seiten  der  Zeichen^ 
wobei  man  nur  nicht  zu  übersehen  hat,  dass  die  Grossen  auf  der 
linken  Seite  eben  so  wie  die  Grössen  auf  der  rechten  Seite  sämmt- 
lich  positiv  sind:  . 

,       («^i)(tt-»-l)..(«-»-n+l)      /  i+l  Y^^ 
^      ^   '         (i+l)(i+2)..(i+n)         ^\i+n+lj       • 

Nach  der  Theorie  der    Binomial - CoefBcienten   ist  nun,   wie 
leicht  erhellet: 

_      («-o(«^f-i)..(tt-f-^-H)' 

«.f,-.«f.  (f+i)(i+2)..(i+„)         ' 

und  folglich , '  wenn  überhaupt  der  absolute  Werth  von  «n  durch 
(an)  bezeichnet  wird: 

Also  ist  nach  dem  Obigen  offenbar 

I 

für  71  >0.    Hieraus  ergiebt  sich: 


(ai+8)<(«0-Q^y 


u.  s.  w. 


und  folglich  9  wenn  man  auf  beiden  Seiten  addirt  und  der  Kürze 
wegen  wieder  b  für  a-\-l  schreibt: 

33)    (cci)  +  («i+i)  +  (ttj+a)  +  («f-f  3)  + . . .  +  (a,+n) 
<  («0 .  (i+l)'  j— -j^  +  ^^^  +  ^^  + . . .  +  ^^_^_^_^ly\  • 

Weil  nach  dem  Obigen  i>  1  ist,  so  Ist 
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fOr  n  =  0,  I,  2,  3,  4,  6,  ....,  und  folglich  nach  32) : 


<^-^+i>     =    ' 


"^  1  *  i+»+l 

.  «(«+!)  1 

"^     1.2     *(f+n+l)» 

«(«+l)(«+2) 


1  •  «  •  t> 


(t+n+1)» 


also 


oder 


und  folglich 


1   >_J__  +  _  1 


«(»+»)"      a(i+n+l)«  '^  {i+w+l)»+i 


oder 


1         <rM^  ^      ? 

Also  ist,  wenn  man 

91  =  0,  l,  i,  3,  4,  ,.,n 


setzt : 


<m-„' 


(i+l)"+i^  a  ti^      (Hin' 

_J <1(_1 11 

(i+2)«+i  ^  a  1(1+1)«       (t+2)«J  ' 

1      <M    1 _i_j 

(i+3)"+i  ^  «  ki+-^)*      («'+3)«i ' 
u.  s.  w. 

__l_<L|_i _J_j 

_JL <11_J_-_J__|  . 

(J+M+l)"+i  ^  u  <(t+n)*     (£+«+1)«)  ' 
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und  folglich ,  wenn  nuin  auf  beiden  Seiten  addirt  und  der  Kürze 
wegen  wieder  s  für  a-^1  schreibt: 

(f+I7  ^  (»+2/  +  JhW  ^'"^  (i+n+l)' 

^  a  1 1«       (t+»+l)«' 
also  um  so  mehr: 

Hietaas  and  ans  33)  ergiebt  sich  nun  anmittelbar 
(«()  +  («,+,)  +  («tf^)  + . . .  +  («i+iO  <  («)  •  ^^^^^ ' 
ßo  dass  also,  wie  gross  auch  n  werden  mag,  die  Summe 

fr 

(«lO  +  («H-i)  +  («1+2)  +  •  •  •  +  (««•+«) 
doch  immer  kleiner  als  die  Ton  n  ganz  anabhSngige  positive  Grosse 

bleibt.    Da  nnn  die  Summe 

(«0  +  («1+1)  +  («<+«)  +  •  • .  +  («Hh.) 

fortwähtend  wächst,  wenn  n  wächst,  so  muss  es  offenbar  eine 
bestimmte  Grosse  geben,  welcher  sich  diese  Summe  bei  wachsen- 
dem n  immer  mehr  und  mehr  und  bis  zu  ;edem  beiiebieen  Grade 
nähert,  und  diese  Grösse  ist  augenscheinlich  entweder  die  Grosse 


,,,  (£+1)«+! 


ai^ 


selbst  oder  kleiner  als  diese  letztere  Grosse,  woraus  sich  unmit- 
telbar ergebt,  dass  die  Reihe 

(«1) 5  (of+i)»  («ffa) *  («£+s)* * 

und  folglich  natürlich  auch  die  Reihe 

1>  («1)*  (««)>  (<%)*  («fji  (a«)*-.-- 

eine  Summe  hat,  also  convergirt.  Folglich  sind  nach  einem  be- 
kannten Satze  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz 
der  Reihen  auch  die  beiden  Reihen 
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1,  (ffi)(co8©),  («a)(cos2©),  (a8)(co$3©),  (a^ico&iß),...; 
(tfi)(«iD©),  (fli)(fiin2©),  (oaXsinS©),  (a4)(8io4©),  •..; 


wo 


(cos 9),  (C0826),  (C0836),  (cos46),...; 
(sin  6) «  (sin  26) ,  (sin  36) ,  (sin  46) , . . . 

die  absoluten  Werthe  von 

cos6y  cos26|  cos36,  cos464«..; 
sin  6,  sin  26,  sin  36»  8in464... 

bezeichnen ,  convergent ,  woraus  sich  ferner  gleichfalls  nach  be- 
kannten Sätzen  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz 
der  Reihen  ergiebt,  dass  auch  die  Reihen 

I>  aiC0s6,  cu^cos2ß»  ci^cos369  a4Cos46y ....; 
iy|Sin6»  o^sin26,  a:3sin36,  iy4sin46,  . .. .; 

und  daher  auch  die ,  Reibe 

1, 

«1  (cos  6  -{-  sin  6  V~l), 

.       «ji  (cos  26 + sin  26  V^) , 

a^  (cos  36  +  sin  36  V"^ , 

«4  (cos  46 +«in  46  V^) , 
u.  s«  w. 

öder,  was  dasselbe  ist, 

1,  a^(a+b^^::i),  «^(a  +  6V^)«,  ir5(fl+6V^)3,..., 

convergent  sind. 

III.    Es  sei  nun  endlich 

—  1  <  a  <  0. 

Da  «4-1^0  ist ,    so  ist  ganz  wie  im  vorigen  Falle ,  wenn 
i>  a  +  1  ist, 

i  +  l    VH 


(„,,.)<(«,).  (4±iy) 


für  n>0,  woraus  man  sieht,  dass  (ott-fn)  sich,  wenn  h  wächst, 
der  Null  fortwährend  nähert  und  derselben  beliebig  nahe  gebracht 
werden  kann,  wenn  man  nur  n  gross  genug  nimmt.  Setzen  wir 
nun  der  Kürze  wegen 
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A«.  n)  =z      1 

+  cit  (cos  e  +  sin  0  V^) 
+  a^  (cos  26  +  siD  2©  V^I=i) 
+  fl^  (cosSe  +  sin  39  V^) 


+  «n  (cos  n& + sin  n6  V^) , 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  mit 

1  +cos©  +  sin©V"III 

GrKn'^*'    °*^''  ®"^™    bekannten  Satze   von    den   imaginäieo 

(1  +  cos  Ö+sin  e  VZ3)  f(a,  n) 
=     1 

+(1  +  «i)  (cos  ©  +  sin  e  \rZi) 
+  («1  +««)  (cos  2e+sin  20  V^) 

+  («8 + c%)  (cos  3© + sin  3Ö  V^) 


+  («»-i+fl^)  (cos  «6  +  sin  ne  V— 1) 

+  ou  (cos  («+1)  © + sin(n+l)  ©  V^) , 

denten?^  ''*°''°'  ^'''*'  »^'^^°°*^°  8**^«  von  den  Binomial  -  Coef fi- 

(1  +  cos  © + sin  Ö  V^)  /(flf,  n) 
=    1 

+  (« + l)i  (cos  © +sin  ©  V^) 
+  (« + l)a  (cos  2© + sin  2©  V^) 
+  (« + 1)3  (cos  3©  +  sin  3©  VIII) 

+  (a + l)n  (cos  w©  +  sin  w©  V^) 

+  an  (cos  (n+1)  © + sin  (n+1)  ©  V^) , 
und  folglich 

(1  +  cos  ©+ sin  ©  V^) /(a,  n) 
=  A«+l,  n)  +  an  (cos  (n+1)  ©+sin  (n+1)  ©  V^j). 
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Weil  a-|-l>0  ist^  so  nähert  sich /(a-^-l,  n)  nach  11.^  wenn 
n  wächst,  einer  gewissen  bestimmten  Gränze,  die  wir  durch  ;S» 
bexeichnen  wollen ,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Ferner  nähert 
sich  nach  dem  Vorhei^ebenden  offenbar  On  der  Null,  wenn  n 
wächst,  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.  Folglich  nähert  sich 
offenbar  auch 

an  (cos  («+1)  e + sin  (n+1)  S  V^) , 

wenn  n  wächst,, der  Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade.    Also 
nähert  sich 

(1  +  cos  0  +sin  e  V^)  fia,  n)  ^ 

der  Gränze   5  bis  zu  ledem  beliebigen   Grade,    wenn  n  wächst. 
Hieraus  ergiebt  sich,  aass,  wenn  nicnt 

l  +  cos©  +  sineV^  =  0 
ist,  f{(ot»n)  sieh  der  Gränze 


l  +  cos©+sin©V^^ 

bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähert,  wenn  n  wächst,  also  die 
Reihe 

1, 

ai(cos0  +  sin6V^), 

«ij  (cos  2® + sin  2©  V^) , 

«3  (cos  3©  +  sin  30  V— 1) , 

«4  (cos40  +  sin  40  V^) , 
u.  s.  w. 

convergent  ist.    Folglich  convergirt,  wenn  nicht 

ist,  auch  die  Reihe 

1>  «i(a  +  ÄV^),  «i(a+6V^)«,  ß3(a+6V^)«,  ... 
Wenn 


ist,   so  ist  l-fa  =  0,  also  a  =  — 1,  und  6=0.    Daher  geht  in 
diesem  Falle  die  Reihe 

1,  ai(a+6V^),  «a(a+6V^)«,  «,(«+6  V^)», ... 
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in  die  Reih« 

1»  — «if  «i»  — «%»  ^»  •••• 

ühn.    Setzen  wir  nun,   da  «  negativ  ist,  «  =— e,  wo  e>0  ist, 
■o  erhält  die  Reihe 

die  Form 

'   V  "TT"'       1.2.3      '  1.2.^.4        '  •    • 

Da  (>0  ist,  so  sind  die  Glieder  der  Reihe 

e+1     (f+lKf+S     (t+l)(g+2)(t-f3) 
1,2'      1.2.3     '         1.2.3.4       '■'" 

grosser  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe 

J_     1:1.      1-2.3        1.2.3.4 

1.2'  1.2.3'  1.2.3.4'  1.2. 3.4. 6'  "  " 

d.  I.  grSsser  als  die  gleichstelligen  Glieder  der  Reihe 

11111 

2'  3'  4'  5"'  6 ' 

nnd  da  nun  diese  Reihe  bekanntlich  eine  dive^ente Reihe  ist,  so 
ist  nm  so  mehr  die  Reihe 

t±l    (e+l)(t+2)     (e-|-l)(t+2)(t-f3) 
1.2'      1.2.3     '         1.2.3.4        '•••' 

also  anch  die  Reihe 

e(t+l)     6(»+l)(«+2)     e(e-H)(t+2)(e-f3) 
1.2   '       1.2.3      '  1.2.3.4        '  

und  fol^ich  auch  die  Reihe 

1     «      g('+l)    t(t+l)(t+2)     f(«^-l)(t+2)(e^^) 
'  r'  "TTf'       1.2.3      *  1.2.3,4        '  ••'" 

d.  i.  die  Reihe 

1,  —«1,  «a,  —«5,  «4,  .... 

divergent    Wenn  also 

ist»  so  ist  die  Reihe 
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1,  «i(«+6V^),  «i(a+6V^)«,  «i(a+6V^)»,  .... 

divergent 

Der  vorhergehende  Beweis  zeigt,  dass  die  Reihe 

1,  — «1,  Oj*  — «3»  fi?4»  ••.. 

überhaupt  jederzeit  divergirt,  wenn  a  negativ  ist 
Für  — l<a?<-|-l  i^t  nun  bekanntlich  nach  §•  3. 

/-«  .«         ^      ov*  <      *   4     *     arsin©  v-  •  ^   *     ^    ^sinÖ   .  .y — -^ 
(l+2xcose+x^^  (cos(«Arctg^^^^^^^f8»n(crArctgj:|-^^^V^ } 

=     1 

+  «ia?  (co8©+sin©V^) 
+  «B  o?*  (cos  26  +  sin  2©  V^) 
+  a^x^  (cosSe  +sin  3©  V^ 
+  a4ar*(cos4Ä  +sin40  V^) 
+     '. , 


wo 


zwischen  —  J«  und  -f  l^  zu  nehmen  ist 

Also  ist  nach  einem  bekannten  Satze  >aus  der  Lehre  von  der 
Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 

a  sin  fi  jsln  A        . 

35)  l2(l+cos«)  }^  { cos(«Arctg j:^:^  +  sin(«Arctg  ji^)\r=l } 

=     1 

+  Ol  (cos©  +  sin  ©  V^) 
+  «B  (cos  2©  +  sin  2©  V^) 
+  c%  (cos3©  +  sin  3©  V^) 
+  «4  (cos  4©  +  sin  4©  V"^) 


wo 


Atctang^iiü®3 

°  1-f  COS  © 


zwischen  -^in  und  +j|9V  zu  nehmen  ist,  in  allen  den  Fällen»  wo 
die  Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen 
endlichen  völlig  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  dies  Gleichheitszeichens  convergirt% 
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Für  9  =  Va*+**=l  ist  co8Ä=a  und    ainS^zb;  folglich 
bach  35): 

36)    1 2  (1+a)  )^  { cos(a  Arctang  j|^)  +  sln(«  Arctang  j^^)  V^ } 

=      1 

+  «i(ci  +  äV^) 
+  «j(a+6V^)a 

+  a3(a  +  ÄV^)» 


: » 


wo 

6 


Arctang 


1  +  a 


zwischen  — In  und  -f  i^r  zunehmen  ist>  in  allen  den  Fällen,  wo  die 
Grosse  auf  der  linken  Seite  des  Gleichheitszeichens  einen  end- 
lichen vuUis  bestimmten  Werth  hat  und  die  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  des  Gleichheitszeichens  convergirt. 


§.6. 

Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ersieht 
sich  überhaupt  das  folgende  für  die  gesammte  Analysls  in  jeder 
Beziehung  höchst  wichtige  Theorem. 

Binvmialtkeorem. 

A.  Wenn  a  eine  positive  ganze  Zahl  ist»  so  ist  für 
jedes  a und  6 

{ (l+a)«+6»l3  {co8(öf  Arctang  iq:^)+8ln  («Arctang  jr^  VIj} 

=:l  +  ttiia+bV—l) 
■{■  tti(a+bV—l)* 

+    - 

wo 

Arctang  3— — 
1+a 
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sich  im  ersten«  zweiten«  dritten»  vierten  Quadranten 
endigen  muss,  jenachdem  l+a  positiv  und  b  positiv« 
l-\-a  negativ  und  b  positiv,-  I-f*^^  o^^ativ  irnd  6  negativ« 
1  +  a  positiv  und  b  negativ  ist.  (Sollten  Zähler  und 
Nenner  des  Bruchs 


1  +  a 
beide  verschwinden,  so  würde  man  die  Summe 

{ (l+a)a+6«)^  {cos(aArctang  jq^)  +  sin(«  Arctang  j^^  V^) 
selbst  als  verschwindend  zu  betrachten  haben,  und  hat 

a 

auch  zu  bemerken«    dass  in  diesem  Falle  {(l+a)^+b^]^ 
verschwindet. 

B.    Wenn  a  keine  positive  ganze  Zahl  ist«  so  muss 
man  die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

In  diesem  Falle  ist 

( (l+a)«+ft« )?  { cos  (a  Arctang  j|;^ +sin(aArcteng  j^)  V^:^ 

~l  +  «i(a+&V^) 
+  «a(a+ÄV":=T)a 


und  der  Bogen 


Arctang 


1  +  rt 
muss  immer  zwischen  —\x  und  -f-^^  genommen  werden. 

* 

IL    V  ««+&«  =  !. 

1.    Wenn  — oö  <a^  — 1  ist«  so  ist  die  Reihe 

t 

1,  «,(a+6V^),  «^(a+6V^)>,  «»(o+fiV^)»,.... 
diTefgent«  und  hat  folglich  keine  Summe. 


'    • 
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3.    W«tiD —1<«<0  and  nicht 

ist»  80  Ist 

ah  A 

1  (l+«)«+16« )« {cos  («  Arctang  j^ + sin  (o  Arctang  jrj)  V^ ) 

=  l  +  Oi(a+6V^) 

+  atia+bV—l)* 
+ 

und  der  Bogen 

mnss  immer  zwischen  —  i^r  und  -f-j[7rget)ommen  werden. 
Wenn  -1<«<0  und 

ist,  so  ist  die  Reihe 

1,  ai(a+6V^),  «a(a+6V^)*,  03(0+6 V^)»,*... 
divergent»  und  hat  folglich  keine  Summe. 
3.    Wenn  0<tt<aD  ist,  so  ist 

ah  A 

{ (l+a)« +i"  }5f  {cos  («  Arctang  iq^ + «in  («Arctang  j^)  V^ } 
,      =l  +  «i(a+bV-i) 

+ , 

und  der  Bogen 

Arctang  jl- 

muss    zwischen    — Itt    und    +\n  ffenommeo    werden. 
Sollten   Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 
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beide  verschwindeD  und  also  t(l+a)*-f- 6^)^  =  0  sain^  so 
erhellet  aus  dem  Obigen  leicht^  dass  dann  die  Summe 

I  (l+a)«+A« }« {cos  (a  Arctang  jvj)  +«n  (i^Arctang  j-r^  V^^ } 

selbst  als  verschwindend  zu  betrachten  ist 

III.    Va«  +  6«>1. 
In  diesem  Falle  ist  die  Reihe 

divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 

Auf  diese  Weise  muss  nach  meiner  Ansicht  das  Binomial- 
theorem  oder  der  Binomische  Lehrsati  im  Geiste  der  neueren, 
vor  der  älteren  sich  jedenfalls  durch  wahre,  an  die  in  der  Geome- 
trie von  den  Griechen  uns  hinterlassenen  trefflichen  bis  jetzt  un- 
ül^ertroffenen  Muster  lebhaft  erinnernde  *)  mathematische  Strenge 
und  £videnz  auf  das  vortheilhafteste  auszeichnenden  Analysis  aus- 
gesprochen werden»  und  nur  innerhalb  der  durch  das  Obige  von 
selbst  gesteckten  Gränzen  darf  man  dieses  wichtige  Theorem  an- 


*)  Weshalb  ich  denn  anck  fortwährend  die  fette  Uebenengoog 
habe,  daes  es  namentlich  auch  für  das  Stadium  der  neneren  Analysis 
keine  bessere  Torbereitiing  glc|bt|  als  das  Stadinm  der  Greometrie  gaas 
in  der  strengen  Weise  der  Griechen,  and  es.dnrchaas  nidit  MUtgen 
kann ,  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte  aaf  höheren  Lehr- 
anstalten ,  die  zunächst  und  vorzoffsweise  eine  formelle  geistige  Bildun{^ 
ihrer  Schäler  bezwecken,  diesen  Wej^  zuweilen  auf  ziemlich  leichtsinnige 
Weise  verlässt.  Für  das  g^sammte  weitere  mathematische  Studium  ist  diese 
strenge  Beschäftigung  mit  der  Geometrie  von  einem  ganz  unberechen- 
barem Werthe,  wie  nur  die  gehörig  zu  benrtheilen  und  zn  würdigen  im 
Stande  sind,  welche  die  Mathematik  in  Ihrem  ganzen  Umfiinge,  und 
insbesondere  auch  die  strenge  Begründung  kennen ,  welche  der  Analysis 
durch  die  Bemühungen  einiger  neneren  Mathematiker  zu  Theil  geworden 
ist,  wodurch  freilich  sehr  Vieles,  was  man  früher  für  in  grosser  Allge- 
meinheit gültig  hielt,  über  den  Haufen  geworfen  und  in  seine  gehörigen 
Schranken  zurückgewiesen  worden  ist.  Möchten  nur  erst  alle  Theile 
der  Analysis  sich  einer  so  strengen  und  gesunden  Ansichten  über  diese 
Dinge  YÖllig  entsprechenden  Behandlungsweise  erfreuen,  wie  sie  jetzt 
▼orzugsweile  einigen  zu  Theil  geworden  ist!  Denn  dass  noch  Vieles 
zu  thun  übrig  ist,  werden  die  am  wenigsten  in  Abrede  zu  stellen  geneigt 
sein,  welche  sich  Torzugsweise  bei  dieser  neueren  Bearbeitung  der  Ana- 
lysis betheiligt  haben.  Ob  es  übrigens  nicht  einen  gewissen  Mittelweg 
zwischen  der  älteren  und  neueren  BMiandlungsweise  giebt,  der  am  besten 
zum  Ziele  fähren  durfte,  worauf  schon  bei  einigen  Gelesrenheiten  yon 
mir  hingewiesen  worden  ist:  darüber  lässt  sich  jetzt  noch  nichts  mit  nur 
einiger  Bestimmtheit  sagen ,  nnd  die  Acten  über  alle  diese  Dinge  dürfen 
bis  jetzt  gewiss  noch  keueswegs  als.  gesdilossen  betrachtet  werden. 
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wenden,  wenn  man  sich  vor  Fehlschl Assen  siehern  und  nicht  2a 
ungereimten  Resultaten  führen  lassen  will ,  was  an  Beispielen  noch 
besonders  nachzuweisen  unnütze  Weitläufigkeit  sein  würde,  da 
sich  dergleichen  Beispiele  einem  Jeden  leicht  von  selbst  darbieten 
werden.  Bemerken  will  ich  nur  ganz  im  Allgemeinen,  dass  es 
gar  nicht  schwer  hält,  durch  die  unerlaubte,  d.  h.  nicht  in  den 

gehörigen  Gränzen  eingeschlossene  Anwendung  des  Binomischen 
lehrsatees  xu  Gleichungen  zu  gelangen,  in  denen  eine  positive 
Grosse  einer  negativen  Grösse,  oder  eine  reelle  einer  imaginären 
Grösse  gleich  gesetzt  ist,  und  das«  es  überhaupt  ausserordentlich 
leicht  ist,  sich  auf  diesem  Wege  zu  jeder  nur  denkbaren  mathe- 
matischen Ungereimtheit  lühren  zu  lassen,  deren  Grund  in  etwas 
Anderem  als  in  der  unerlaubten  Anwendung  des  Satzes  zu  suchen, 
oder  wie  man  wohl  hin  und  wieder  sagen  hört,  auf  andere  Weise 
erklären  zu  wollen,  völlig  unnützes  und  fruchtloses  Bemühen  ist. 
Den  Fall,  wenn  6=0  ist,  wollen  wir  nun  noch  besonders  in 
"Betrachtung  ziehen. 

A.  Wenn  a  eine  positive  ganaieZahl  ist^  so  ist  für 
jedes  a 

B,  Wenn  a  keine  positive  ganzeZahl  ist,  so  muss 
man  die  folgenden  Fälle  unterscheiden« 

I.    —  l<a<  +  l. 

In  diesem  Falle  ist 

wenn  man  nur  berücksichtigt,   dass  (l+af^  immer  po- 
sitiv zu  nehmen  ist.' 

IL    a  =  — 1. 

1.  Wenn  — x  <  a  <0  ist.  So  ist  die  Reihe 

1,  —  ftj,  G&i,  —  a^,  «4,  .... 

divergent,  und  hat  folglich  keine  Summe. 

2.  Wenn  a>0  ist,  so  ist 

0  =  1— «x+ö^— «s+a^-i— 

HL    a  =  +  1. 

« 

L    Wenn  —00  <«^ — 1  ist»  «o  ißt  die  Reihe 

divergent  und  hat  folglich  keine  Summe. 
2.    Wenn  «>  —  1  ist,  so  ist 
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2"  =  l  +  ai  +  or3+as+a4  +  ----» 

wobei  2^  immer  positiv  zu  nehmen  ist. 

IV.    a«  >  1. 

In  diesem  Falle/  wo  der  absolute  Wertb  von  a 
grosser  als  die  Einheit  ist,  divergirt  die  Reihe 

1,  «itt,  «a«*,  0f3a^>'a4a*»  ••••, 

und  hat  folglich  keine  Summe. 

Aus  den  im  Obigen  bewiesenen  Sätzen  lassen  sich  nun  ver- 
schiedene wichtige  Folgerungen  herleiten ,  wie  jetzt  in  den  folgen- 
den Paragraphen  gezeigt  werden  soll. 

§.  7. 

Zuerst  wollen  wir  uns  mit  der  Summirung  der  merkwGrdigen 
und  wichtigen  Reihe 

1, 

-y  (cos©  +  sine  V^), 

Y2  (cos  20  +  sin  2«  V^T) , 

p)3  (cos  36  +  sin  30  V  — 1) , 

~j  (cos  40  +  sin  40  V^) , 
u.  s.  w. 

beschäftigen. 

1 
Aus  28)  ergiebt  sich ,  wenn  u=—  und  cor  für  x  gesetzt  wird, 

wie  man  leicht  findet: 

37)    (l+2«a:cos  0+«%2)äI(co8  ^  +  sin  ^  V^) 
=      1 

+  j(cos  0  +  sin  0  V^) 

+  ^(l-.e)(cos20  +  sin20V^) 

+  j(l-  b)  (|  —0  (cos  30 + sin  30  V^) 

+ 

Theü  VIII.  2Q 
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fiir  jedes  zwischen 


—  —  und  4-  -* 
s  i 


liegende  a,  wobei  bekanntlich 


q)  =  Arctang 


l+farcosö 


ist  5  und  immer  zwischen  — Jtt  und  -f-i;c  genommen  werdenrmuss. 
Lässt  man  nun  den  absoluten  Werth  von  e  sich  der  Mull  nähern, 
und'  bezeichnet  die  6ränze>  welcher  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Grösse 

(1  +  2^0:  cos  0  +  f«ar«)  2?  (cos  5?  +  sin  ^  V^) 

t 

nähert«  insofern  es  eine  solche  Gränze  giebt,  was  nachher  be- 
sonders untersucht  werden  wird,  durch 

Lim  { (1  +  2ea:coB  0 + s^a:^'^ (cos  ^+8ib^  V—l) }, 

c  S 

SO  erhalt  man  aus  der  Gleichung  37),  wenn  man  auf  beiden  Seiten 
derselben  die  Gränzen  nimmt,  die  Gleichung: 

38)    Lim  { (1  +  2ea:  cos  9 + B^j:^yu  (cos  |  +  sin  ^  V^)  \ 

=    1 

+    ^(cose+sinöV^) 


+  p2(cos20  +  sin2©V^=l) 
+  1^  (cos  36  +  sin  3&  XT^Ä) 
+  j^  (cos  40  +  sin  4©  ST^l) 


tÜT  jedes  zwischen  —  oo  und  -f  co  liegende  x,  wo  es  nun  vorzüg- 
lich auf  die  Bestimmung  der  Grosse 

Lim  t  (1  +2ca:cos  Ö+ £«0:2)21  (cos  ^ + sin  ^  V^)  | 

ankommt. 

Zu  dem  Ende  setze  man 

2€;r  cos  ö  +  £2a?2 -.  ^  ^ 
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SO  ist 


^  =  i(a:co8e  +  f|?). 


und  iolglich 


(l+2f;rcose+e«a«)^  =  {(l+A)^^"'^^^-. 


Weil  fenier 


tx  sind 
tang  q>  =:  s-r --5 


ist^  so  ist 


tan^y ;r  sinO  q> y  ür&iuB 

i      "~"  l  +  eorcosö*     f  *"  tangy    l+«arcosö 


oder 


9> cosy  J?sin6 

Wenn  nun  c  sich   der  Null  nähert^   so  nähern  sich  offenbar 

auch  A  ^^d  y ,  welches  letztere  bekanntlich  zwischen  —Ix  und 

{-i9c  zu  nehmen  ist,  der  Null,  und  können  derselben  beliebig  nahe 

febracht  werden,  wenn  man  nur  e  nahe  genug  bei  Null  annimmt. 
Jso  nähert  sich  cosy  der  Einheit,  wenn  e  sich  der  Null  nähert, 
und  kann  derselben  beliebig  nahe  gebracht  Y^erden,  wenn  man  mir 
£  nahe  genug  bei  Null  annimmt,  woraus  sich  nach  dem  Obigen 

¥  •     9  —        Jrsin  S 
Lim 


H^) 


einlebt.    Weil  y  zwischen  — in  und  -^-In  liegt,  so  haben 

siny,  y,  tangy 
gleiche  Vorzeichen,  und  rucksichtlich  der  absoluten  Werth'e  ist 

sin  y  <  y  <  tang  y . 


Also  ist' 


d.  i. 


siny  ^  siny  ^   siny 
siny  y     ^    tangy^ 


,  ,.  sm  y  - 
1> — -  >  cosy, 
9 


20  * 
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SO  dass  also  — ^  zwischeo  I  und  cos  q)  liegt«     Weil   sich  nun 

q)  . 

cos 9  der  Einheit  nähert«  wenn  q>  sich  der  Null  nähert ,  und  der 
Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann  y  wenn  man  nur  9>  nahe 
genug  bei  Null  annimmt,    so  nähert   sich  offenbar   um  so  mehr 

auch  — ^  der  Einheit,    wenn  q>  sich  der  Null  nähert,  und  kann 

der  Einheit  beliebig  nahe  gebracht  werden,  wenn  man  nur  q>  nahe 
genug  bei  Mull  annimmt.    Also  ist 

Lim  (5il5»  ^  =  1 . 

und  folglich  nach  dem  Obigen 

Lim  ^  r=z  X  sin  0. 
c 

Weil  nun  ferner  nach  dem  Obigen  offenbar 

Lim .  (1  +  2bx  cos  B + i^x^h  ^  \  Lim .  (l+ii)A r"*"*^ 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  38)  augenscheinlich  die 
Gleichung 

39)    tLim.  (l+A)S)''''''^®|cos(arsin  e)  +  sin(.rsin  0) .  V^} 
=        1 

+    y  (cos  ©  +  sin  0  V^) 
+  yzj(cos20  +  sin2©V^) 
+  j^  (cos  30  +  sin  30  V^l) 

+  -p-j  (cos  40  +  sin  40  V"^) 

+ 

für  jedes  x  zwischen  — x    und   +  oo  ,    wobei  man   zu  beachten 
hat,  dass 

i,  • 

Lim  .  (1  +  ^)A 

die  Gränze  bezeichnet,  welcher 


1 


(1  +  A)^ 

sich  bis  zu  j'edem  beliebigen  Grade  nähert,  \venn  man  ^  sich  der 
Null  bis  zu  jedem  beliebigen  Grade  nähern  lässt. 
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Setst  man  in  der  vorstehendeD  Gleichung  6^=0,  so  erhält  man 

für  jeden  x  zwischen  —  x  und  -f  ^ «  und  folglich  für  o:  =:  1 :. 
40)    L"n(l+A)A  =  l  +  j-  +  |^  +  i^  +  j^+  ••. 
Setzen  wir  nun  der  Kfirze  wegen 


41)    e  =  l+j-  +  j^  +  j^  +  -j-j+..... 


HO  ist 


42)    Lim,. (1  +  A)A  =  c. 


und  folglich  nach  39): 

43)    e'*^*'"    {cos(arsin6)-f sin(a?sinö).V — 1| 
=  1  +    y  (cos©  +sin  6  V"^) 


x^ 


+  j-2  (cos  2» + sin  20  V^) 
+  j^  (CO830+  sinSeV^) 
+  j^  (cos  46  +  sin  4©  V^) 


für  jedes  x  zwischen  —  x  und  -f^»   wodurch  also  die  Summe 
der  zu  summirenden  Reih^  gefunden  ist« 

Für  ©  =  0  ergiebt  sich  aus  der  vorhergehenden  Gleichung: 
44)    e'  =  l+J+^+j^  +  ^+.... 

für  jedes  x  zwischen  — oo  und  -f  <30. 

Vergleicht  man  die  reellen  und  imaginären  Theile  der  Glei- 
chung SS)  mit  einander,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  für 
jedes  X  zwischen  —  oo  und  -{-x  geltenden  Gleichungen: 

45)    e  ^      cos (o; sin©) 
=  1  +  f  co»©+^öos2©+^cos3©  +  T^cos4©+.... 
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and 

46)    t^      ti{n(d;Bin9) 
=  f«ine  +  ^8in2e  +  T^sin3©  +  ,^8in4e+.... 

Setzt  man  io  diesen  beiden  Gieichangen  Os^i^v»  so  erhält 
man  9  weil 

cos~ff=:      0,  8in5-»=  +  l; 

cos^ff  =  —  1,  sin^^r  =     0; 

♦   cos^9c=      0,   8injr«=  — 1; 

cos^3r=  +  l,   sin  — jc  =      0; 

5  5 

COS5-»  =      0,  sin=-«=  +  l; 

cosg.«=  — 1,    sia^9r=     0; 

lU  8«  W« 

ist  5  die  beiden  folgenden  buchst  wichtigen  und  merkwGrdigeo, 
für  iedes  x  zwischen  — ao  und  -foo»  d.  h»  für  jedes  reelle  x  gel- 
tenden Gleichungen: 

I»  31^  X^  X^  X^ 

47)  cos^  =  l--  +  —^-.j—  +  .^-^^.... 

ttnd 

jpv      .       x^     .    x^  x^     .    x^ 

48)  s,„a:_.«-j^+^-g.~^-y  +  ^-^-.... 

Wenn  man 

a  +  6V^  =  ^(cofeÖ+sine\m) 

and  folglich 

^cos9  =  a,  ^sin9=6 

setzt 9  so  ereiebt  sich  aus  43)  auch,  wenn  man  in  dieser  Gleichung, 
was  nach  oem  Obigen  verstattet  ist,  0:=:=^  setzt«  die  fär  jedes 
reelle  a  und  b  geltende  Gleichung: 
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49)    e«  (coa6+slDÄ V":=T)  =  1  +  £±*^_^ 

+ — o — 

^     1.2.3.4 


§.  8. 

Ferner  Wollen  wir  uns  jet^t  mit  der  Summirun^  der  wichtigen 
Reihe 


X 


j-(cos©+8in©V— 1), 
—  ^  (cos2e+8in2Ö  V^), 


x' 


j-  (cos  3a + sin  3©  V^) , 
—  ~  (cos  4© + sin  46  V^) , 
^  (cos  56  +  sin  56  V^^; , 


«.   8.   W. 


beschäftigen. 

Bezeichnen  vrir  die  Logarithmen,  deren  Basis  die  aus  dem 
vorhergehenden  Paragraphen  bekannte  Grosse  e  ist  *) ,  durch  den 
BuchsUben  l,  so  ist  nach  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Loga- 
rithmen 

a+arcos6+««)*"  =  e^°'«'+*'*'"®+'''. 

und    folglich    nach    28)    für  jedes   zwischen   —  I    und  + 1   lie- 
gende  x: 


*)    Welche   auch  natürliche  o^er  hyperholische  Logarithmen 
genannt  werden. 


oder 
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=     1 

+  "  yj  ^/[~^^  x'  (cog  SB + aiu  ZB  V^) 

+    

51)    «•*  (cosaip+amaipy — ^1) 

=    1 

+  ax(coHB-i-amBV—I) 
-|«(1— o)a;«(coa'ie+8in2«V^). 

+ j  «  (1— «)  (1— i- «)  X»  (cos  3©+ sin  36  V^=3) 

-j«(l— «)(1— 5^o)(l-ja)i«(co8  4e+8in4eV"=T) 
+ , 


WO 


^  °l+a:cos© 

ist,  und  immer  zwischen  -^^n  und  +in  genommen  ii^erden  muss. 

Also  ist  nach  49),  wenn  man  in  der  dortigen  Gleichung ,  was 
verstattet  ist,  weil  dieselbe  für  jedes  reelle  a  und  b  gilt, 

o  =  ic/(l+2a;cos8+««),  6=^«f) 

setzt: 

I 

+  aar(cos  e  +  sin  e  V^) 

-  ^  a  (1— «)  a:«  (cos  20 + sin  20  V^) 
+.ja(l— «)(!— |«)a:3(cos30+ sinSe  V^) 

-  j  «  (1— a)  (1—  I «)  (1- 1- «)  0:4  (cos  4»  +  sin  40  V^I) 
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=      1 

+  j|/(l+2a:co8e+;r«)  +  (pV^j  Y 
+  j^/(l+2a:co8e+a:«)  +  9>V^j*j^ 

+  j  2-/(1 +  2a:co8e+a:«)  +  g)V^=TP-j^ 


oder,  wenn  man  die  Einheit  auf  beiden  Seiten  abzieht  und  dann 
durch  ff  dividirt:  5 


-  cT  (1— a)ar«(co«2©+8in  26  V^) 


+  j(l~«)(l— .j«)^'(co83e+sin3eV^) 

^  j(I--«)(l-^a)(l— i«)a:4(co848+  «in4e.V^) 


=         2^/(l+arco8e+ar«)  +  9)V^ 

+  \\lH+2xcose+a^  +  g>V—l^^^ 
+  j|/a+2^co8e+a;«)  +  9\ri3J*Y^ 

+  j^/(l  +  2a;eose+a;«)  +  9V^j*X^ 
+ 

für  jedes  zwischen  —1  und  + 1  liegende  a. 

Lässt  man  nun  a  sich  der  Null  nähern,  geht  auf  beiden 
Seiten  der  obigen  Gleichungen  zu  den  Gränzen  über,  und  setzt 
zugleich  für  q>  seinen  obigen  Werth,  so  erhält  man  die  folgende 
merkwürdige  lür  jedes  zwischen  — 1  und  -f  1  liegende  x  geUende 
Gleichung : 


U4 


=      x  (cos  e + sin  8  V^) 
-  y  (coe2e+fiiD2«  V^) 


+  ^  (cos  30+ sin  3»  V^) 
-  ^(cos4ö+8in4dV^) 
+  Y  (cös  6ß+  sin  50  V^) 


in  welcher  bacfa  dem  Obigen  bekanntlich 

Are  tans  =-- rz 

immer  zwischen  -^In  und  -fi^  genommen  werden  mus«. 
Setzt  man 

a+6V"^=p(cose+sineV^), 
so  ist 

Q  =  V"a«+6^,  ^cose=a,  ^sine  =  6 
und 

l+2QCose+^^  =  ]  +2a  +  a«+6«  =  (l+a)«+6« 

Weil  DBD  nach  52)  iiir  9  <  1 

|/(l+2^co8e+9«)+Awtwg  j:j|5^ ,  V^ZIJ 

-  ^(c«82e+sin2«V^) 
+  ^  (cos3e+  sin  3Ö  \r=3) 

-  ^  (cos  4e + sio  4©  Vm ) 
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WO 


A       A  Q  SID  S 

zwischen  — In  und  +in  geDommen  werden  muss,  ist;  so  ist  für 

V  o«+6a  <  l 
und  wenn  man 

Are  tanff  =-- — 
1  +  a 

zwischen  -r-  J  ^  und  -f  i  ^  nimmt : 

53)    |/{(l+a)«+6«|  +  Arqtaag|^.V:=i 

—  Ä+ft\r=l  — ~(a+öV^)H  j(a+6V~[)«- jCa+*^-l>+ ... 

Durch  Vergleichung  der  reellen  und  imaginSren  Theile  in  der 
Gleichung  52)  mit  einander  erhält  man  die  beiden  folgenden  lur 
jedes  w  zwischen  -«1  und  -f  1  geltenden  Gleichungen: 

54)    i^/(l+2a:cose+a;«) 

=:^cos0  — ^cos2e  +  ^%os3e— ^cos4e+.,. 
12  o  4 


und 


Ktfv     A     A  .TsinO 


wo 


^^*°^1 4-^008^ 

zwischen  —  {n  und  4- i  'v  zu  nehmen  ist. 

Für  ,9=0  erhält  man  aus  54)  die  für  jedes  x  zwischen  — 1 
und  4*1  jgeltende  Gleichung: 

56)    r(l+a?)  =  x  — |a*+|^ar»-Jj:«+...., 

«nd  für  8  =  4  ff  ergiebt  sich  ius  65)  die  ebenfalls  lur  jedes  x 
zwischen  — 1  und  -f  1  geltende  Gleiciumg: 
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« 

57)    Arctango:  =  x  — s-a:'  +  ^jr*— ^0:^  +  ..., 

in  welcher  Aretaago?  zwischen  — \n  und  Wie  zw  nehmen  ist. 
Weil  aber  die  Reiben 


,1111  1 


and 


i-*-»  ■  T'  ■^^'     1*     ?r*  •••*• 


da  in  denselben  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  fortwährend 
abnehmen  und  die  Zeichen  wechseln,  nach  einem  bekannten  Satze 
aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen 
convergiren,  und  /2  und  Arctan^(±l)  endliche  völlig  bestimmte 
Grussen  sind,  so  -ist  man  nach  einem  andern  bekannten  Satze  aus 
der  Lehre  von  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihen  zu 
schliessen  berechtigt,  dass  die  Gleichung  56)  auch  noch  ffir  4^=1» 
die  Gleichung  57)  auch  noch  für  x^=:.Ar\  gut,  wodurch  wir  in 
Verbindung  mit  dem  Obigen  unter  Anwendung  einer  gewiss  durch 
sich  selbst  sogleich  verständlichen  Bezeichnung  zu  den  beiden 
folgenden  Gleichungen  gefuhrt  werden: 

58)    /(l+a^)  =  ar  — i2r2  + Ja:»  — ia:4+J.a:*— .... 

2  o  4  5 

{  -  1  <  a:  =  +  iV 

und  • 

59)    Arctang;i;  =:  ;k  —  s-a:'  +  3-«»i— s-.T^  +  g-a;' — .... 

{— l=a:  =  +  lj 

WO  Are tang x  immer  zwischen  —  \n  und  Wn  genommen  vi^er- 
den  muss. 

F&T  a;=---l  geht  die  Reihe  auf  der  rechten  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens in  der  Gleichung  58)  in  die  Reihe 

,111         1 
—  1,  — 2'--3»  — 4*  — 5»  •'•• 

über»  und  da  dies  nach  einem  bekannten  auch  schon  oben  in  {.  5* 
in.  angewandten  Satze  aus  der  Lehre  von  der  Convergenz  und 
Divergenz  der  Reihen  eine  divergente  Reihe  ist,  so  ist  ersichtlich, 
dass  iür  x^=.^^\  die  Gleichung  Wi  ihre  Gültigkeit  verliert,  worauf 
man  auch  schön  durch  die  soglei^ch  zu  machende  Bemerkung,  dass 
/(l— 1)  =  /O  keinen  endlichen  völlig  bestimmten  Werth  mehr  hat, 
hätte  geführt  werden  könoen. 
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Für  x=l  erhält  mao  aus  der  Gleichang  S8) : 

60)     /2  =  l-J+i-l  +  l- 

und  für  denselben  Werth  von  x  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  59), 
in  welcher  bekanntlich  Arctangj;  immer  zwischen  — In  und  -f^Ts 
zu  nehmen  ist: 

öl)    y«_  1— g.+  -_^+-.      .... 

Indem  ich  diese  Abhandlung  hiermit  schliesse,  wiederhole  ich 
die  schon  im  Eingänge  gemachte  Bemerkung,  dass  ich  in  derselben 
durchaus  nicht  aie  Absicht  gehabt  habe,  olosis  Neues  zu  geben. 
Vielmehr  scbliesst  sich  dieselbe  an  frühere  bekannte  Muster  an, 
die  ich  hier  wohl  nicht  erst  noch  besonders  namhaft  zu  machen 
brauche,    l^h  bezwecke  mit  derselben  hauptsächlich  nur,  eine  zu- 
sammenhängende im  Geiste  der  neueren  Analysis  durchgeführte 
Entvrickelung  aller  derjenigen  Reihen  zu  geben  ,^  welche  gewisser- 
massen  als  Elementar -Reihen  zu  betrachten  sind,  weil  von  den- 
selben die  meisten  übrigen  Untersuchungen  über  die  Reihen  und 
die  Functionen  ihren  Auslauf  nehmen  müssen ,  so  wie  denn  auch 
auf  denselben  ledislich  die  Construction  der  Tafeln  beruhet,  welche 
in  der  gesammten  Mathematik  die  häufigste  und  allgemeinste  An- 
wendung finden.    Namentlich  habe  ich  aber  in  dieser  Abhandlung 
auch  eine  vollständige  Darstellung   des  Binomischen  Lehrsatzes, 
insbesondere  eine  geiiurige  Unterscheidung  aller  der  Fälle  von  ein- 
ander, in  weichem  die  betreifende  Reihe  convergirt  oder  divergirt, 
der  Satz  also  gültig  oder  ungültig  ist,  zu  geben  versucht,  da  in 
der  That  die  Darstellung  dieses  wichtigen  Theorems ,  wie  dieselbe 
seit  der  Zeit  des  Flors  der  combinatorischen  Analysis  ganz  in  der 
n&nliehen  veralteten  Weise  auch  selbst  in  vielen  neqeren  Lehr- 
büchern der  sogenannten  Analysis  des  Endlichen  oder  der  alge- 
braischen Analysis  zum  Ueberdruss   immer  wieder  erscheint,  den 
Ansprüchen ,  welche  man  nach  den  neueren  Fortschritten  der  Ana- 
lysis zu  machen  berechtigt  Ist,   doch  zu  wenig  genügt,  wobei  ich 
natürlich  nur  Lehrbücher,  die  sich  als  eine  höhere  wissenschaft- 
liche Tendenz  verfolgend  ankündigen,  nicht  solche,  die  bloss  för 
den  Elementar -Unterricht  in  der  allgemeinen  Arithmetik  bestimmt 
sind  oder  eine  mehr  praktische  Richtung  einschlagen,  im  Auge 
habe.    Ich  wünsche  daher  durch  diese  Abhandlung  zur  grosseren 
Verbreitung  der  neueren  Ansichten  in  der  Analysis  beizutragen, 
welches  dem  Zwecke    des  Archivs  durchaus  nicht  widerspricht, 
sondern  demselben  vielmehr  yOllig  gemäss  ist.    Zugleich  soll  die- 
selbe einef  anderen   in  ähnlicher  Weise    gehaltenen,    nächstens 
folgenden  Abhandlung  über  die  imaginären  Grossen  zur  Vorberei- 
tung dienen. 
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BeitrafT  zu  der  Iiebre  Ton  den  Farben. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Botzenhart,^ 

AtsisteateB  der  Physik  am  k.  k.  polytedmttchen  Imtttat  xu  Wim, 

(Darch  Herrn  Director  ▼•  Littrow  dem  Herant^eber  gütigst  sur  Auf* 

nähme  in  das  ArchiT  mitgetheilt) 


Eine  vollkommene  allen  Anforderangen  entsprechende  Theorie 
der  Farben  der  Körper  ist  noch  immer  eine  Aufgabe  der  Physik, 
zu  deren  Lösung  eine  von  mir  vor  Kurzem  gemachte  Beobachtung 
Einiges  beitragen  dürfte. 

Wenn  man  das  von  gefärbten  Körpern  durch  Refle)cion  uns 
zugesendete  Licht  mitteist  der  in  Poggendorffs  Annalen  Bd.  LXV. 
S.  4:  beschriebenen  dichroscopischen  Loupe  analysirt»  so  siebt 
man  bei  einer  gewissen  Schiefe  der  Incidenz  des  auf  den  farbigen 
Körper  fallenden  Lichtes  und  wenn  die  Ebene  des  Hanptschnittes 
des  Kalkspathrhomboids.  mit  der  Einfaiisebene  der  zum  Auge  ge« 
langenden  Strahlen  parallel  ist*  oder  auf  ihr  senkrecht  steht» 
zwei  Bilder 9  von  denen  das  eine  nahe  vollkommen  weiss,  das 
andere  aber  mit  derselben  Farbe  wie  der  untersuchte  Körper 
erscheint.  Am  deutlichsten  zeigt  sich  die  Erscheinuns  an  ziemlich 
gut  reflectirenden  gefärbten  Flächen»  namentlich  gefärbter  Papiere» 
farbiger  Gläser,  Flüssigkeiten»  Krystalle  etc.  Wenn  die  Fläche 
nur  einigermassen  spiegelt»  und  man  unter  dem  gehörigen  Winkel» 
den  man  durch  den  Versuch  leicht  ausmittelo  kann,  S^ß^^  ^^ 
Fläche  hinsieht»  so  ist  die  Sonderung  des  weissen  und  farbigen 
Bildes  eine  vollkommene. 

Bei  minder  gut  reflectirenden  Flächen,  wie  auch  bei  farbigen 
.Pulvern  und  unter  andern  Incidenzwinkeln  der  Strahlen  ist  die 
Sonderung  minder  vollkommen  und  geht  bis  zur  völligen  Gleich- 
heit beider  Bilder. 

Wbnn  man  auf  die  früher  angegebene  Weise  die  vollkommene 
Sonderung  erhalten  hat  und  hält  zwischen  den  farbigen  Körper 
und  die  Loupe  eine  parallel  zur  Axe  geschnittene  Turmalinplatte 
Bo,  dass  ihr  Hauptschnitt  dem  des  Ksdkspathes  parallel  ist»  oder 
auf  ihm  senkreht  steht»  so  verschwindet  aas  eine  oder  das  andere 
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Bild  Tollkommen.  Das  weisse  Bild  charakterisirt  sich  als  io  der 
Einfallsebene  der  Strahlen  polarisirt>  das  farbige,  ist  senkrecht 
darauf  polarisirt. 

Da  nun  gewohnliches  Licht  auf  eine  Fläche  auffallend  durch 
Reflexion  immer  nur  in  der  Einfallsebene  polarisirt  wird,  so  kann 
das  von  der  farbigen  Fläche  kommende  auf  der  Einfallsebene 
senkrecht  polarisirte  Licht  nicht  durch  Reflexion  an  der  Oberfläche 
des  Korpers  entstehen ,  sondern  ist  durchgelassenes  (daher  Senk- 
recht zur  Einfallsebene  polarisirtds)  und  aus  dem  Innern  des  Kor- 
pers reflectirtes  Licht. 

Alis  dieser  von  mir  beobaqhteteD  Erscheinung  gehen  zunächst 
mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  folgende  zwei  Sätze  hervor: 

1)  Das  auf  die  Kdrper  aufiallende  weisse  Licht  wird  auch  als 
solches  reflectirt. 

Der  öfters  aufgestellte  Satz,  dass  farbige  Korper  von  dem  auf 
ihre  Oberfläche  auffallenden  weissen  Lichte  einige  farbige  StrahleD 
zurücksenden,  andere  in  sich  eindringen  lassen,  scheint  nach  obi- 
ger Beobachtung  unrichtig. 

2)  Das  von  den  Korpern  uns  zugesendete  farbige  Licht  kommt 
nicht  von  ihrer  Onerfläche,  sondern  aus  ihrem  Innern  durch 
Reflexion  nach  vorausgegangener  Transmission. 

Dies  im  Kurzen  die  von  mir  gemachte  Beobachtung  und  die 
daraus  zunächst  sich  ergebenden  Folgerungen.  Ich  habe  Versuche 
mit  homogenem  Lichte,  eben  so  mit  weissem  polarisirten  Lichte 
gemacht,  welche  mir  obige  zwei  Sätze  zu  bestätigen  scheinen. 

Da  ich  über  diesen  Gegenstand,  der  mit  Vielen  andern  Er 
scheinungen,  als  z.  B.  mit  den  Farben  glühender  Körper,  der 
elliptischen  Polarisation  durch  Reflexion  von  Metalloberflächen  etc. 
im  innigsten  Zusammenhange  zu  stehen  scheint,  noch  eine  aus- 
gedehnte Reih^  von  Versuchen  anstellen  werde,  und  selbe  noch 
viele  Zeit  in  Anspruch  nehmen  dürften ,  so  hielt  ich  es  für  zweck- 
mässig, das  Hauptergebniss  meiner  Untersuchung  vorläufig^  im 
Archive  mitzutheilen,  und  behalte  mir  vor,  das  Endresultat  meiner 
Untersuchuögen  späterhin  im  Detail  in  dieser  Zeitschrift  bekannt 
zu  machen.  ^ 
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Uelber  ein  neues  lo^sches  Ofssetz  und 
scdne  Anwendung:  anf  die  BegrQndnncr 

der  Paranelentheorle. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilb.  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  za   Tamow  in   Gafizien. 


l.    Schwierigieiten  der  Parallelentheotie. 

Die  Lehre  von  den  parallelen  Geraden  hat  allbekanntlich  die 
hiinderliche  Eigenheit,  dass  man,  wie  man  es  auch  immer  anfangen 
mag»  doch  jedesmal  auf  einen  Satz  stusst,  der  sich  nicht  in  der 

fewöhniichen  Weise  aus  seinen  Vorläufern ,  oder  aus  der  Natur 
er  in  ihm  verbundenen  geometrischen  Begriffe  erweisen  lässt. 
Die  Ursache  dieser  unangenehmen  Unterbrechung  des  innigsten 
Zusammenhanges  und  der  folgerechten  Reibung  aller  Sätze  der 
Geometrie  liegt  in  der  Unmöglichkeit,  die  einfachen  Begriffe 
,,Lage  und  Richtung^^  weder  erklären,  noch  auch  nur  durch  zu- 
reichende Grundmerkmale  charakteriiäiren  zu  können. 

2.    Abhilf  en* 

Als  erste  Abhilfe  hat  man  nun  vielerhand  Erklärungen 
der  Parallellinien  versucht.  Allein  da  es  sich  hier  nicht  um 
eine  Sach-,  sondern  nur  um  eine  Worterklärung,  d.  fa.  eigentlich 
um  Angabe  des  Grundes  für  die  Wahl  einer  Benennung  eiber  be- 
reits erkannten  Eigenschaft  zweier  unbegrenzten  geraden  Linien 
handelt ,  und  da  naturgemäss  derlei  Benennungen  aus  den  üblichen 
Namen  der  einzelnen  Merkmale  solcher  Eigenschaften  zusammen- 
gesetzt zu  werden  pflegen,  so  kann  man  die  griechische  Benen- 
nung naqoiXXifiXai  y  weil  sie  aus  Tca^cr,  bedeutend  (mit  dem  Dativ 
auf  die  Frage  wo?)  bei,  neben,  länes,  juxta,  und  dXXvihug, 
einander  zusammengesetzt,  und  daner  durch  nebeneinan- 
der i  seh  zu  verdeutschen  ist,  nur  dadurch  erläutern  —  wie  auch 
blereits  Euklid  gethan  —  dass  die  also  ]t)enamseten  Gegenstände 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  entweder  im  Räume  odör  auf  einer 
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Fläche,  neben  einander,  d.  i.  jeder  auf  nur  Einer  Seite  des  an- 
deren liegen ,  und  (nicht  wie  manche  sich  berührende  Raumdinge) 
keinen  Punkt  gemein  haben»  oder  nirgends  zusammentreffen,  son- 
dern überall  getrennt  (separat)  bleiben.  Sind  diese  räumlichen 
Gegenstände .  insbesondere  gerade,  und  zugleich  in  einerlei 
Ebene  befindliche  Linien,  so  lässt  sich  von  ihnen  nach* 
weisen:  1)  dass  jedwede  Richtung  der  einen  als  einer  Richtung 
der  anderen  gl  eich  angesehen  werden  dürfe,  mithin  insofern  beide 
Geraden  gleichgerichtet  (äquidirect)  oder  gleichlaufend 
(gleichläalig)  heissen  kuniien,  und  2)  dass  sämmtliche  Punkte 
ein^r  jeden  Geraden  von  der  anderen  gleiche  (senkrechte)  Abstände 
haben  5  folglich  beide  Greraded  von  einander  gleich  abständig 
(äquidistant)  sind.  Diese  Gleichabständigkeit  besteht  auch ,  wenn 
eine  Gerade  neben  einer  Ebene  oder  zwei  Ebenen  neben  einander 
liegen  also  nebeneinanderisch ,  oder  im  obigen  Sinne  paraliei  sind. 
Allein  dies  berechtiget  keineswegs  zu  der  ^  in  vielen  neueren  Lehr- 
büchern der  Geometrie  beliebten  Erklärung:  „Parallel  (neben- 
einanderisch) heisst  ein  räumlicher  Gegenstand  zu  einem  anderen 
(insbesondere  zwei  Geraden  oder  Ebenen  zu  einander,  oder  eine 
Gerade  zu  einer  Ebene)  wenn  jeder  Punkt  des  ersteren  gleichweit 
von  dem  letzteren  (Gegenstande)  entfernt  ist/'  Eine  solche  Er- 
klärung klingt  wie  etwa  folgende:  „Ein  gleichseitiges  oder  ein 
gleicnwinKeliges  Dreieck  ist  ein  solches,  dessen  Spitzen 
von  den  gegenüberliegenden  iSeiten  gleichweit  abstehen,''  oder 
wie  folgende:  „Ein  gleichseitiges  Viereck  ist  ein  solches,  in 
welchem  die  Diagonalen  sich  winkelrecht  halbiren/'  Nichts  ist 
widernatürlicher,  als  solche,  erst  absonderlich  zu  erweisende, 
Lehrsätze  in  Erklärungen  umzuformen. 

3.  Allein  weder  jenes  Neben- einander -liegen  oder  Von -ein- 
ander-geschieden -sein,  noch  diese  Gleichabständigkeit  erschöpft, 
einzeln  für  sich  genommen,  den  mit  dem  Worte  „Parallel"  nicht 
etymologisch,  sondern  von  den  Geometern  eigentlich  verbundenen 
Begriff.  Denn  —  wie  schon  Tacquet  gegen  Euklid  bemerkt-- 
gibt  es  Linien ,  von  denen  jede  auf  blos  Einer  Seite  der  anderen 
Hegt,  die  also  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nirgends  zusammen- 
treffen, nie  z.  B.  die  Hyperbel  oder  die  Conchois,  und  ihre  gerade 
Asymptote,  zwei  Parabeln  mit  einerlei  Brennpunkt  und  Axe,  u.  m.a. ; 
una  doch  nennt  sie  der  Geometer  nicht  parallel.  Andererseits  er- 
hält man  zu  einer  krummen  Linie  oder  Fläche  eine  gl  eich  ab- 
stand ige,  wenn  man  von  jedem  Punkte  derselben  auf  seiner 
Normale  nach  einerlei  Seite  oder  Gegend  hin  gleiehgrosse  Strecken 
nimmt  und  ihre  Endpunkte  stetig  verbindet.  (KJügel,  Mathem. 
Wörterb.  3.  Bd.  S.  738.  Nro.  24^).  Aber  solche  gleichabständige 
Linien  oder  Flächen  ^können  dessenungeachtet  mit  einander  zu- 
sammentreffen, wie  z.  B.  die  Ellipse  und  Parabel  mit  mancher 
ihrer  inneren ,  die  Cyclotde  mit  jeder  äusseren ,  und  die  Hyperbel 
sowohl  mit  inneren  als  äusseren  Aequidistanten ,  u.  m.  dgl.  Dess- 
wegen  däucht  es  mir  der  strengeren  Wisserischaftlich- 
keit  der  Geometrie  angemessener  zu  sein,  von  jeglichen 
zwei  solchen  mit  einander  zu  betrachtenden  rädmlichen  Gegen- 
ständen vorerst  zu  erweisen ,  dass  ihr  Getrenntsein  und  ihre  Gleich- 
abständigkeit sich  gegenseitig  bedingen,  und  nachher  erst  dess- 
weeen  sie  parallel  zu  nennen. 


wegen  sie  p 
Theil  VUI. 
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4«  Eine  zweite  Abhilfe,  deren  sich  alle  neueren  kritUchen 
und  die  gerügte  schwache  Seite  der  Parallelentheorie  offenherzig 
eingestehenden  Geometer  bedienen ,  ist  die  zu  Gmodelegung  eines 
möglichst  einleuchtenden  Lehrsatzes.  Je  mehr  dieser  in  der  That 
vea  selbst  erhellet,  je  leichter  er  begriffen  und  zugestanden  werden 
kann ,  oder  je  plausibler  er  ist ;  tfir  desto  grflodlicher  erkennt  man 
die  auf  ihn  gebaute  Parallelentheorie  an»  Von  diesen  Theorien 
sind  jedoch  alle  jene  wenigstens  tadelnswerth,  wenn  nicht 
schlechterdings  verwerflich ,  welche  sich  auf  die  Lehre  von  den 
Dreiecken  stützen,  also  das  Einfache  durch  das  Zusammengesetzte 
beweisen;  da  bei  den  Parallellinien  eigentlich  nur  an  einem  Paar 
Cieraden,  ihre  Winkel  mit  einer  blos  nir  die  Forschung  zu  Hülfe 
genommenen  dritten  zu  betrachten  kommen ,  bei  den  Dreiecken 
aber  ausser  den  Winkeln  auch  noch  Seiten,  begrenzte  gerade 
Linien,  betrachtet  werden.  Dann  aber  bleiben  der  anderen  Pa- 
rallelentheorien nur  höchst  wenige  übrig,  und  selbst  diese  sind 
nicht  anJbedenkiich, 

Sehr  gern  legt  man  einen  der  beiden  folgenden  Sätze  als  evi- 
dent zu  Grunde: 

„Zu  einer  Geraden  gibt  es  durch  jeden  Punkt  nur  eine  ein- 
zige parallele  Gerade." 

„Zwei  Geraden,  die  zu  einer  dritten  parallel  sind,  müssen 
auch  zu  einander  parallel  sein." 

Der  Hauptgrund,  den  man  für  diese  Sätze  beibringt,  ist  ihre 
Analogie,  ihr  6leichlauten  mit  vielen  anderen.  Allein  ihnen  «flehen 
doch  auch  folgende  analoge  Sätze  entgegen : 

171» 

„Zu  einer  p  ^?®  gibt  es  durch  jeden  Punkt  unzählig 
viele   parallele  <|£*".« 

•♦2''«  eÄT'  *«  ^  «'""  Äen  P«»»«*  «»•''  "»««•» 
keineswegs  parallel  sein,  sondern  können  sich  manchmal  auch 
schneiden." 

Dadurch  leiden  obige  Sätze  sehr  an  ihrer  Evidenz  und  unbe- 
denklichen Zulassung. 

5.  Die  dritte  Abhilfe,  weiche  meines  Wissens  noch  Nie- 
mand vor  mir  vorgeschlagen  hat,  ist  die  Berücksichtigung  des 
allgemein  und  streng,  erweisbaren^  nothwendigen  Zusammenhaltes 
zweier  Paare  unzertrennlich  zusammen  bestehender  Beschaffen- 
heiten oder  Merkmale  —  wie  deren  so  vielerlei  in  der  Mathematik 
vorkommen  —  von  denen  die  einen  bestimmt,  die  anderen  unbe- 
stimmt, insbesondere  theils  Gleichheiten  theils  tJi^leichheiten 
sind;  und  die  daraus  folgende  Aufstellung  der  vier,  solchen  Zu- 
sammenhang umständlich  und  vollständig  ausprecbenden  Sätze, 
unter  denen  im  vorliegenden  Falle  ein  nach  den  gewöhnlichen 
Schlnssarten  nicht  erweisbarer  Lehrsatz  vorkommt.  — *-  Nachdem 
ich  den  Beweis  dieses  Zusammenhanges  vielmals  und  mit  Beseiti- 
gung aller  der  Wissenschaft  nachtheiTigen  Selbstliebe  kritisch  ge- 
prüft und  ohne  Fehler  befunden  habe,  so  glaube  ich  nicht  weiter 
anstehen  zu  sollen,  diese  neue  Begrüodungsweise  der  Parallelen- 
theorie  den  Geometero  zur  Beachtung  vorzulegen. 
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6.  Neuer  Hauptlehtiatt  der  Loffik.  Hängen  zwei 
Begriffe  S  und  £  dergestalt  unzertrennlich  zusammen, 
dass  beide  nur  zugleich  vorhanden  sein  kOnnen,  kei- 
ner aber  ohne  den  anderen  bestehen  kann;  und  ist  der 
Begriff  S  nur  entweder  der  eindeutige  also  bestimmte 
a,  oder  der  zweideutige  also  unbestimmte  6,  (namentlich 
entweder  b'  oder^'O;  dessgleichen  der  Begriff  2  nur  ent- 
weder der  eindeutige  also  bestimmte  a,  oder  der 
zweideutige  also  unbestimmte  ß^  (namentlich  entweder  ß^ 
oder  ß"):  so  muss  jedweder  einzelne  der  ersteren  zwei 
sich  gegenseitig  ausschliessenden  Begriffe  a  und  6 
(welcher  selbst  entweder  ö'  oder  b"  ist)  mit  einem  der  letzte- 
ren zwei  einander  gegenseitig  ausschliessenden  Be- 
griffe er  und  ß  (der  selbst  entweder  ß^  oder  ß^'  ist)  zusammen 
bestehen; 

und  zwar  mtissen  jederzeit  und  nothwendig 

eiperseits  die  beiden  eindeutigen,  bestimmten,  a  u.  a, 

andererseits  die  beiden  zweideutigen,  unbestimmten, 
6  und  ß, 

mit  einander  bestehen,  jeder  den  andern  bedingen;  nie 
aber  kann  ein  eindeutiger,  bestimmter,  mit  einem  zwei- 
deutigen, unbestimmten,  zusammen  bestehen. 

Eigentlich  ist  hier  nur  der  letztere « verneinende  Satz  zu  er- 
weisen, nemlich,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nie 
ein  eindeutiger  und  ein  zweideutiger  ein  bestimmter  und  ein  un- 
bestimmter Begriff,  d.  i.  weder  a  lind  ß,  noch  a  und  6,  mit  ein- 
ander bestehen  kfinnen;  denn  dieser  Satz  zerfällt  nothwendig  in 
jene  zwei  ersteren  bejahenden  Sätze. 

Richtig  aber  muss  der  Satz  sein,  weil  an  dem  eindeu- 
tigen Begrine  a  oder  a  kein  Merkmal  oder  Kennzeichen  sich 
auffinden  lässt,  welcher  der  beiden  dem  zweideutigen  gleicheel- 
tenden  einander  gegenseitig  ausschliessenden  Begriffe  mit  ihm 
(dem  eindeutigen)  zusammen  bestehen  soll,  nemlich  ob  zu  a  der 
Begriff  ß'  oder  ß",  zu  a  der  Begriff  b'  oder  b"  gehöre;  und  weil 
maq  daner  durcnaus  keinerlei  Grund  hat ,  mit  jenem  eindeutigen 
eher  den  einen  als  den  anderen  der  zwei  disjunctiven  Begriffe 
verbunden  zu  denken  —  mit  a  eher  ß'  als  ß",  mit  a  eher  b'  als  o^---.; 
oder  auch,  weil  jeder  Grund,  aus  welchem  man  den  einen  mit 
ihm  verbunden  ansehen  will,  auch  anwendbar  ist,  um  den  andern 
mit  ihm  verbunden  anzunehmen,  so  dass  beide  zugleich  damit 
verbunden  gedacht  werden  kannten  —  mit  a  sowohl  p  als  ß",  mit 
et  sowohl  6  als  6^  — ;  was  doch  offenbar  ungereimt  ist,  da  diese 
zwei  disjunctiven  Begriffe  ß'  und  ß*'  so  wie  b'  und  b"  einander 
dermassen  ausschliessen,  dass  sie  nie  mit  einander  zugleich  vor- 
kommen können. 

7f  Fernere  Erläuterung.  Wenn  demnach  <Ue  zwei  dis^ 
juDctiven  Urtheile 

1)  <S  ist  entweder  a 

oder  6,  und  im  letzteren  Falle  entweder  b'  oder  V'\ 

2)  21  ist  entweder  a 

oder  ßy  und  im  letzteren  Falle  entweder  /ST  oder  ß*f\ 

21  • 
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uDzertreoDlicb  zusaromeohSngeD ,    so   das«   mit  eiDem  jeden   der 
Urtheile 

S  tut  a,    S  ist  b. 
eines  der  Urtheile 

Dotbwendig  verbunden  sein  muss ;  so  müssen  jederzeit  einerseits 
die  beiden  bestimmten  Urtheile 

S  tat  a  nnd    £  ist  a, 

so  wie  andererseits  die  beiden  anbestimmten  zweidentigen  Urtheile 

S  ist  6  =  b'  oder  b"  und  i:\stß=iß'  oder  ß" 

gleichzeitig  zusammen  bestehen. 

Folglich  müssen  zugleich  mit  einander  vier  hypothetische 
Urtheile  gelten:  » 

1)  Wenn  S,  a  ist;  so  ist  2,  cu 

2)  Wenn  S,  b  ist;  so  ist  1,  ß. 

3)  Wenn  Z,  a  ist;  so  ist  S,  a. 

4)  Wenn  £,  ß  ist;  so  ist  Sy  b. 

Von  diesen  sind  1)  und  4)  so  wie  2)  und  3)  Contrapositionen 
von  einander,  mithin  unmittelbare  Folgerungen  aus  einander; 
dessgleicben  sind  1)  und  3)  so  wie  2)  und  4)  Umgekehrte  von 
einaMer. 

8.    Abionderliche  Beweiiführung  in  der  Anwendung. 

Obwohl  diese  vier  hypothetischen  Urtheile,  als  eben  so  viel 
Lehrsätze  der  angewandten  Logik,  nach  dem  obigen  Beweise, 
ganz  allgemein  und  in  aller  Strenge  gelten  rafissen,  und  sonach 
in  jedem  besonderen  Falle  mit  voller  Ueberzeugung  von  ihrer 
Giltigkeit  angewendet  werden  dürfen , ,  so  muss  man  sie  dennoch 
in  den  «nzeinen  Zweigen  der  Grussenwissenschaft  noch  abson- 
derlich beweisen,  um  darzulegen,  dass  die  in  ihnen  verbundenen 
zweierlei  Begriffe  wirklich  einander  gegenseitig  bedingen. 

Ge.wuhnlich  beweist  man  zwei  solche  aus  ihnen,  die 
nicht  Contrapositionen ,  also  nicht  nothwendige  utimittelbare  Folgen 
aus  einander  sind,  nemlich 

entweder  1)  und  2),  oder  1)  und  3); 

wonach  die  beiden  übrigen  als  ihre  Contrapositionen ,  auch  ,ihre 
nächsten  noth wendigen  Folgen  sind.  Der  erstere  Vorgang  ist  ein  be- 
sonderer Fall  des  al^emeinen  Umkehrungsgesetzes  von  Hauber  *). 


*)    VergL  meinen  Aufcatz  im  Archi?.  6.  Theil.  4.  Heft    Nro.  \LIV. 
Art  n.,  U  S.  358. 
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Aber  es  genügt  auch  schon  der  Beweis  eines  einzi- 
gen dieser  vier  8ätze,  um  sie  allesammt  über  jeden  Zweifel 
zu  erheben»  oder' vielmehr ,  da  sie  vermöge  des  obigen  allgemeinen 
Beweises  derselben  keinem  gegründeten  Zweifel  unterliegen  kOnnen, 
um  sie  nur  noch  mehr  zu  bestätigen  und  zu  bekräftigen.  Beweist 
man  z.  B.  den  Satz  1)*),  so  folgt  aus  ihm  seine  Contrapositiop 
4)  und  aus  beiden  jeder  der  zwei  anderen. 

Denn  wollte  man  etwa  den  Satz: 

3)  Wenn  2,  a  ist;  so  ist  S,  a; 

nicht  zugestehen,  also  nicht  gelten  lassen,  dass  mit  dem  Begriffe 
a  der  Begriff  a  zusammenhänge ;  so  mfisste  man ,  weil  mit  dem 
Begriffe  a  doch  nothwendi^  einer  der  Begriffe  a  und  b  verbunden 
sein  muss,  mit  ihm  den  Begriff  b  verknüpfen,  also  den  Satz: 

Wenn  £,  a  ist;  so  ist  S,  b; 

einräumen.  Aus  diesen  würde  aber  durch  Contraposition  sogleich 
folgen : 


d.  fa. 


Wenn  S  nicht  b  ist;  so  ist  auch  2!  nicht  a; 


Wenn  S,  a  ist ;  so  ist  £,  ß* 


so 


Da^edocb  diese  Folgerung  mit  1)  im  Widerspruche  ist, 
leidet  die  Giltigkeit  von  3)  keinen  Zweifel.    Dann  aber  gilt  auch 
seine  Contraposition  2). 

9.    Gewöhnliche  allgemeine  Anwendung. 

Der  obige  logische  Hauptlehrsatz  kommt  vornehmlich  da  in 
Anwendung,  wo  aS  und  £  Vergleichungen  von  Grössen  oder 
Beschafienheiten  mancher  Gegenstände  sind;  daher  a  und  a 
die  Gleichheit,  das  Gleichsein  (=)»  dagegen  b  und  ß  die  Un- 
l^leichheit,  Verschiedenheit,  das  Verscbi edensein  (:Z)  solcher 
Eigenschaften  bedeuten.    Für  diesen  Fall  gilt  folgender 

Allgemeiner  logischer  Lehrsatz.  Wenn  an  irgend 
zweien,  unzertrennlich  mit  einander  bestehenden, 
sich  gegenseitig  bedingenden  oder  bestimmenden 
Gegenständen  Cr  und  </  zweierlei  Merkmale  (Beschaffen- 
heiten, Eigenschaften  oder  Bestimmungsstucke),  nemlicb  so- 
wohl eines  Theils  A  und  a,  als  auch,  andern  Theils  B 
und  b  vorkommen;  und  wenn  die  beiden  Merkmale  der- 
selben Art  entweder  gleich  (=)  oder  ungleich  (verschie- 
den ZI)  Itein  können,  mithin  nothwendig  jede  der  bei- 
den Vergleichungen 


A=:^  a  und  A  "Z. 


a 


mit  einer  der  beiden  anderartigen 

Ä  =  6  und  BZ* 


*)   Wie  in  der  unten  folgenden    Lehre    vom  Zasammentreffen  der 
geraden. 
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zasammen  bestehen  moes:  so  müssen  jederzeit  U4id 
Bothwendig  einerseits  dieGleichheiten  der  beiderlei 
Merkmale,  d.  i. 

il  =  a  und  B=^  b, 

mit  einander  und  andererseits  auch  die  Ungleichhei- 
ten dieser  zweierlei  Merkmale  d.  I. 

J  Z  a  und  jB  z:  6 

wieder  mit  einander  bestehen;  nie  aber  kann  die 
Gleichheit  der  einen  Merkmale  mit  der  Ungleichheit 
der  anderen 

weder  Azna  mit  BZZlb, 
noch  B:=ib  mit  A'Z.ü, 

bestehen. 

Sind   nemlich  die  einen  Merkmale  gleich,   so  sind  auch  die 
anderen  gleich; 

sind  dagegen  die  einen  Merkmale  ungleich ,   so  sind  auch  die 
anderen  ungleich ; 

niemals  aber  können  die  einen  Merkmale  gleich 

und  die  andern  ungleich  sein. 

Mitbin  müssen  hier  jedesmal  zugleich  folgende  vier  hypo- 
thetische Sätze  gelten: 

I.  Wenn  A-='a  ist;  so  ist  auch  B^=zb, 

II.  Wenn  ^^a  ist;  so  ist  auch  B'Zb. 

III.  Wenn  B^b  ist;  so  ist  auch  Ai=:a, 

IV,  Wenn  B'Zb  ist;  so  ist  auch  A'Za. 

10.    Beispiele. 

1)  Sind  die  Zusätze  (zweiten  Summanden)  zu  einerlei  Grosse 

(erstem  Summand)  »«^^i^ii«   so  sind  auch  die  Beträge  (Summen) 

gleich 
ungleich' 

Umgekehrt: 
Sind  nach  geschehenem  Zusätze  zu  einerlei  Grösse  (Subtra- 
hend) die  Beträge  (Minuende)    ^  |  .  t  ,   so  müssen   auch  die  ge- 
brauchten Zusätze  (Unterschiede,  Differenzen)    ^  rfvu  'sciu. 

2)  Sind  bei  einerlei  Multiplikand   (erstem  Factor)  die  Multi- 
plikatoren (zweiten  Factoren)    f^i^^^u»  *^  *'°^  ^^^^  djeProducte 

gleich 
ungleich* 
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Umgekeh  rt: 
Sind  bei  eioerlei  Divisof  (erstem  Factor)  die  Dividende  (Pro- 
ducta) uf  Jj^^ßj,»   «o  «ind  auch  die  QuotieDten  (zweiten  Factoiren) 

gleich 
ungleich' 

3)  Im  Dreiecke  liegen 

gleichen    Seiten    gleiche    Winkel, 
und  ungleichen  Seiten  ungleiche  Winkel  gegenüber; 

aUo  liegen  auch  umgekehrt: 

gleichen    Winkeln    gleiche    Seiten, 
und  ungleichen  Winkeln  ungleiche  Seiten  gegenüber. 


IL 

Verwendung  des  aufgestellten  logischen  Gesetzes  in 

der  Paralleientheoriey 

11.  Zweckmässiffere  Benennung  der  Winkel 
zweier  Geraden  in  einerlei  Ebene  mit  einer  tie  beide 
in  zwei  Punkten  schneidenden  dritten. 

Werden  (Tat.  IV.  Fig.  3.;  zwei  in  einerlei  Ebene  befindliche 
Geraden  LM  und  Xii  von  einer  dritten  Nv  in  zwei  Punkten  P  und 
n  geschnitten ,  so  heissen  bekanntlich  einem  allgemeinen  Gebrauche 
ganäs«  die  Winkel  a,  6,  «» /?  innere/  und  ihre  Scheitelwinkel 
a\b',a,ß'  äussere  Winkel; 

femer  die  Winkel  a  mit  a,  und  b  mit  ß  Wechselwinkel, 
so  wie  die  Winkel  a  mit  ß,  und  b  mit  a  Gegenwinkel. 

Höchst  zweckmässig  behält  man  mit  Knar  diese  letzteren 
Benennungen  der  Paare  zusammengestellter  Winkel  der  einen  und 
anderen  Geraden  mit  der  dritten  Schneidenden  auch  dann  noch 
bei,  wenn  in  obigen  Paaren  an  die  Stelle  eines  oder  beider  Win- 
kel der  (gleiche)  Scheitelwinkel  tritt.  —  Dann  sind 

(gleichlautend  bezeichnete)  Wechselwinkel: 

aaai/  a^ticif^ ,  bßbß'b'ßb'P^ 
(ungleichlautend  bezeichnete)  Gegenwinkel: 

aß  aß*  a'ß  a'ß* ,   ba  ba  Va  Va\ 

12.  Allgemeiner  Zusammenhans  zwischen  den 
Grossen  der  Wechsel-  und  Gegenwinkel. 

(Revier)  Hauptlehrsatz.  Werden  zwei  gerade  Linien 
von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  geschnitten,  so  ist 
sowohl  der  Unterschied  jeder  zwei  WechselwinkeL 
als  auch  der  Unterschied  eines  gestreckten  Winkels 
und  der  Summe  jeder  zwei  Gegenwinkel  überall  gleich, 
wofern  Immer  (arithmetisch)  das  Kleinere  vom  Grosseren  abge- 
zogen wird. 
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Denn  behält  man  in  Taf.  IV.  Fig.  4.  die  Bezeichnung  aus 
Taf.  IV.  Fig.  3.  mit  der  einzigen  Abweichung  bei,  dass  man  die 
äusseren  Winkel  gerade  so,  wie  die  ihnen  als  Scheitelwinkel 
gleichen  inneren  bezeichnet,  weil  hier  nur  die  Grösse  der  Winkel 
zu  berücksichtigen  kommt;  so  hat  man,  weil  «und  b  so  wie  « 
und  ß  Nebenwinkel  sind,  wenn  der  gestreckte  Winkel  mit  G  be- 
zeichnet wird,  die  Gleichungen: 

a-f  6=6,   a+ß=zG. 

Daraus  folgt  sogleich  a  +  b=ia+ß,  und  wenn  man  aC.» 
voraussetzt , 

a — a  =  ß'-b, 

wonach  b^ß  sein  rouss. 

Schreibt  man  die  erste  Gleichung  wie  folgt : 

G  =  (a+ß)  -^  (ß-b)  =  (*+«)  +  (o--«) , 

so  findet  man   hieraus  und  aus  dem  bereits  Gefundenen  die  Glei- 
chungen : 

a— a  =  ^-Ä=  G— (Ä+«)  =  (a+/3)  — G, 

welche  den  behaupteten  Satz  ausdrucken ,  und  in  denen  a+ß  ^  G, 
b+a<GiBt. 

13.    Gefolgerte  allgemeine  Alternative. 
erscnwindet  jemnach  irgend  einer  dieser  durchweg  glei- 
eben  Unterschiede f  so  ^^■^'^"^  ""^*  auch  schon  jeder. 

Vereinzelte  Betrachtung. 

Werden  zwei  gerade  Linien  von  einer  dritten  in  zwei  Punkten 
dergestalt  geschnitten , '  dass  entweder  irgend  zwei  Wechselwinkel 

T^  h  **°*^>    ^^^  irgend  zwei  Gegenwinkel  zusammen   ®'P®° 
gestreckten  Winkel  ausmachen:  so  sind  auch  jede  zwei  Wechsel- 
winkel ^^t^'  y^f    und  jede  zwei  Gegenwinkel  machen  zusammen 

kÄn  S«s*«-«ckten  Winkel  aus. 

14.    Auf  diese  Vergleichung  der  Winkel  gegründete 

tlnterscAeidung  .. 

A,    der  Seiten  der  Schneidenden. 

Wo  die  allesammt  gleichen  Unterschiede  wirklich 
bestehen,  da  unterscheiden  sich  die  beiden  Seiten  der  schneid 
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« 

denden   Geraden  darin  von  einander  ^  dass  auf  der  ^^?^^     Seite 
jeder  äussere  Winkel  S'^f^^®^  als  sein  innerer  Wechselwinkel, 

uad  die  Summe  der  inneren  Gegenwinkel  »,t'°Y,»  jene  der 

grosser 

äusseren  Gesenwinkel  aber  um  eben  so  viel  f[^*^J  als  ein 

^  kleiner 

gestreckter  Winkel  ist. 

Wo  aber  dje  allesammt  gleichen  Unterschiede  ver- 
schwinden, da  besteht  auch  kein  solcher  Unterschied  zwischen 
d^n  Seiten  der  Schneidenden ;  sondern  auf  beiden  Seiten  derselben 
ist  jeder  äussereWinkeleleich  seinem  inneren  Wechselwinkel, 
und  sowohl  die  inneren  als  die  äusseren  Gegenwinkel  betragen 
zusammen  einen  gestreckten  Winkel. 

All  dieses  erhellet  aus  Taf.  IV.  Fig.  4.  und  den  in  Art  12.  auf- 
geführten  gleichzeitigen  Vergleichungen : 

a^a,  b<ß,  a  +  ß^  G.  b  +  a<G. 

B^    der  Arten  des  Schneidens. 

Aus  diesen  Ergebnissen  leuchtet  ein ,  dass  zwei  gerade  Linien 
von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  nur  auf  zweierlei  Weise 
ge«ehnitten  werden  können,  nemlich  entweder 

1)  so,  dass  jede  zwei  Wechselwinkel  gleich  sind,  und 
jede  zwei  Gegenwinkel  zusammen  einen  gestreckten  Winkel  be- 
tragen , 

folglich ,  dass  auf  beiden  Seiten  der  Schneidenden  jeder  äussere 
Winkel  seinem  inneren  Wechselwinkei  gleich  ist,  und  jede  zwei 

gleichnamige  ([J^"gI!L)  Gegenwinkel  zusammen  einen  gestreckten 

Winkel  ausmachen,  also  dass  die  beiden  Seiten  der  Schnei- 
denden, rdcksiehttich  der  Vergleichung  der  Winkel,  gleiche 
Beschaffenheit  zeigen;  oder 

2)  so,  dass  jede  zwei  Wechselwinkel  ungleich  sind, 
und  jede  zwei  Gegenwinkel  zusammen  keinen  gestreckten  Winkel 

betragen, 

• 

folglich ,  dass  auf  der  ^^^^  Seite  der  Schneidenden  jeder 
äussere  Winkel  |uj^^'  al»  »ein  innerer  Wechselwinkel  ist,  und 

die  inneren  Gegenwinkel  zusammen  ^^^"i^®''  als  einen  gestreckten 

'Wltikel  ausmachen,  also 

dass  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rQcksichtlich  der 
Vergleichung  der  Winkel  ungleiche  Beschaffenheit  zeigen. 

Man  kiäon  das  ^wSteSfce    Schneiden  kurz    mit    Knar    ein 

Schneiden  unter  „S*?' 5  f"^  Wechselwinkeln  nennen. 

ungleichen 
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15.    Auf  die  gegenseitige  Lage  der  beiden  Geraden 

gegründete  Unterscheidung 

A.    der  Seiten  der  Schneidenden, 

Werden  zwei  Geraden  von  einer  dritten  in  zwei  Punkten  ge- 
•ebnitten»  so  liegt«  wenn  die  Geraden  nirgends  zusammentreflien, 
folglich  durchweg  getrennt  sind,  zu  beiden  S>eiten  der  Schnei- 
denden ein  Paar  getrennter  Strählen  (halber  GentdenX  da- 
gegen wenn  die  Geraden  sich  treffen,  auf  einer  Seite  ein  Paar 
fetrennter,  und  auf  der  anderen  ein  Paar  sich  schneiden- 
er Strahlen.  Dort  schneiden  sich  die  Geraden  weder  diesseits 
noch  jenseits  der  Schneidenden ;  hier  dagegen  schneiden  sie  sich 
auf  nur  einer ,  aber  nicht  auf  der  anderen  Igelte. 

jff.    der  Arten  des  Schneidens. 

Zw^i  Geraden  können  demnach  von  einer  dritten  in  zwei 
Punkten  nur  dermaosen  auf  zweierlei  Art  geschnitten  werden,  dass 
entweder 

1)  zu  beiden  Seiten  der  Schneidenden  jedes  Paar  halber  Ge- 
raden getrennt  ist,  also  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden, 
rücksicntlich  des  Zusammentreffens  der  Hälften  jener  Greraden, 
gleiche  Beschaffenheit  haben;  oder 

2)  so ,  dass  auf  der  einen  Seite  der  Schneidenden  der  Durch- 
schnittspunkt der  zwei  Geraden  liegt,  also  ein  Paar  halber  Ge- 
raden zusammentreffen ,  auf  der  anderen  Seite  kein  Durchschnitts- 
punkt der  Geraden  liegt,  also  ein  Paar  halber  Geraden  getrennt 
sind,  folglich  so,  dass  die  beiden  Seiteu  der  Schneidenden, 
rücktfjchtlich  des  Zusammentreffens  der  Hälften  jener  Geraden, 
ungleiche  Beschaffenheit  besitzen. 

16.     TJebergangsbeirachtung. 

Die  Seiten  der  Schneidenden  zeigen  daher  rücksichtlich  zweier- 
lei Umstände,  eines  Theils  gleiche  andern  Theils  ungleiche  Be- 
schaffenheiten, nemlich  sowohl  rucksichtiich  der  Vergleichungen 
der  Winkel  als  auch  rücksichtlich  der  gegenseitigen  Xagen  der 
halben  Geraden,  welche  auf  diesen  Seiten  sich  befinden.  Nun 
entsteht  die  Frage ,  ob  diese  beiderlei  Beschaffenheiten  der  Seiten 
der  Schneidenden  mit  einander  zusammenhängen  oder  nicht,  na- 
mentlich also  mit  Bezug  auf  den  obigen  allgemeinen  logischen 
Lehrsatz  (in  Art.  9.),  ob  einerseits  beide  gleichen  und  andererseits 
beide  ungleichen  Beschaffenheiten  mit  einander  bestehen,  d.  h. 
ob  einerseits  das  Getrenntsein  der  beiden  Geraden  mit  dem 
Schneiden  der  dritten  unter  gleichen  Wechselwinkeln , 

und  andererseits 

das  Zusammentreffen  der  zwei  Geraden  mit  dem  Schneiden 
der  dritten  unter  ungleichen  Wechselwinkeln  zusammengehöre. 

Diese  Frage  wird  uns  der  erste  von  den  bald  folgenden  vier 
zusammengehörigen  Lehrsätzen  in  der  Tbat  bejahen.  Vorher  aber 
erwägen  wir  noch  nachstehende 

17.     Wichtige  Bemerkung  für  die  Kritik, 

Die  Nothwendigkeit  des  Beweises  solchen  Zusammenhanges 
der  angeführten    zweierlei    Gleichheiten   und   Ungleichheiten  der 
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Seiten  dar  Schneidenden  wird  um  »o  mehr  einleuchten ,  wenn  man 
folgende  Wahrheit  bedenkt: 

Obige  drei  Sätze  in  Art.  12.  und  13.  bleiben  auch 
dann  noch  vollständig  gütig,  wenn  man  in  ihnen  flbeiv 
all  die  Wörter  ^tWechiel^  und  Gegenwinkel"  m.it  ein- 
ander vertauscht. 

Denn  aus  den  Gleichheiten 

G=:a+b=:u+ß 

=  (a+«)  ^  («-ft  =  (b+ß)  +  (a-ft 

findet  man  auch 

wobei  man  bedingt 

a^ß,b<a,a  +  a>G,  b{'ß<  G. 

Demnach  können  leicht  auch  die ,  auf  die  Vergleichui^en  der 
Winkel  gestützten«  Unterscheidungen  der  Seiten  der  Schneidenden 
und  der  Arten  des  Schneidens  (in  Art.  14.)  passend  abgeändert 
ausgesprochen  werden»  und  man  wird  ersehen,  dass  hiebei^  nur 
entweder  aui  jeder  Seite  der  Schneidenden  jedweder  Winkel  seinem 
(gleichnamigen)  Gegenwinkel  sleich,  oder  von  jeglichen  zwei  Ne- 
benwinkeln  der  eine  grösser^  aer  andere  aber  kleiner  als  sein  Ge- 
genwinkel sein  könne,  also  das  Schneiden  entweder  unter 
gleichen  oder  ungleichen  Gegenwinkeln  geschehe. 

Allein  man  wird  ohne  sonderliche  Schwierigkeit  erkennen,  dass 
diese  zweierlei  Schneidungen  auf  das  Znsammentreffen  und  Ge- 
trenntsein der  Geraden  ohne  Einfluss'  sind.  Denn  je  nachdem  die 
gleichen  Gegenwinkel  schiele  oder  rechte  Winkel  sind,  schneiden 
sich  die  beiden  Geraden  oder  treffen  sich  gar  nicht;  und  bei  un» 

leiche»  Gegenwinkeln  können  die  Geraden  eben  sowohl  einan- 

er  schneiden  als  nirgends  treffen. 

18«  Gegenfettige  Abhängigkeit  des  Zusammentreffeng 
und  Getrenntseins  zweier  in  einer  Ebene  befindlichen 
Geraden  und  der  zweierlei   Schneidungen  jeglicher 

drittelt  Geraden. 

L  Hauptlehrtatx.  Zwei  gerade  Linien,  weiche  von 
einer  dritten  In  zwei  Punkten  unter  gleichenW tebBel- 
winkeln  geschnitten  werden,  treffen  sich  nirgends. 

Wenn  nemlich  die  Geraden  LM  und  Xfi  (in  Taf.  IV.  Fig.  4.) 
von  der  Nv  unter  gleichen  Wechselwinkeln,  arrzcc,  6  =  ^,  ge- 
schnitten werden  9  so  treffen  sie  sich  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
nirgends.       / 

Beweis  (nach  de  Yeley).  Die  Gerade  Nv  zertheilt  die 
Ebene,  in  der  sich  die  Geraden  LM  und  Xii  befinden,  in  zwei 
Abtheilungen.  Diese  lassen  sich  nun  so  auf  einander  legen,  dass 
die  Figur  LPnl  auf  (AtcPM  dergestalt  zu  liegen  kommt,  dass  Pts 
in  verwendeter  Lage  sich  selbst  deckt»  daner  auch  die  Winkel 
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a  and  ß  die  ibnen  gleicheD  a  und  6  deckeo ;  folglich  PL  auf  n^i 
und  9sX  auf  P^  (ällt  Konnte  nun  eines  der  zwei  Paar  halber 
Geraden  PL^  nX  und  tt^,  PM  sich  schneiden ;  so  musste  auch  das 
andere  Paar  sich  schneiden  ^  weil  beide  Paare  auf  einander  liegen. 
Die  Geraden  Xilf  und  Xft  träfen  sich  aber  dann  in  zw  ei  Punkten, 
jwas  unmöglich  ist.  Mithin  treffen  sich  diese  Geraden  weder  dies- 
seits noch  jenseits  der  Nv,  also  gar  nirgends. 

Anmerkung.  Dieser  Satz  bewährt  demnach  den  Zusammen- 
hang zwischen  den  an  den  beiden' Seiten  der  Schneidenden  vor- 
kommenden zweierlei  Gleichheiten  und  Ungleichheiten;  sohin 
gelten,  vermöge  des  von  uns  aufgestellten  logischen  Gesetzes, 
nothwendig  und  ohne  eines  nochmaligen  Beweises  zu  bedürfen, 
auch  schon  die  theils  als  Contrapositionen  theils  als  Umkehrungen 
zusammenhängenden-  drei  ferneren  Lehrsätze.  Um  jedoch  darzu- 
legen, dass  und  wie  die  auf  jenes  allgemeine  Gesetz  der  Logik 
gegründeten  Beweise  dieser  Sätze  in  Lehrbfichem  zu  geben  wären, 
sollen  dieselben  hier  ebenfalls  vollständig  daigelegt  werden. 

19.    IL    Gegentheilig  folgt  hierauis: 

Zwei  zutammentreffende  Geraden  werden  von  je- 
der dritten,  die  sie  in  zwei  Punkten  trifft,  unter  un^ 
gleichen  Wechselwinkeln  geschnitten; 

und  zwar  so»  dass  auf  derjenigen  Seite  der  Schneidenden, 
auf  welcher  die  beiden  Geraden  zusammentrejfen ,  jeder  äussere 
Winkel  grösser  als  sein  innerer  Wechselwinkel,  und  die  Summe 
der  inneren  Gegenwinkel  kleiner  als  ein  gestreckter  Winkel  ist. 

Beweis  des  Anhangs.  Durch  den  Punkt P(Taf.  IV.  Fig. 5.), 
in  welchem  die  erstere  der  zwei  im  Punkte  O  sich  schneidenden 
Geraden  LM  und  Xvl  von  der  dritten  Nv  geschnitten  wird,  führe 
man  die  Gerade  ./Ül  dergestalt,  dass  sie  mit  der  Schneidenden  den, 
mit  dem  Durchschnittspunkte  O  auf  einerlei  Seite  liegenden  Win- 
kel NPK  oder  «'=a  macht;  folglich  JK  und  Xfi  von  der  iVv  unter 
gleichen  Wechselwinkeln  eeschnitten  werden,  und  also  (vermöge 
I.)  nirgends  zusammentreffen.  —  Nun  muss  aber  jede  Gerade, 
welche  in  den  beiden  Scheitelwinkeln  b  der  Geraden  LM  und  Nv 
durch  ihren  Durchschnittspunkt  P  gefuhrt  wird,  in  die  gerade 
Verbindungslinie  On  der  Schenkel  eines  solchen  Winkels  ein« 
schneiden^),  also  auch  in  die  Gerade  Xfi,  Mithin  kann  die  •/£, 
weil  sie  die  Xu  nirgends  trifft,  keibeswegs  In  den  zwei  Scheitel- 
winkeln b  der  Geraoen  LM  und  iVv,  sondern  nur  in  den  zwei  an- 
deren, a,  liegen,  und  daher  insbesondere  ihre  Richtung  PK  in 
dem  Winkel  NPM=a;  wesswegen  NPM>NPK  oder  a'>a'  ist. 
-^  Weil  aber  i/-=a  construirt  worden,  muss  auch  a>a  sein. 

20..    III.  Umkehrung  des  ersten  Lehrsatzes; 

Zwei  gerade  Linien,  welche  nirffcnds  zusammen- 
treffen, werden  von  jeder  dritten  Geraden,  die  sie 
beide  trifft,  unter  gleichen  Wechselwinkeln  ge- 
schnitten. 


*)  Weil  diese  Gerade  in  da«  Innere  der  geschlossenen  Figur  PitOP 
eindringt,  und  also  den  Umfang  dieser  Figiir  wenigstens  noch  einmal 
schneiden  muss ,  *vas  nur  in  der  Strecke  Otv  möglich  ist. 


333 

Bewi^i«.  KuDüten  zwei  gerade  lAmen,  die  sich  nirgends 
treffen«  wie  LM  und  Xfi  in  Taf.  IV.  Fig.  4.,  von  einer  dritten  iVv 
'  unter  u  n  gleich'e  n  Wecbselwinkeln  geschnitten  werden ;  so  mässten 
die  beiden  Seiten  der  Schneidenden  Nv  (vermöge  Art.  14.)  darin 
von  einander  sich  unterscheiden,  dass  auf  der  einen  Seite 
jeder  äussere  Winkel  grösser,  auf  der  anderen  aber  kleiner 
als  sein  innerer  Wechselwinkel  ist.  Allein  die  zwei  Geraden  LM 
und  Af»  treffen  einander  nirgends,  also  weder  auf  der  einen,  noch 
auf  der  anderen  Seite  der  Schneidenden  JNv ;  folglich  sind  in  dieser 
Hinsicht  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden  nicht  von  einander 
verschieden,  sondern  gleich  beschaffen.  Sonach  gibt  es  durchaus 
kein  Merkzeichen  von  den  zwei  Geraden,  mittels  dessen  die 
beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rficksichtlich  jener  Vergleichun* 
gen  der  Wechselwinkel,  von  einander  unterschieden  werden  könn- 
ten; d.  h.  es  gibt  keinen  Grund  eher  auf  der  einen  als  auf  der 
anderen  Seite  der  Schneidenden  die  äusseren  Winkel  grösser 
als  ihre  inneren  Wechselwinkel  zu  denken ;  oder  vielmehr,  jeder 
Grund,  aus  welchem  man  eine  solche  Eigenschaft  der  einen  Seite 
der  Schneidenden  zuschreiben  will,  berechtiet  auch,  dieselbe 
Eisenschaft  ihrer  anderen  Seite  beizulegen,  so  dass  auf  einer  jeden 
Seite  der  Schneidenden  der  äussere  Winkel  nicht  nur  grosse  r^ 
sondern  auch  zugleich  kleiner  als  sein  innerer  \Vechsel- 
winkel  sein  musste ;  was  doch  in  sich  selbst  schon  ungereimt  wäre. 
Mitbin  können  die  beiden  Seiten  der  Schneidenden,  rficksichtlich 
der  Vergleichung  ihrer  Wechselwinkel ,  n  u  r  gl  e i  ch  b  e  s  ch  a  f  f  e  n, 
folglich  auf  jeder  Seite  jedweder  äussere  Winkel  seinem  inneren 
Wechsel  Winkel  nur  gleich  sein.  Dann  aber  sind  auch  jede 
zwei  Wechselwinkel  gleich ,  und  die  beiden'  Geraden  LM  und  Afi 
werden  von  der  dritten  Nv  unter  gleichen  Wechselwinkeln  ge- 
schnitten. 

Anderer  Beweis.  Gesetzt  der  behauptete  hypothetische 
Satz  Wiirde  nicht  selten,  so  müsste  mit  seiner  Bedingung 
das  Gegentheil  seiner  Folge  verbunden  sein,  also  der  Sali 
gelten  : 

\  „Wenn  zwei  Geraden  nicht  zusammentreffen,  so  werden  sie 
von  einer  dritten  unter  ungleichen  Wechselwinkeln  ge- 
schnitten.'^ 

Aus  diesem  aber  würde  mit  logischer  Strenge  in  aufhebender 
Weise  gefolgert  v^erden; 

„Wenn  zwei  Geraden  von  einer  dritten  unter  gleichen 
Wechselwinkeln  geschnitten  werden ;  so  müssen  sie  zusam- 
mentreffen.'' 

Allein  dieser  Satz  ist  mit  dem  ersten  genau  begründeten  Lehr- 
satze, dem  zufolge  die  Geraden  nicht  zusammentreffen,,  im  ent- 
schiedenen Widerspruche.  Mithin  hat  der  behauptete  Satz  volle 
Giltigkeit. 

21  •  IV.  Gegensätzlich  folgt  hieraus  und  aus  dem  Anhangt 
zum  Uten  Satze: 

Zwei. gerade  Linien,  die  von  einer  dritten  in  cwei 
Punkten  unter  un^/eicAen  Wechselwinkeln  geschnitten 
werden,  treffen  sich; 
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und  zwar  auf  derjeuigeD  S^ite  der  Schneidettden .  auf 
welcher  jeder  äussere  Winkel  grOsser  als  selo  innerer  WecliseU 
winke!  ist>  und  die  inneren  Gegenwinkel  zusammen  weniger  als 
einen  gestreckten  Winkel  ausmacnen. 

22.  Scblussbemerkung.  Nunmehr  unterliegt  es  keinem 
weiteren  Anstände»  vor  aller  Kenntoiss  der  Lehre  vom  Dreiecke, 
bloss  durch  Deckung  tob  ebenen  Figuren  nachzuweisen,^  dass 
durchaus  ^trennte  Geraden ,  auch  durchweg  gleichabstfindig  tod 
einander  siud.  Dann  ist  man  berechtigt,  eolchen  Geraden  die  Be« 
nennung  parallel  zu  geben. 


Vebungreaufiiralbeii  für  liohttler. 


Von  ilenn  Herrn  Ht,  A.  Wiegand,  Oberlehrer  au  der 

Realschule  zu  Halle. 

1)  Wem  man  durch  die  Winkelspitze«  eines  gleichschenklig* 
rechtwitikligen  Dreiecks  eine  Parabel  beschreibt,  welche  ihren 
Scheitel  in  der  Spitze  des  Dreiecks  hat,  so  ist  jedes  Loth  yon 
der  Parabel  auf  die  Hypotenuse  das  harmcoische  Mittel  zwi- 
schen deq  darauf  gebildeten  Abschnitten.  (Bemerkenswerth  wegen 
der  analogen  Losung  der  entsprechenden  Aufgabe  vom  geometri- 
schen Mittel.) 

2)  Wenn  man  durch  den  einen  Scheitel  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  Paralleieo  mit  den  Asymptoten  zieht  und  diese  aie  Achsen 
betrachtet ,  so  ist  die  Hypotenuse  eines  gleichschenklig  *  recht- 
winkligen Dreiecks,  welches  die  Halbachse  der  Hyperbel  zum 
Schenkel  hat,  das  harmonische  Mittel  zwischen  den  Koordinaten 
irgend  eines  Punktes  der  Hyperbel. 

3)  Wenn  man  eine  gleichseitige  Hyperbel  auf  dieselben  Acbseii 
wie  vorher  bezieht,  so  ist  die  Ordinate  irgend  eines  Punktes  der* 
selben  das  harmonische  Mittel  zwischen  oer  zugehörigen  Abscisse 
und  der  Seite  eines  gleichseitigen  Dreiecks,  welches  die  Achse 
der  Hyperbel  zur  Hube  hat. 

4)  Frage,  worauf  die  Antwort  verlangt  wird: 

'Wenn  man  vier  hanftonische  Strahlen  durch  zwei  Transver- 
salen schneidet  und  auf  jedem  Strahle  zu  den  beiden  Durchscfauitts- 
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fankteo  und    dem   Coovetmnzpunkte  den    vierten   harmonischen 
^unkt  sucht,  liegen  dann  oie  vier  gefundenen  Punkte  ebenfalls  in 
einer  Geraden? 

5)  In  einem  Quadrate  wird  die  eine  Seite  liher  einen  ihrer 
Endpunkte  verlängert ,  es  soll  aus  der  diesem  Endpunkte  gegenüber 
liegendeo  Winkebpitze  an  die  Verlängerung  eine  Gerade  geaogen 
werden  >  sa  dass  das  zwischen  der  VerÜingerung  und  der  daran* 
stossenden  Quadratseite  liegeade  Stück  eine  gegebene  Länge  hat» 

6.  Wenn  man  um  Vielecke  gleich  breite  Streifen  mit  Begren- 
Bungslinien  legt,  die  den  Seiten  parallel  sind,  so  ist  der  Inhalt 
dieser  Streifen  bei  solchen  Vielecken  ^  in  die  sich  Kreise  beschrei* 
ben  lassen,  jederzeit  durch  den  Inhalt  und  Umfang  der  Vielecke 
und  die  gegebene  Breite  des  Streifens  bestiuunt,  d.  h.  also  bei 
Vielecken  von  gleichem  Iphalt  und  Umfang  bei  vorgeschriebener 
Breite  derselben. 


Iscellen« 


Zu  Archiv.  ThL  V.  S.  430, 

Von  dem  Herrn  Director  Nisse  am  Gymnasiom  xu  Stralsand. 

Die  zweite  Gleichung  Ist  in  «o  £ern  unrichtig ,  als  das  Minus- 
zeichen entweder  vor  beiden  Gliedern  der  Gleichung  oder  vor  kei- 
nem stehen  muss  *).    Die  letzte  Gleichung  helsst  daher: 

tangKJ  +  Cg)--^)) 
=  cotiM+(a+/J))coti(^-(a+/3))tangi(i4-(a-/J)). 

Soll  nun  untersucht  werden,  unter  welcher  Bedingung  die 
Diagonale  CD  rTaf.  IV.  Fig.  6.)  senkrecht  geschnitten  wird,  so 

setze  man  9=90^ — a  und  -^szOO» — ß,  also  q> — '^=— (« ö), 

wodurch  man  erhält: 

l=coti(J  +  («-./J))cotJ(-4--(«+ft), 


*)  In  der  zweiten  Gleichung  auf  S.  430.  Z.  5.  muss  man  dai  Minus- 
zeichen streichen,  M.  a*  auch  die  Thl.  VI.  S*  224.  angezeigten  Berichti- 
gungen. Gr. 
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oder  0^  cos  y^A  -f  (a~/3) )  cos  )  (^ — (<<4  i')) 
-sin  J(^  +  («-^))  sinK^-.(«  +  iJ)), 

O=:cosil,  laxiYAnA—  |l|]270o  Ä=:  j^faTCF 

Die  Bedeutung  des  ersten  Werths  Von  Ä  und  B  erhellt  sofort 
aus  der  Figur«  Zur  Erklärung  des  zweiten  ist  eine  neue  erforder- 
lich, in  welcher  die  beiden  Wifricel  CAD  und  CBD  an  einerlei 
Seite  des  Durchmessers  CD  liegen. 

Setzt  man  nag.  429«  in  der  letzten  Gleichung  ^=90^,  so 
folgt  sin  i  ((« — p)  +  {ip — Hf))  =  Oy  also  entweder  p — «  =9—^, 
oder  4  ((«— /3)  +  (9— ij'))  ==  180<>,  «— /?  +  g)— 1(1  =  360»,  9—^ 
=  SeCK'  ^^ß-^a  —  ß—a.    Dasselbe  ergiebt  sich  für  ^  =  270<'. 

Den  geometrischen  Lehrsatz«  welcher  hierin  liegt,  formulirte 
Herr  Dr.  Arndt,  wie  mich  dünkt,  sehr  angemessen  so: 

Wenn  man  die  Durchschoittspunkte  zweier  Gegenseitenpaare 
eines  Kreisvierecks  durch  eine  Gerade  verbindet,  so  steht  diese 
stets  auf  der  Seite  des  dritten  Paares  senkrecht,  welche  ein 
Durchmesser  des  Kreises  ist;  wobei  auch  die  Diagonalen  zu  den 
Gegenseiten  gerechnet  sind. 

Ich  bemerke  dabei,  dass  der  eeometrische  Beweis  des  Lehr- 
satzes sich  sofort  aus  der  Eigenschaft  der  drei  Höhenperpendikel 
eines  Dreiecks,  sich  in  einem  Punkte  zu  treffen,  ergiebt. 

Eine  Diagonale  oder  Seite,  welche  nicht  Durchmesser  ist, 
wird  wegen  des  oben  ermittelten  Werthes  von  A  und  B  niemals 
senkrecht  von  der  verbindenden  Geraden  getroffen. 


«, 


Nrfthemngiswertli  der  Albweichmiir  des 
H^att'schen  ParaHelourramins. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  G.  W.  v.  Langsdorff 

an  der  höheren  Bürgerschule  in  Mannheim. 


Die  genaue  Berechnung  der  Abvreidiiing  des  Watt'schen  Pa- 
rallelogramms führt  zu  einer  sehr  komplicirten  für  den  Praktiker 
unbrauchbaren  Formel.  Ueberdies  ist  die  ganz  allgemeine  Be- 
handlung dieser  Aufgabe  schon  desshalb  onne  Nutzen,  weil  die 
Unbrauchbarkeit  von  Verhältnissen,  welche  gewisse  Gränzen  be- 
deutend überschreiten ,  von  seltist  in  die  Augen  fallt.  Diese  Gründe 
veranlassten  mich  zu  der  Untersuchung,  ob  sich  nicht  die  Bezie* 
hung  der  Abweichung  zu  den  gegebenen  Abmessungen    für  die 

I »rattischen  Fälle  durch  eine  einfache  Näherungsformelausdrücken 
asse.     Der  Erfolg  hat  meine  Erwartung  übertroffen,  und  scheint 
mir  der  Mittheilung  werth. 

Die  wesentliche  Einrichtung  des  Watfschen  Parallelogramms 
setze  ich  als  bekannt  voraus. 

Bei  der  gewöhnlichen  Einrichtung,  auf  welche  ich  mich  hier 
beschränke,  weil  sie  in  jeder  Hinsicht  die  zweckmässigste  zu  sein 
scheint,  hat  der  3alancier  ul  (Taf.  V.  Fig.  1.)  beim  mittleren 
Kolbenstande  eine  horizontale  Lage,  die  Cyünder-  oder  Kolben- 
axe  MN  halbirt  die  Höhe  dQ  des  vom  Endpunkte  d  beschriebenen 
Bogens,  die  Länge  adi:z=ir)  des  Parallelogramms  ist  gleich  der 
Hälfte  der  Entfernung  $d  des  Endpunktes  d  von  der  Axe  «  des 
Balanciers ,  und  die  Abweichung  der  Ecke  c  (des  Parallelogramms), 
welche  die  Kolbenstange  trägt,  von  der  Cylinderaxe  MN  ist  beim 
höchsten,  tiefsten  und  mittleren  Kolbenstalide  gleich  Null. 

Es  sei  nun  ABCD  das  Parallelogramm  beim  höchsten,  er /3yd 
beim  mittleren  und  ab  cd  bei  einem  beliebigen  Kolbenstande,  so 
folgt  aus  den  Voraussetzungen,  dass  bei  horizontaler  Lage  des 
Balanciers  die  Entfernung  ßy  des  Endpunktes  ^  des  Gegenlenkers 
von  der  Cylinderaxe  ilfZV 

=  da  =  PE(=r) 

*  • 

ist. 
Theil  VIII.  22 
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Die  Abweichung  A  der  Ecke  e  gegen  die  Balancieraxe  9  bin 
\»i  nun  allgemein 

=  ojr  —  c*  —  ^/^  =  «*  — fß' 

Daher  ist  A  =  0  (üt  aez=:fß;  folglich  ist  uEzzißF,  und  fär 
ae=0  Ist  auch  /^  =  0«  d»  h.  kiei  Jkorizontaler  Lage  des  Balan- 
ciers  hat  der  Gegenlenker  die  horizontale  Lage  ßm. 


Nun  iat  AEß  Eine  fierad^  (w^gw  fy=^PE).  daher 

«ÄF  BSne  Gerade,  weil  aE=Fß.  Da  AB  =  aß,  Bn^  aE, 
^AgB^  ^aF6^  so  M  AACTj^^  Ao^F,  ^^«F,  ÄE—BF. 
Femer  ist  €i$=ßy,  aE=Fß,  also  JE;«  =  >V,  und  j^AEs=^BFy; 
daher  A^^'  ^  -^^y»  und  By=^^As=^yp.  Hieraus  folgt ,  dass  / 
die  Axe  des  Gegenlenkers  und  dsiss  die  Länge  desselben  =r  ist. 

Da  A  =  ue — ßf,  so  ist  wahrscheinlich  nahe 

um  HB«  aiHV  fa  libacEM^iiea»  ob  4er  F«Uer  dieses  Werthts  im 
VeriiältnisA  gu  A  Uein  sei,  siwiKii  vn  4en  geaauea  Wcrtb  wm 

^^Z*.    m  haften 

9r 


^ • f?— 


=  <l«cH»/)(l-^^6, 


•U*  gtoau 


and  in  d«r  Praxis  hnmer  sehr  nahe 

2r  —  2ae  * 
und  ^  «6^ — £/'=s(ir«'f  6/).(«€^^/),  neoh  sehr  nahe 

Bei  der  Ausführung  pflegt  man  aber  AE  höchstens  =  ^  z=X. 

3        3 
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ZU  nehmen,  und  fir  das  Maximum  von  ^4   (worauf  es  hier  an- 

Q 

kommt)  ist  ae  sehr  nahe  ^iz^uE  (siehe  unten),    afso   höchstens 

=  =- .  -TT—  =  5-  •  -^TT^  =  ««•    Daher  ist  höchstens 

.  M-^Ä^       1,03»  /^^_x/^ 

TT 

Für  den  geringsten  Werth,  welchen  AE  in  der  Ausübung  zu 

Mb 

erhalten  pflegt,  nämlich  för  AEz:zj^    erhält    man    den   grossten 

]  02 
Werth  von  il  :=r-2 — ,ae,(a€^ßf).    Wir  setzen  daher 

r 

-4  =  -4 —  .  ae .  (ae — bf). 

Für  die  obere  Hälfte  des  Hubes  (Taf.  V.  V\g.  1.)  ist  dem- 
nach die  Abweichung 

A  =-2 — ,ae^(ax — uF), 

also  positiv  (d.  h.^sie  findet  nach  der  Axe  s  hin  Statt),  weil 
ab  =  aß  9  und  ^  box  <  ^  ^orF,  cur  >  aF.  Elagegen  ist  in  der 
unteren  Hälfte  (Taf.  V.  Fig.  2.) 

A  Jl^.  a'e'.  (aV-Ä'/O  =  l^.a'e' .  (aF-^aW) 
T  r 

— -,L^ .  aV .  (oV— «F) , 
r 

also  für  denselben  Werth  von  ae  (oder  a'e)  eben  so  gross  wie  in 
der  oberen  Hälfte ,  aber  negativ  (d.  h.  in  aer  Richtung  von  $  nach 
a),  weil  a'x'  >  aF  ist. 

Es  ist  also  allgemein  sehr  nahe 

A—±^.ae.  (oT—aF). 

T 

Bezeichnet  /  die  Länge  A3  eines  Hängeeisens,  so  ist 
♦  ax  =  V^— 6a?«. 

Nun  ist' 

22  ♦ 


•  • 
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bx  =  F/J— ««— /ß  =  F/J— «e— («e— i<) 

ba:^=  F/S«— 4.«i?.F/J+4.ae«+2.(F/J^2af).J+4«, 
daher 

ax=  V  iP—Fß^ + 4.««.  F/3— 4.«€«— 2  (F^2a<?)  .Ä—Ä^) 
=  V  («F«  +  4.ac .  (Fß-^ae)  +  2(2«e— F/S) .  -4 — J«) 

Da  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeust,  das  erste  Glied  aF^ 
mehr  als  das  Hundertfache  der  Summe  der  übrigen  Glieder  lst> 
so  hat  man  sehr  nahe 

ax-at  + 2 .  «1'      • 

daher 

j  _  1,03        4 .  «c .  (Fß-ue)  +  '2(i.ae—Fß)  A—A^ 
A —-ae.  ^jjj,  , 

(|:^!ir_2(2.«e— F/J)+.4)..^  =  4.«e.(F/J-««).      • 

Es  ist  aber  in  der  Ausführung  —  wenigstens  =2,  also  -z^— 

^   ae  ^  lSJß,ae 

wenigstens  =4r,   so  dass  die  übrigen  Glieder  in  der  Klammer 

verschwinden 9  und  man  sehr  nahe. 

^=  ^;^.2.«e.(F^-ai?) 


erhält.    Nun  ist  ae  =  Va«.(2r — ae),  und  wenn  wir  wie  oben  für 
ae   seinen   grussten    Wertb    =^  setzen,  ac=Ya«.2r(l — ^ 

oder  näherungsweise  ae  —  (l  —  jgQ) '  ^^^  •  '^'^*     I^aher  ist  hinläng- 
lich genau 

1,02     ./-— rr-      2.ae.(F/J-«6) 

r  «F 

Der  Ausdruck  ari  (a — ^a?)  wird  ein  Maximum  für  :r  =  ^  a.    Da- 

5 

her  ist  die  grusste  Abweichung  sehr  nahe 

l,02.2i.(|y.  F^k|.F^ 


A  = 


uF.rk 


_  0,536 


^m. 
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Bezeichnen  wir  den  Kolbenhub  durch  h,  so  ist 


F/S  = 


Ir—Fß' 


also  sehr  nahe 


Fß  = 


Fß«  *V4/     _ 

^^^^ ^.^^^^_  -  - 


2rA« 


TB« 


^-¥-   ^^(i) 


7A\«""ö4r«— A«' 


wofür  wir,  weil  immer  nahe  r=jA  genommen  wird, 

P5_2rAa_2A« 

setzen  kunnen.    Diess  giebt 

und,  wenn  wir  «F  nShernngsweise  =/  setzen, 

A  =  2^.0,000187.^  =0,000105.-^. 

I 

Wird  itt  dem  Werihe  von  Fß  der  Httb   h=r  gesetzt,    was 
gleichfalls  gebräuchlich   ist,    so   erhält   man   J  =  0,000095 . .^. 

Wir  hdoiien  also   ohne  Bedenken  den  Mittelwerth  für  A  nehmen, 
nämlich  ' 

^  =  0,0001. :^! 

setzen ,  indem  ein  unterschied  von  /,y  des  Ganzen  hierbei  auf  die 
Wahl  der  Abmessungen  köinen  Einflnss  haben  kann. 

Nimmt  man ,  wie  gewöhnlich ,  der  Watt'schen  Vorschrift  ge- 
mäss,   r=|Äünd/=|,    so    ist     die    ^rösste    Abweichung 

A  =  0,00048 .  h ,  also  für  A  =  1  Meter  nahe  A  =  0,5  Millimeter, 
und  för  A=2,44  Meter  (den  grossten  gebräuchlichen  Hub)  A  =  ll 

Millimeter.    Sollte,  für  r=|Ä  und  A  =  2  Meter,  A  nur  =0,5 

Millimeter  sein,  somüsste/  beinahe  gleich  A  sein;  A=  3,44  Meter, 

/=|^  iMidJ  =  0,5  Millimeter  fordert  r  beinah^  =  A- 
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Analytische  Beltandliingr  eini^^er  die 
üinlen  zweiten  Grades  betreffenden 

Oeirenständ<s 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndts 

Lehrer  am  Gymiuwiani  zu  Stralsund. 


1.    Die   6rundeigeB8chafC  yod  P»1  und  Polareio  B«- 
zug  auf  einen  Kegelschnitt  als  Directrix*). 

Gewöhnlich  (m.  s.  z.  B.  Magnus  Sammlung  etc.  Thl.  I.  pa^. 
161.  seqq.)  püegt  man  von  der  allgemetnen  Theorie  der  Reciproci- 
tätsvenvaBdtscteift  ausangelieii  >  und  die  Resultat»  dann  auf  den 
Kegelschnitt  zu  übertragen;  de^  Folgenden  wegen  werde  ich  das 
Uaupttheorem  der  Polarität  unmittelbar  fdr  den  Kegelschnitt  als 
Dlrectrix  erweisen,  und  fSt  die  allg^raeinfte  Gleichung  des  letztem 
die  Polare  und  den  Pol  zu  bestimmen  suchen. 


§.   I. 

Der  Berahruagspunkt  einer  von  dem  ausserhalb  des  Kegel- 
schnitts Ay^+WMy+CxH'iOif+'^a!+F^:=i)  lif^endeo  Punkte' p,  q 
an  den  Kegelschnitt  gezogenen  Tangente  werde  mit  x,  y  bezeichnet. 
Die  Gleichung  dieser  Tangente  ist  bekanntlich 

oder  .    . 

q{Ay^Bx^D)^p(,ßyr\^Cx^E)^yiAy^^Bx^^D)-'X{By^^Cx^E^^ 

iedem  p^  q  die  laufenden  Coordtualeo  innA>    Da  nuu 

yiAy^Bx-^)  +*(*»+  Cr+^E) = A^^2Bxy^Cx^^Ihf^Ex 

=  --(Dy+Ex+F), 


*)  Eine  reio  geometrische  Dehandlnug  dieses  Gegenstandes  s.  m.  im 
Arehiv.  Thl.  V.  pag.  135,  seqq. 
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so  ist  die  efeicimg  der  Taiige«t0 : 

oder  der  Berührungspunkt  »^  ^  ^feiiügt  folgender  Gleichung: 

Die  letztere  drüclct  eine  Gerade  aus.  In  welcher  die  beiden 
stets  existirendea  BercHhi»iDg8|Ninkte  liegen ,  und  welche  B er ü h- 
ruDgssehne  genannt  wircL 

V 

Lehrsatz. 

Liegen  mehrere  Punkte  ausserhalb  eines  Kegel- 
schnitts in  gerader  LIfeie,  so  treffeu  die  den  einzelnen 
Punkten  entsprechenden  Berührungssehnen  in  dem- 
»alh«ti  Punkte  zusammen,  einen  hcsoBdeirn  Fsll  aäbs* 
genoiilmen^ln  weichest  dlie Berührung.« »ehftcn  paratUeli 
sind. 

Beweis. 

Die  Gerade,  in  welcher  die  io  Rede  stehenden  Punkte  liegen» 
siei  9  =  iM-fn  (p,  q  laufende  Coordinaten),  und  p,  ^;  pi,  q\  seien 
dJiB  Coordlnaten  t«»  zwei  beliebigen  Funkte»  aerselhen«  Sie 
dien  letastoiti  •ntspteehclide»  Berfibningssehoen  urercten  nanth  1«  aus- 
gedrückt durch 

nachdem  mp+n  für  q,  mpi-\-n  für  qi  gesetzt  worden"^). 

o)  Es  kann  nun  der  Fall  vorkommen^  dass  die  Geraden  a) 
und  6)  parallel  sind;  er  tritt  nämlich  danff  ein,  ^enn  der  Werth 
des  Bruchs 

(Bm+C)p+  &n  +  E 
(Am+B)p  i^An  +  D 

von   der  Ge«isse   p  ganz  unabhauiieig  icft.    Die  dazu  eifoiiderliidhe 
uMd  attsreieheude  Bedtn^uiigsgleichung  ergiebt  sich>   wem 
ebigenr   Btuch  deit   Constanten    y  gl^ch  setzt,,    tau 
dmt§  dann  auf  FiuU  bringt,   iiäwUeh 


*)    Jede  dieser  Gleichungen,  b.  B.  a),  läs8t  lieh  auch  unte^  folgen- 
der Form  «chietiieit: 
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[Btn+C^y{Am+B)]p  +  Äw+E— y  (^i»+ö)  =0; 
und  diese  GleichttDg  wM  für  jedes  p  gelten ,  wenn  zugleich 

Bm + C-^Y  (^m+B)  =0,» 

ist.    Eliminirt  man  y^  so  entsteht 

c)    (BD—AE) m — (B^^A C)n  +  CD—BE=iO. 

Diese  Gleichung  zeigt  dann,  dass  die  gegebene  Gerade  q^=mp-\-n 
ein  Durchmesser  des  Kegelschnitts  ist.  Denn  was  die  Ellipse 
und  Hyperbel  betrifft ,  so  sind  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts 
bekanntlich 

.  _  AE^BD       _  CD-^BE 

^^  B^AC  '''"W^ÄC' 

und  nach  c)  also  tt= m^-f-n,  weshalb  der  Mittelpunkt  in  der  Ge- 
raden  q=i  mp'\-n  liegt.  —    l^it  Räcksicfat  aut  die  Parabel  ist 

B^ — 4C=0,   und   die  Gleichung  c)  also  wt=  .^     ^^.     Setzt 

man  CÜ — BE=Hi,  AE — BD^zff,  und  eliminirt  Z>  zwischen^  bei- 

den  Gleichungen,  so  kommt  BHi-i-CH=0,  oder  wi—  «?^= — -^ 

folglich  die  Gerade  gmmp-i-n  ein  Durchmesser,  da  die  Durch- 
messer der  Parabel  Dekanntlich  in  der  Gteichung  enthalten  sind 
Bu^Ct  +  E=zO. 

Wenn  also  die  gegebene  Gerade  ein  Durchmesser 
des  Kegelschnitts  ist,  so  sind  alle  Berührungssehnen 
einander  parallel,  und  werden  durch  die  Gleichung 
ausgedrückt: 

^-      ,,^      (Dm+E)p  +  Dn  +  F 
^~      ^        {Am+B)p  +An+D' 

wo 

_  Bm^C _Bn^E 
'  '^~AHrfB^  An^D' 

und  zwar  sind  alle  Sehnen  demjenigen  Durchmesser 
parallel,  welcher  dem  gegebenen  conjugirt  ist. 

ß)  Ist  die  gegebene  Gerade  kein  Durchmesser,  so  wird  das 
Sehnenpaar  «r)  und  b)  sich  schneiden ;  ^ieht  man  b)  von  a)  ab,  so 
siebt  man,  dassder  Coefficient  Ton  p  oderpi  verschwindet,  folgw 
lieh  mui^s  audi  das  zweite  Glied  der  Gleichung  a)  -oder  b)  ver- 
schwinden, und  es  schneiden  sich  die  sämmtlichen  Berühruws- 
sehnen  in  demselben  Punkte ,  dessen  Coordinaten  durch  die  beiden 
Gleichungen  bestimmt  werden : 


U5 

Die  erste  GleichuDg  drückt  (x,  y  veränderlich  gedacht)  den 
der  gegebenen  Richtung  conjugirten  Durchmesser,  die 
zweite  diejenige  Berfihrungssehne  aus  ,  weiche  dem 
Durchschnitt  der  gegebenen  Geraden  mit  der  Ordina* 
tenaxe  entspricht,  welches  letztere  leicht  aus  Gleichung  1,, 
geschlossen  wird. 


§.3. 

Lehrsatz. 

Schneiden  sich  beliebig  viele  Secanten  eines  Ke- 
gelschnitts in  einem  einzigen  Punkte,  oder  sind  ein- 
ander parallel,  so  liegen  die  Durchschnitte  aller  Tan- 
gentenpaare, welche  man  in  den  beiden  Durchschultts- 
unkten  einer  Secante  mit  dem  Kegelschnitt  an  den 
ztern  jedesmal  ziehen  kann,  in  einer  geraden  Linie. 


f>ui 
et 


Beweis. 


a)  Der  gegebene  Durchschnittspunkt  sei  p,  9;  and  y — q 
:=im{X'-^)  die  Qleichung  einer  durch  ihn  gezogenen,  den  Kegel- 
schnitt in  zwei  Punkten  treffenden  Geraden.  Wird  diese  als  Be- 
rührungssehne des  Punktes  ty  u  angesehen,  so  ist  nach  1. 

(Au+Bt+D)y  +  (Bu+  «+JB)  x+Du  +  Et  +  F=0. 

Identificiren  wir  diese  Gleichung  mit  y — q=zm(X''-p),  so  er- 
giebt  sich 

Bu+Ct+E        _  Du+Et+F 

"^^      Au+Bt+D'  "^     ""^^      Au+Bt+D' 

und"  wird  m  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eliminirt,  so  entsteht 

3.    (Aq+Bp+D) u  +  iBqiCp+E) t  +  Dq+Ep  +  F=0, 

oder  diejenige  Gerade,  in  welcher  die  sämmtlich^  Durchschnitte 
der  Tangentenpaare  liegen.  Nach  .1.  ist  sie  die  dem  Funkte  p,  q 
entsprechende  Berührungssehne,  wenn  der  letztere  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt. 

ß)  Die  Geraden  seien  sämmtlich  parallel,  und  durch  y=i?i;r-ffs 
ausgedruckt  y  indem  m  als  constaut,  n  als  veränderlich  angesehen 
wird.  Wird  jede  dieser  Geraden  wieder  als  Berührungssehne  des 
Punktes  t,  u  angesehen,  so  hat  man  wie  in  a) 

_  [Bu+Ct+E        _      Du+Et+F 
"" ""      Au+Bt+D  ^  "  —  .    Au+Bt+D' 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

4.    (Am+B)  u  -t-lBm+C)  *  +  />m+ £  =  0, 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  der  gegebenen  Richteng  coofugirten 
Durchmessers. 


« 

ADiiittrkang« 

Der  Durchschüittspunkt  äSmmtlicberBerfihniilgiss^bnen,  tfdcbe 
den  einzelnen  in  einer  Geraden  übenden  Punkten  entsprechen, 
wird  der  Pol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den  Kegeiscbnitt  als 
Directrix>  und  die  Gerade  selbst  die  Polare  genannt. 

§•5. 
Lehrsatz« 

l)ie  Verbindungslinie  zweier  Punkte  ist  di^  Po- 
lare de»  Darchschsitts  der  diesen  Punkten  entspre- 
chenden Polaren. 

Beweis. 

Sind  9,  TyJ^i*  9i  ^^  gegebenen  Punkte»  so  sind. die  Glei- 
cbwig^D  ihrer  lUaicn  (i^  u  laufende  €oor4iliaiti»i) : 

(4u+Bt+D)qi+(Bu^Ct+E)pi+I}u+EtirF=0. 
Zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab»  so  kommt 

p—pt  p—pi  p—pi 

niultipficirt  man  aber  die  erste  Gleichung  mit  pi,  die  andere  mit 
p,  und  zieht  sie  dann  voa  einander  aib»  so  kommt 

C^ie+Ä+X))  (Pf «-/!%)  +  {Du^EHF)  (p^^^y  =  a 

Dien*  be^ii  Glei<ifanngen  stimmen  mit  d^  Oleiebmig'  %  in 
I.  %  uberein»  wenn  man  2!Z&  statt  m,  "^^7^r3i  atatt  n  setzt 
und  das  Theorem  ist  somit  erwiesen,  da  die  Gleiehcmg  der  die 
PWikte  |8i,  yj  pj,  qi  vetbindeddeti  Geraden  y— y^r  i!rfi.(Är— p), 

oJer  «  =  ^tZlLx  +  Eif^Efi  ist 
P—Pi  Pi-^ 

Lehrsatz 

Die  Polare  eines  Punktes  ist  dem  conjugirten 
Durchmesser  desjenigen  Durchmessers  parallel,  wel- 
cher durcfavclresen  Punkt  gesoffen  wit4^ 
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Beweis. 


Für  den  gegebenen  Punkt  als  Anfang  der  Co^rdinatea  ist  nach 
1.  die  Gleichung  der  Polaren  Dq+Ep+F^O. 

tt)   Für  die  Ellipse  und  Hyperbel  seien  nun  t,  u  die  Coordi- 

naten  des  Mittelpunkts»  also  Y^^X  die  Gleichung    des    durch 

den  Anfang  gezogenen  Durchmessers,   somit  die  Gleichung  des 

conjugirten  Durchmessers  F:^— »  j,^^X+n,  oder,  well  be- 

Au-f-Jit 

kanntlich  Au+ßt+D=0,  Bu+Ct+E=0  ist:  r=  — ^JP+n', 

folglich  dieser  conjugirte  Durchmesser  mit  der  Polare  parallele 
/?)  Mit  Rücksicht  auf  die  Parabel,  welche  keinen  MIttelputokt 


CF  RF 

in  diesem  Durchschnitt  entspricht  hier  dem  conjugirten  Durchmesser; 
ihre  Gleichung  ist  Fss'—       ■  fa  _tfi  -X  +  »>   aber  Af/^  ßx  =  Oi 

F 
also  F  =  — -«  ^-l-n,  und  somit  auch  fflr  diese  Curre  der  Satz 


erwiesen. 


IL    Drei  Hauptsätze  für  das  in  tnd  um  einen  Kegel- 
schnitt beschriebene  Viereck,  wobei  die  Berührungs- 
punkte des  letztern  die  Ecken  des  erstem  sind. 

1)  Der  Durchschnitt  z^veier  Gegenseiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks  liest  mit  einem  Paare  der  Gegenecken  des  umschriebenen 
in  gerader  Linie. 

2)  Die  beiden  Durchschnittspunkte  der  Gegenseitenpaare  des 
eingeschriebenen  Vierecks  liegen  mit  den  beiden  Durcnschnitts- 
punkten  der  Gegenseitenpaare  des  umschriebenen  in  gerader  Linie. 

3)  Die  Tier  Diagonalen  des  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Tierecks  treffen  in  demselbeti  Punkte  atusaitiihen. 

«.  7. 

Wenn  die  gerade  lAtA^  ,y^=zrnA^n  mit  dem  Kegelschnitt 
^y*+2J?j:y+Cr«+2Z)^  +  2£a:  +  F=0  nur  einen  Punkt  gemein 
b^t ,  oder  eine  Tan*gettte  desi^elnen  ist ,  so  findet  itiati  telcnt  die 
Bedingungsgleichung : 

{B^^A  Offl  +  2(AE^BD)mn  +  (B^AF)  nfi + ^D£^BF)m 

+  2(Bt:^CD)n+E^CF=^0. 
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Setzen  wir  zur  AbkOrzuog 

l  B»^AC=G,     BE—CD=K, 
a)    \bD—AE=:H.      BP—ED=zL, 

80  verwaDdeit  sieb  obige  Gleicbung  in 

G««— 2Änfn  +  Jiit«+21&i---2/:nii+iir=0.  . 
Zweckmäcsig  i8t  es^  die  Gerade  ^=m;r-f  ^  unter  der  Form 

£+1  =  1 

darzustellen;  die  vorhergehende  Gleichung  wird  dann 

» 

m 

§.  8. 

Nimmt  man  nun  die  beiden  Diagonalen  des  umschriebenen 
Vierecks  als  Axen  der  x  und  y ,  ihren  Durchschnitt  also  als  An- 
fang der  Coordinaten  an  y  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  End- 
punkte dieses  Yleffecks  durch  «,0;  «i»  0;  0,  /?;  0^  /?i;  so  sind 
die  Gleichungen  der  auf  einander  folgenden  Seiten: 

^£+»  =1 

^  +  1=1. 
«i      P 

^+1^  =  1, 
«1      Pi 

T  nT   —    *» 

«  Pl  - 

und  well  sie  den  Kegelschnitt  berühren,  so  hat  man  nach  5.  die 
vier  Gleichungen: 

7.  /G««jS»+2Ä«j5«  +  ,//3«  +  2Jf««i3  +  2L«/S  +  ilf««=:0, 
9.    j  Gai2^iH2Ä^i/5iH^AH2i^«i%+2Xaift +ilfai«  =0, 

Mittelst  dieser  vier  Gleichungen  können  vier  Coeflficienten  des 
Keeelschnitts  bestimmt  werden,  einer  bleibt  unbestimmt  (der 
sechste  ist  willkührlich),  und  es  klinnen  afso  unendlich  viele  Linien 
zweiten  Grades  vier  Gerade  berühren.  Versuchen  wir  jene  vier 
Coiefficienten  zu  bestimmen« 


d. 
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Eliminirt  man  M  aus  den  beiden  ersten  Gleichungen,  dann 
aus  den  beiden  letzten,  so  kommt: 

zieht  man  diese  Gleichungen  van  einander  ab,  so  findet  sich: 

11.  j^  =  «' 

Eliminirt  man  6  aus  7.  und  10.,  so  wird  wegen  L=:0: 

h.    2Ä/Jft+ilf(/S+ft)  =  0. 
Subtrahirt  man  endlich  10.  von  7.,  so  kommt  wegen  L=:0: 

(Ga«+2Ä«+J)OJ+ft)+2#ra«=:0; 

fahrt  man  in  diese  Gleichung  für  ^Ha-i-J  seinen  Werth  aus  11. 
ein,  ffir  ß-l-ßi  seinen  Werth  aus  12.,  so  wird: 

13.     Gaaißßi^Jßßi-^Maai  =  0. 

H  J 

Setzt  man  ^  =  JJ^ ,  y^  =  «/i  >  ^^c-  >  und  drückt  mitteist  der  vier 

Gleichungen  11«,  12.,  13.  durch  M^  die  vier  übrigen  Grössen  aus, 
so  erhält  man : 

ii=0. 

Noch  sind  Relationen  zwischen  den  Grössen  Gy  H^  J  etc. 
und  den  ursprünglichen  Coefficienten  A,  B,  C,  etc.  von  Wichtig- 
keit.   Man  braucht  nur  auf  die  Bfelationen  d)  zurückzugehen. 

Aus  der  4ten  u.  5ten  (ß  eUminirt)  folgt  DM^FK=0. 
„     „      „     „     „    (ö     .,,      )     .>    BM^EK=zO. 
.^     JAus  der  2ten  u.  4tea  (£  eliminirt)  folgt  JS/—A^!=rO. 

„  J>  J>  99  99  (ß  99  )  *>  -E«/ FH^^O> 

Aus  der  2ten  u.  4ten  (£  eliminirt)  folgt  DG—BH-^AK-O. 
„     „     „     „      „     (/>       „      )     „    EG^C£f-^BK={i. 


Ana  den  BetrachtUDgen  im  rorieen  Parograpfaen  ergiebt  sich 
leicht  die  AutlOaung  d«r  Aafa»b«t  ^en  Ort  des  Mittelpunkts  aller 
Linien  zweiten    Grades  zu    neatimnien ,    welche  vier  Gerade  bcr 


also  nach  14. ; 

2»=<'-!^(Jf,-.pft), 

Eliminirt  man  jetzt  ane  diesea  beidea   delchmsen   die  VeiiiH 
derliche  M, ,  so  konunt  als  Gleichung  des  gesachten  Orts : 

2y(o+a,)  +  2ar(ß+ft)  =  Co+«,)(^+ft). 

Bei  d«r  Dlscusflion  dieser  Geraden  halte  tob  mich  nicht  auF,    da 
dieoer  GegewtRod  Bcbgn  Ott  abgeliandfJt  Ist. 


^  10. 

I)a  die  Selten  des  elDgeschriebenen  Vie^^  BerGhnings- 
sehnen  sind,  so  Ist  nach  I.  die  Gfelchnng 

der  dem  Punkte  a,  0  entsprechenden: 

(Är+Z))y  +  (O+i;)a+fi>+F=0 
der  dem  Punkte  v,,  0  entsprechenden: 

der  de;n  Pvnkte  0^  p  ent^rechenden  i 

I  der  dem  Punkte  0,  j3|  entsprechenden: 

( Ji5,+i>), +(Bft4£)^ +i)ft +F=0. 

Die  CoerdinatSD  des  Dnrebschnitts  der  lieiden  erste«  Gegen- 
seiten des  eingeschridienen  Vierecks  sind  also  ivegen  L  =  0 
(vergl,  IS.): 


r 


17.    .=0.,=-*  =  -*— *■ 


V~ß*ß,' 


351 

Die  Cooi«liDaten  dts  DmrchscIinUte  der  beiden  afidern  Geg^n-« 
seitfn  sind  : 

lo  ft  J  Ü  F       2cari 

18.     y  =  0,  0:  =  ^-^  =  -.^=:^^^  ~^. 

Da  also  der  erste  DorchschDitt  auf  der  Axe  der  y,  der  andere 
auf  der  Axe  der  x  liegt «  so  haben  wir  das  Theorem  1)  erwiesen. 

Betrachtet  man  ferner  zwei  Gegenecken  deä  äussern  Vlereclts. 
als  zugeordnete  Punkte,  den  Durchschnitt  der  Diagonalen  ^Is  den 
dritten  Punkt .  so  ist  der  Durchschnitt  der  Gegensexten  des  einge- 
schiiehenen  Vierecks  (welcher  mit  den  erwähnten  Gegenecken  und 
dem  Durchschnitt  der  Diagonalen  in  gerader  Linie  liegt)  der  dem 
3ten  Punkte  zugeordnete  4te  harmonisdie  Punkte  wie  sich  aus 
der  Definition  der  4  harmonischen  Punkte «  aus  dem  Werthe  von 
y  aus  17.»  oder  von  x  aus  18.  »phx  leicht  ergiebt. 


8-  n. 

Die  Gleichung  der  Geraden,   wefcbi^   die  Durchschnitte  der 

Gegenseitenpaare  des  eingeschrieTieneo  VÜerecks  verbindet  ^  Ist 

*\ 

•  .««i(p+Pi)     «+«1 

<id#r>  mieman  Uielit  findet: 

Nun    genügt  der   Durchschnitt    zweier     Gegenseiten     des    um 
schriebenen    Vierecks     den     beiden    Gleichungen    — ^  4-  =^  ^ 
X      Y  '  ^      P 

— f-  7-  =  1 ;   der  Durchschnitt   der  beiden   andern  Gegenseiten 

^     ßi 

X      T  X     T 

den  beiden  Gleichungen  — h^-  =  1,  — t--7=>l-    Durch Addi-  ' 

«      Pi      ^  .   «i      P 
tion  ergiebt  sich,  dass  der  Durchschnitt  irgend  zweier  Gegenseiten 

der  Gleichung  ß  +  g") '^  +  (^  +  ~)^  =  2»    d.  i.   der  Glei- 

chung  19.  genügt,  und  somit  haben    wir  auch  das  Theorem   2) 
erwiesen. 


§.  12. 

Die  Grossen  a,  a^  ß,  ^«lassen  sich  auch  durch  die  Coeffi- 
cienten  des  Kegelschnitts  A^IS,  C,  etc.  ausdrücken.  Denn  nach 
14.  ist: 


3S2 

l  +  i  =  _?^-_2^(cf  15) 


1     1  _    ajy,  _    2JE. 

a      «i  Ji 


F' 


folglich  wird  die  Gleicbnng  19. : 

20.    Dr  +  EX+F  =  0. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Polaren  des  Apfan^  der 
Coordtnaten,  und  somit  ist  die  Gerade«  in  welcher  die  vier  Durch- 
schnitte der  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  und  umschriebe- 
nen Vierecks  liegen,  die  Polare  des  Durchschnitts  der  beiden 
Diiagonalen. 


§.  13. 

Das  Theorem  3)  endlich  kann  durch  die  Theorie  der  Polari- 
tät am  einfachsten  erwiesen  weMeo. 

Es  sei  Taf.  V.  Fig.  3  ABCD  das  eingeschriebene,  KIMS 
das  umschriebene  Viereck.  Weil  K  der  Pol  von  AlB^  M  der 
Pol  von  CDy  so  ist  KM  die  Polare  des  Durchschnitts  von  AB 
und  CD  (cf.  §.  5.),  ebenso  ist. die  Diagonale  LN  die  Polare  des 
Durchschnitts  von  BC  und  AD.  Ferner  ist  B  der  Pol  von  KL, 
D  der  Pol  von  MN,  also  BD  die  Polare  des  Durchschn4tts  von  KL 
und  MN  j  ebenso  AC  die  Polare  des  Durchschnitts  von  LM  uLd  ^ 
KN,  Da  nun  die  4  Durchschnitte  der  Gegenseiten  des  Innern  und  ^ 
Sussem  Vierecks  in  einer  Creraden  licM^en,  so  werden  ihre  Po- 
laren,^ nSmlich  die  vier  Diagonalen,  sicn  in  eipem  Punkte,  dem 
Pole  jener  Geraden ,  schneiden. 
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Heber  das  Rfickwärtseinsclmeiden  mW 
dem  llesstisclie  oder  das  ProMem  der 

drei  Punkte. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Das  sogenannte  Rückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtische 
oder  das  Problem  der  drei  Punkte  ist  eine  für  die  Praxis  so  wich- 
tige Aufgabe^  dass  jede  neue  Auflösung  denselben,  welche  eini- 
gen Nutzen  für  die  praktische  Anwendung  verspricht,  nicht  ganz 
unbeachtet  bleiben  wird.  Die  Auflösungen ,  welche  ich  in  diesem 
Aufsatze  geben  werde ,  gründen  sich  auf  einen  sehr  leicht  zu  be- 
weisenden geometrischen  Lehrsatz ,  der  auf  folgende  Art  ausge- 
sprochen werden  kann^  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  1.  und  Taf.  VI. 
Fig.  2.  zu  vergleichen  hat. 

Lehrsatz. 

Wenn  zwei  Kreise  sich  in  den  Punkten  Cundl> 
schneiden  ,  von  einem  dieser  beiden  Durchschnitts- 
punkte^  etwa  von  dem  Punkte  C^aus,  zwei  beliebige, 
die  beiden  Kreise  zum  zweiten  Malexin  den  Punkten  A 
und  B  schneidende  gerade  Linien  AC  und  BC  gezogen, 
und  an  diese  beiden  geraden  Linien  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  derselben  in  den  Punkten  A  und  B  die 
einander  gleichen  Winkel  CAA'  und  CBB'  gelegt  wer- 
den, deren  nöthigenfalls  über  die  Punkte  A  und  B  hin- 
aus verlängerte  Schenkel  AA'  und  BB'.  die  beiden 
Kreise  zum  zweiten  Male  in  den  Punkten  A^  und  Bi 
schneiden;  so  geht  die  durch  die  Punkte  Ai  und  Bi  der 
Lage  nach  bestimmte  gerade  Linie  jederzeit  durch  den 
zweiten  Durchschnittspunkt  D  der  neiden  Kreise,  und 
ist  gegen  die  Linie  DC  unter  demselben  Winkel  ge- 
neigt wie  die  Linien  AA'  und  BB^  gegen  die  Linien  AC 
und  BCy  wenn  man  nur  alle  diese  Winkel  von  den  Li- 
nien ACy  BOy  DC  an  nach  den  Linien  AA'^  BB'y  A^Bi  hin 
ganz  in  demsMben  Sinne  durchläuft. 

Theil  Vm.  23 
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Beweis. 
In  dem  in  Taf.  VL  Fig.  1.  dargestellten  Falle  ist 

^  CDA^  =  Z  CAA^  =  ^  CAA\ 

nnd  in  dem  Vierecke  BCDBi  ist    , 

^  CBB  +  ^  COJ^  =  2«. 

Weil  min  naeb'  der  Voraussetzung 

« 

^  CAA' =  j^  €8« . 
also  nach  dem  VorhergeheDden 

ist,  so  ist  /  , 

Hiermit  ist  der  Satz  offenbar  vollständig  bewiesen. 

In  dem  in  Taf.  VI.  Fig.  2.  dargestellten,  und  überhaupt  in 
jedem  andern  Falle,  kann  d6r  Satz  ganz  auf  ähnliche  Art  be- 
wiesen werden,  was  Alles  zu  einfach  ist,  als  dass  es  hier  noch 
einer  A'eiteren  Erläuterung  bedürfen  sollte. 

Wenn  man  nun  nur  noch  überlegt,  dass  in  beiden  Fällen 
was  sehr  leicht  zu  beweisen  ist,  sowohl  die  Winkel  CDA  und 
CA^A\  als  auch  die  Winkel  CDB  und  CB^B,  einander  gleich 
sind,  so  wird  man  leicht  die  folgende  Auflösung  des  Problems  der 
drei  Punkte  verstehen,  wobei  man  Taf.  VI.  Fig.  3.  zu  vergleichen  hat 

Erste  Methode  des  Rückwärtseinschneidens» 

Wenn  die  den  drei  Punkten  3t,  ^,  C  auf  dem  Felde 
entsprechenden    Punkte  A^  B,   C  auf  dem  Messtische 

fegeben  sind,  und  der  dem  vierten  Punkte  S)  auf  dem 
elde  entsprechende  Punkt  D  auf  dem  Messttsche  ge- 
sucht wird,  so  lege  man  an  die  Linien  ^C  und  BC  b,u( 
entgegengesetzten  Seiten  derselben  in  den'Ponkten' 
,A  und  B  die  beliebigen  einander  gleichen  Winkel  CAA' 
und  CBB',  und  die  beliebigen  einander  gleichen  Winkel 
CAA"  und  CBB"  an.  Hierauf  lege  mau  die  Kippregel 
^n  AA',  Orientire  den  Tisch  nach  h,  lege  die  Kippregel 
an  C  visire  nach  S,  und  bestimme  In  aieser  Lage  den 
Durchscbnittspunkt  ^li  der^Ki.ppregel  mit  der  Linie  ^2('. 
Dann  le^e  man  die  Kippresel  An.  A^A,  orientire  den 
Tisch  wieder  nach  H,  lege  die  Kippregel  an  C,  visire 
nach  C  und  bestimme  in  dieser  Lage  denD'urchscbnitt»- 
punkt  Ayi  der  Kippregel  mit  der  Linie  il^^.  Nun  lege 
man  die  Kippregel  an  B'B,  orientire  den  Tisch  eacfa  SV» 
lege  die  Kippregel  an  C,   visire  nach  C,   und  bestimsie 
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in  dieser  Lage  den  DurGhsdinittspttnkt  B^  der  Kipp- 
regel mit  der  Linie  BB',  Endlich  lege  man  die  Kipp- 
regel an  BB^,  orieotire  den  Tiseli  wieder  nach  ^,  lege 
die  Kippfegel  an^C,  visire  nach  Z,  und  beatimme  in 
dieser  Lage  den  Durchschaittspaokt  B^  der  Kippregel 
mit  der  Linie  BB">  Zieht  man  nun  die  Linien  AiBi  und 
^2^9»  ^o  iivt  deren  DurchscbDitt4spunkt  der  gesudh^e 
Punkt  D. 

Dass  man  die  Linien  auf  dem  Messtische  nie  ganz^  sondern 
immer  ^  i^ur  so  weit  ausziehen  muss,  als  zur  Bestimmung  ihrer 
Durchschnittspunkte  unumgänglich  erforderlich  ist,  weiss  Jeder^ 
der  mit  der  Messtischpraxis  nur  einigermassen  vertraut  ist. 

Aus  dem  oben  bewiesenen  Lehrsätze  ergiebt  sich  aber  unter 
denselben  Vorauss^zungen  wie  vorher,  wobei  man  Taf.  VL  Fig.  4« 
zu  vergleichen  hat,  unmittelbar  auch  die  folgende 

Zweite  Methode  .des  Rückwärtseinschneident. 

An  die  Linien  AC  und  BC  lege  man  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  derselben  in  den  Punkten  A 
und  B  die  beliebigen  einander  ^Iei<;hen  Winkel  CAA* 
und  CBB.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  A'A^ 
orientire  den  Tisch  nach  1\,  lege  die  iLippregel  an  C, 
visire  nachC,  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durch- 
schnittspunkt Ax  der  Kippregcl  mit  der  Linie  AA'* 
Dann  lege  nian  die  K^ippregel  an  ßB\  orientire  den 
Tisch  nach  ^^  f^g^  ^i®  Kippregel  an  C,  visire  nach  S, 
und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durchschnittspunkt 
Bx  der  Kippregel  mit  der  Linie  BB' .  Endlich  ziehe 
man  die  Linie  A^Bi  und  lege  durch  den  Punkt  C  eine 
Linie  CD,  welche  mit  der  Linie  A^B-i  den',  den  Winkeln 
CAA'  und  CBB'  gleichen  Winkel  CDB^  einschliesst,  so 
ist  der  Durchschnittspunkt  dieser  Linie  mit  der  Linie 
A\Bi  der  gesuchte  Punkt  D, 

Das  Anlegen  der  gleichen  Winkel  an  die  Linien  AC,  BC  und 
A-iBi  nach  den  im  Vorhergehenden  gegebenen  näheren  Bestita- 
inungen  kann  man,  wie  es  mir  scheint^  mit  aller  erforderlichen 
Genauigkeit  mittelst  eines  ungleichseitigen  hölzernen  Dreiecks  und 
eines  hölzernen  Lineals  auf  bekannte  Weise  ausfuhren,  worüber 
hier  nichts  weiter  zu  sagen  ist.  Will  man  aber  auch  diese  ganz 
einfachen  Instrumente,  welche  für  andere  Operationen  doch  un- 
entbehiiich  sind^  aussch Hessen ,  und  sich  nur  den  Gebrauch  der 
Kippregel  gestatten,  so  kann  man  sich  zu  dem  Antragen  der  Win- 
kel nach  den  aus  dem  Obigen  bekannten  Bestimmungen  auch  sehr 
zweckmässig  beliebfger,  nur  möglichst  scharf  begränzter  Objecte 
auf  dem  Felde  ^  welche  sich  gewiss  in  allen  Fällen  leicht  werden 
finden  lassen,  bedienen,  wozu  eine  weitere  Anleitung  hier  eben- 
falls nicht  erforderlich  ist,  weil  ein  Jeder^  der  nur  mit  der  Ein- 
richtung und  dem  Gebrauche  des  Messtisches  hinreichend  bekannt 
ist,  die  sämmtlichen  hierzu  erforderlichen  Operationen  leicht  in 
Ausführung  zu  bringen  im  Stande  sein  wird. 

23  ♦ 


356 

Noch  eine  Auflösung  unserer  Aufgabe,  die  aber  eigentlich  nur 
als  eine  Modification  der  vorhergehenden  allgemeineren  Methoden 
anzusehen  ist,  ergiebt  sich  aus  den  folgenden  Betrachtungen. 

In  Taf.  VI.  Fig.  6.  sei  Z  CAÄ  =  ^  CDB,  und  die  Linie 
AA'  schneide  den  um  das  Dreieck  ACD  beschriebenen  Kreis  zum 
zweiten  Male  in  dem  Punkte  Ai.  Zieht  man  dann  die  Linie  AiD, 
so  ist  in  dem  Vierecke  ACDAy  nach  einem  bekannten  Satze 

^  CDJi  +  ^  CAA'  =  2iB, 

also  nach  der  Voraussetzung 

^CDAi+^CDB  =  2R, 

und  AiDß  ist  folglich  eine  gerade  Linie.  Nimmt  man  nun  hierzu 
noch,  dass  ^C3A  =  ^CAiA  ist,  so  ergiebt  sich  unmittelbar 
die  folgende 

Dritte  Methode  des  Rückwärtseinsehneidens, 

Man  lege  die  Kippregel  an  AC9  orientire  den  Tisch 
nach  £,  drehe  die  Kippregel  um  A^  visire  nach  03,  und 
ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  2!^'.  Hierauflege 
man  die  Kippregel  in  umgekehrter  Lage  an  A'A,  orien- 
tire den  Tisch  nach  '21,  lege  die  Kippregei  an  C,  visire- 
nach  C  und  bestimme  in  dieser  Lage  den  Durch- 
schnittspunkt ^1  der  Kippregel  mit  der  Linie^^'.  Dann 
lege  man  dieKippregelan  AiB  und  orientire  den  Tisch 
nach  S&,  worauf  derselbe  richtig  orieotirt  sein  wird, 
so  dass,  wenn  man  die  Kippregel  an  A  oder  C  legt 
und  respective  nach  71  oder  ^  visirt,  der  Durchscbnitts- 
punkt  der  Kippregel  in  dieser  Lage  mit  der  Linie 
AiB  den  gesuchten  Punkt  D  geben  wird. 

Dass  man  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  wie  so  dben  auf 
den  Punkt  A  auch  auf  den  Punkt  B  anwenden,  und  dadurch 
eine  zweite  der  Linie  AiB  analoge  Linie  ABi  erhaltcfn  könnte, 
wo  dann  der  gesuchte  Punkt  D  der  Durchscbnittspunkt  der  beiden 
Linien  AiB  und  ABi  sein  würde,  versteht  sich' von  selbst.  Das 
vorhergehende  Verfahren  ist  aber  einfacher  und  verdient  daher 
den  Vorzug. 

Ich  hoffe  späterhin  noch  auf  diesen  Gegenstand  in  anderer 
Beziehung  zurückzukommen,  und  bemerke  nur  noch,  dass  bei 
einigen  wirklich  angestellten  Versuchen  die  drei  vorhergehenden 
Methoden  mir  den  zu  bestimmenden  Punkt  immer  sogleich  mit 
aller  nur  zu  wünschenden  Sicherheit  geliefert  haben,  müchteaber 
freilich  gern  auch  die  von  Anderen  und  in  grosserer  Anzahl  als 
mir  dies  bis  jetzt  möglich  gewesen  ist,  zu  machenden  Erfahrungen 
kennen  lernen,  da  sich  nur  erst  dann  ein  ganz  sicheres  Urtheil 
über  die  praktische  Brauchbarkeit  dieser  neuen  Methoden  für  eine 
der  wichtigsten  geodätischen  Operationen  wird  fallen  lassen. 
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Uejber  die  hSheren  Dilfereiizlalquo' 

tlenten  des  Ausdrucks 

\  Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlo  milch 

BD  der  UniTertität  %u  Jena. 


Wir  wollen  uns  vorerst  die  Aufgabe  stellen,  die  höheren  Dif- 
ferenzlalquozienten  von 

zu  entwickeln  y  weil  sich  aus  ihrer  Losung  leicht  die  des  oben 
angedeuteten  Problems  ableiten  lässt.  Was  nun  aber  die  succes- 
siven  Uifferenziationen  des  vorliegenden  einfacheren  Ausdrucks  an- 
belangt, so  findet  hier  der  günstige  Umstand  statt,  dass  sich  die- 
selben auf  zwei  ganz  verschiedenen  Wegen  ohne  die  mindeste 
Schwierigkeit  ausiähren  lassen ,  wodurch  es  nachher  auch  mSglich 
wird,  durch  Vergleichung  der  beiden  Resultate,  welche  man  auf 
ihnen  findet,  einen  sehr  allgemeinen  gar  nicht  mehr  in  die  Diffe- 
renzialrechnung  gehörigen  Satz  als  blosses  Corollar  aufzustellen. 


I. 

Zerlegen  wir  den  obigen  Ausdruck  folgendermassen : 

(z^+k^y-/*  = ^ ?  , 

so  erhellt  auf  der  Stelle  i  dass  wir  hier  den  bekannten  Satz 

8"(tt.p) 

"St» 
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für 


u  = 


4 

iD  AoweDduog  briogen  kuDoeD.    BezeichneD  wir  der  Kurze  wegen 
ST-l  mit  i  uDd  ^(^  +  l)-..(|i+m— 1)  mit  [ft],  so  ist 

also 

8"*«  -»*1  gm©  ••         1 

uod  wenn  wir  diese  Gleiehungen  fir  die  Fonnel  (1)  benutzeD,  so 
ergiebt  sich  .leicht 

« 

82« 
=  (— l)«|no J^—  M         i  „,         Ü*l Q^^ 


ifcO'H^»  ^  ^  (z  +  Äiy*+i  •  (x— Äi>"+»- 1 


•« 


+  «2 


Ifd Qtl 


(z+kiy^^  (z^Ui)/*^ 


»-« 


Um  nun  hier  die  reellen  und  imaginären  Partieen  zu  sondern, 
setzen  wir 

z  +  Ai  =  r(coS9)db%'3m9>)» 
woraus  folgt 

rcosg)  =  2,  rsingj  =  A:; 

•         r  =  (za+Ä:2)i,  tang>==-  oder  9)  =  Arctan-.  (3)' 

Es  wird  dann 

__  cosy — isiny  1  cos  co -f  {  sin  g> 


2  +  At  r  '    2 — ki  r 

und  wenn  wir  noch  die  Gleichungen 

(cos  9>  ±  i'  sin  9)*»  =  cos  mxp  i  1  sin  W19) , 
(co»g)+isin9))(cosif;— tsin-^)  =:co8(g) — 1(;)  + 1  sin  (9— ^) 

in  Anwendung  bringen^   so  nimmt  «nser  Di&ren^quetient  fol- 
gende Form  an: 
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=  )ätf4i  |«o[f»][cosng)+i8iii»g>]+ni[ft][f*]  [co8(n— 2)g>+MiD(it— 2)g>I 

«    «— a  ) 

+  ^%  M  M  [co8(n— 4)g?+i8ln(n— 4)  9>J  -f  •  •  •  •)  • 

Da  DUO  aber  der  fragliche  DiCerenüalquotieiit  doch  nar  eine 
reelle  Grösse  sein  kano^  weil  es  (z^-i-k^y-^  iat,  so  folgt,  dassdie 
imaffinäre  Partie  der  vorstehenden  Gleichung  sieh  von  selbst  an- 
nulliren  muss  *),  so  dass  wir  vermöge  desWerthes  von  r  erhalten: 

82« 

~  /  ^  .  /^li-«  NM cos»9 +»,  [fi] M COS (n— 2) 9) 

+  %  MM  co8(«— 4)g>+ . . . . 

Dividiren  wir  beiderseits  mit  l«2..n  und  bemerken^  dass  für 
ein  ganzes  positives  p 

M 

'  1.2,.n 

_«(w— l),..(n— ;y+l)    ft(ft+l)..(|x+p— 1) .  p, (ii+l)...(iA+n—p+l) 
1.2...p  1.2.. .n 

_  ft(ft+l).,.(ft+p— 1)    ^ (ft4-l) . . .(ft+n^-^+1) 
1.2.  ..11  1.2...(n — p) 

=  (fi+p— l)p  (fi+n-/i+l)B-.p 
ist«  so  gelangen  wir  zu  dem  Resultate: 

■ 

1.2. .n  *  3»» 

=      '^"'^^   « ( (f*— l)o  (fi+n— l)«cosn(p+  f*i(ft+n— 2)«^  eoe(«-2)q> 

+  (fA+l)«(f*+«— 3)«-aCos(n— 4)9)  +.... }, 

oder  fft  -f  1  für  fb  gesetzt : 


*)  Schreibt  mail  die  Reihe ,  welche  den  Koeffixienten  mn  i  bildet^ 
wirklich  hia ,  so  «ieht  man  diess  aneh  a  potiteritirl  danin,  dasfii,  sieh  die- 
jenigen Glider  gegen  einander  heben,  welche  von  Anfang  und  Ende 
gleichweit  enlfernt  «Ind. 


3fi0 


1.2.«}t  dz" 

=  — ^ — ^-r—  { f«o  (f*+n)«cosn9  i  ^     W 

+  (f»l-l)i  (f»+n— l)«-i  cos(ii— 2)9 

+  (f*+2),0*+n-2)i^  co8(it-4)<p  + . . . 


wobei  redits  n+1  Glieder  st^eor  and  tp  die  unter  Nro.  (3)  ange- 
gebene Bedeutung  bat. 

Nehmen  wir  endlicb 

so  wird  nach  Nro.  (3) 

0)  =  Arctan --= —  =  Arctan  — rr — • ,  (5) 

^  x  +  ia  2j:+o 

ferner 

j«  +  ife«  =  a:«  +  aa?  +  6, 
dz  =  8ar; 

und   mithin    erhalten    wir    jetzt    die    folgende   LSsung    unseres 
Problemes : 

1.2...n  &r" 

^■"'^"  {(Mo (;*+«)•» CO« «<p  .  \     (6) 


+  (f*+l)i  (pfw— l)»-a  cos(n— 2)  9 

+  (f*+2)a(fi+«^— 2)«-aCos(»— 4)g)4-,...  j  / 

^  Man  wird  leicht  bemerken,  dass  in  dieser  (n-fl)gliedrigen 
Reihe  diejenigen  Glieder  gleich .  sind ,  die  von  Anfang  und  Ende 
gleickweit  abstehen,  und  man  konnte  daher  dieselben  zusammen- 
nehmen, wobei  jedoch  gerade  und  ungerade  n  unterschieden  wer- 
den müssen,  weil  im  ersten  Falle  ein  Mittelglied  enstirt,  wähi:end 
es  im  zweiten  fehlt. 


11. 

Eine  von  der  obigen  ganz  verschiedene  Losung  unseres  Pro* 
blemes  ergiebt  sich  aus  dem  allgemeinen  Satze 

+  3. 4. W4(2z)»-4/(»-»)  (!«)  +  ...., 


sei 

voD  dessen  Richtigkeit  mafi  sich  u.  A.  mittelst  der  BernouUisdieQ 
Induktion  überzeugen  kann.    Nimmt  man  hier 

/:(,)  =  (y +  *»)-/», 
80  wird  für  ein  ganzes  posittves  m: 

Y'.)(y)=(-i)-.W^^^. 


und  folglich 


8«« 


+  3.4.114  [f*]    (iäqpjä)5r«+**'-^ 
oder  9  wenn  man  mit  (22)*  in  die  Parenthese  multiplixirt  und 

^•nt —       I"     *  0.4.114  — — — j— ^ , 

4.6.6.114  =s-i — j-^-g «,  etc. 

setzt: 


.  n(»i— l)...(n— 3),  *-•/  4*«  \»->         ( 

+ X^ M  V^ri:^;    -  ••: 

Hieraus  ergiebt  sich  nun  leicht  durch  Uivisien  mit  1.2.  ..n: 

1        8»(z«+A«X* 


1.2. .n  5z« 


«-1/    .        o^        /   ***  \ 
.   (n-aKn-3) .    .     _^       /  4»«  X«^ 
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9&m  fi+l  fflr  fi  getfetst : 

1         8»(z«-fA«)--W-i) 
1.2. .n  ^? 


Nehmen  wir  auch  in  dieser  Gleichung  die  Substitutionen 
vor  und  setzen  sur  Abkürasung 


so  erhalten  wir: 


3«(ä«+<u?+6)-(A*+i) 


wobei  die  Reihe  nicht  weiter  fortgesetzt  wird,  als  bis  sich  eines 
ihrer  Glieder  annullirt. 


IIL 

Wir  wollen  nun  die  beiden  Terschiedenen  Losungen  unseres 
Probleiiies  mit  einander  vergleichen  5  wobei  es  am  einfachsten  ist, 
die  Gleichungen  (4)  üs^A  (7)  ssusaanmienzuhalten.  £9  ergiebt.  sich 
so  die  Relation    . 

* 

{(io(j»+n)«cosii9>  +  (f»+J)i(f»-ftt— IV», cog(n— 2)9>+ . .. .} 


(2»+**)3 


=  (^J«o(f»+«)-(-^)"-  («-l)i(»»+«-lVn(j^,)'"*+....} 

k 

wobei  noch  för  g>  der  Werth  Arctan^  zu  setzen  wäre,  wodurch 

z 

q>  aus  der  Gleichung  verschwände.    Man  kann  aber  eben  so  leicht 
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auch  z  beraasschaffeD ,  iadsm  man  es  durch  9  ausdrückt,  weil 

.     nach  dem  Früheren  tan  9)  =  —,  folglich  z^=zk  cot <p  Ut.    Hierdurch 

t 

wird  dann 

_1__  1  1    .    _8in«y 

und  nun  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Relation  in  den  fol<* 
genden  goniometrischen  Satz: 


aio  »9  { fio  (fA+»)ii  CO«  nq>  +  (f»+l)i  (fi+Ä— 1)*-^  co«  («—2)9  + . . .  | 
=  !2£!2 1,1^  (^+n)n(2co«g))*M«---l)i(M^-l)^^ 

der  sich  noch  besser  so  gestaltet : 

f*o(ft+«)«  coanq>  +  (P'+l)!  ({»+»— IV-i  cos  («—2)9 

+  (fi+2)a  (fi+n— 2)rf^  cos  («--4)  g>  + . . . 
=:Mio(f*+»),(2cosy)"^  (n— 1),  (|*+«— 1),^  (2co«9)«-« 

+  («— 2)2(fi+n— 2)n^  (2cos9)»-*- . . . , 

wobei  links  n-f-1  Glieder  stehen    und  rechts  nur  so  viele ^  dass 
keine  negativen  Exponenten  von  2  cos  97  vorkommen  kunpen. 

Das  v^Mrliegende  Theorem  ist  wegen  der  beiden  TÖilig  will« 
kQhrlichen  Grössen  fi  und  9,  die  es  enthält  ^  von  grosser  Allge- 
meinheit und  umfasst  viele  Sätze,  die  man  auf  anderen  Wegen 
gefunden  hat.    Für  ^==0  z.  B.  ergiebt  sieb 


cosn9+cos(jt — ^2)9-f  cos(ii^4)9-f  ..-f  co8(ii — 2n)9 
=  «0  (2  cos  9)«  —  (w— l)i  (2  cos  9)»-«  +  (n~2)2  (2  cos  9)«-4— . . . . 

Hierbei  ist  die  linke  Seite 

=     cosn9{l4-€os29'f  cos49-f  ••••-4'C062n9l 
-f  sinn9  [siu 2 g> -{- sin iq) -{-,..,'{- sm-in q)] 

(.    ,  sin(2it-f-l)9)   .     .  (cot  9     cos(2n4-l)Q>) 

sin(n-fl)9 

^       sin9      ' 

wie  man  Jeicht  durch  eine  kleine  Reduktion  findet    So  kommen 
wir  auf  den  Satz : 


zu 

I 

siotp  1  1.2 

der  auch  sonst  schon  bekannt  ist.  —  Für  9>  =  7  ergiebt  sich  aus 

o 

der  Gleichung  (9)  eine  Relation ,  aus  welcher  sich  sämmtliche  von 

Herrn  Dr.   Bjurling    im   Vllten   Theiie    S.   266.    mitgetheiiien 

Formeln  ableiten  lassen ,  wenn   man  sich  auf  die  Unterscheidung 

von  geraden  und  ungeraden  n  einlässt  und  einige  Transformationen 

Tombnmt. 

Eine  kritische  Bemerkung  möge  diesen  Aufsatj:  beschliessen. 
Man  leitet  oft  arithmetische  Sätze  dadurch  ab,  dass  man  ^ne 
Funktion  auf  swei  verschiedeDe  Weisen  in  eine  nach  steinenden 
Potenzen  der  Veränderlichen  fortgehende  Reihe  verwandelt  und 
dann  eine  Coeffizientenvergleichung  vornimmt.  Ich  halte  diese 
Methode  für  wissenschaftlich  buchst  unbedeutend,  wenn  ich 
auch  ihre  Brauchbarkeit  bei  Schülern  von  bloss  elementaren  Kennt- 
nissen gern  zugebe.  Denn  welchen  Weg  man  auch  zur  Reihen- 
entwickeiung  der  Funktion  einschlagen  md^e,  so  ist  vermöge  des 
Maciauri naschen  Theorems  der  Coeffizient  von  as^  nichts  An- 
deres als  ^  c^  9  man  findet  also  mittelst  jener  Methode  nichts 
1.2..»  •* 

mehr  und  nichts  weniger,  als  zwei  bloss  der  Form  nach  verschie* 
dene  Ausdrücke  für  einen  höheren  Differenzialquotienten,  aber 
nur  in  dem  ganz  speziellen  Falle  >  dass  man  für  jenen  sich  auf 
den  Werth  x=0  beschränkt.  Es  ist  daher  wissenschaftlich  bei 
weitem  richtiger,  gleich  direkt  zwei  verschiedene  Formen  für  F(^)(x) 
aufzusuchen,  wobei  man  den  Vortheil  hat,  dass  man  in  der  Ke- 
lation,  weiche  sich. aus  der  Vergleichung  dieser  Formen  ergiebt, 
die  Variable  in  ihrer  ganzen  Wulkührlicnkeit  figu^iren  sieht  und 
also  zu  einem  Theoreme  gelangt,  welches  schon  an  sich  allge- 
meiner ist  und  wegen  der  darin  vorkommenden  Variablen  auch  für 
andere  Zwecke,  z.  B.  für  die  Integralrechnung,  von  Nutzen  sein 
kann. 
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Teber  seradlinise  Bauniir^^liilde,  die 

einfocher  sind  als  das  Dreieck»   und 

filiep  deren  VerwenduniT  zur  Funda*> 

mentallehre  der  Oeometrie. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

ProfeMor  der  Mathematik  sa  Tarnow  in  Galizieir. 


I. 

Einkleidung. 

§.  1.  So  wie  der  Kreis  entschieden  die  einfachste  krumm- 
linige  Raumgestalt  ist»  eben  so  hat  man  seit  Euklid  das 
Dreieck  für  die  vermeintlich  einfachste  geradlinige 
ftaum^estait  angesehen»  und  auf  dessen  Lehre  alle  wei- 
teren Forschungen  der  Geometrie  aufgebaut.  Untersucht  man  je« 
doch  die  möglichen-  uoch  einfacheren  geradlinigen  Raumgebilde, 
so  findet  man  deren  zwei»  die  bisher  der  Aufmerksamkeit  der 
Geometer  entgangen  zu  sein  scheinen»  und  die  dennoch  zu  einer 
natürlichen  Grumllage  der  Geometrie  geeigneter  sein  dürften»  als 
das  Dreieck»  nemlich: 

.    1.  Das  System  einer  ganzen  Geraden  mit  einem  Punkte  ausser 
ihr»  und 

2.  Das  System  zweier  paralleler  ganzer  Geraden»  das  wir  kurz- 
weg  em  Parallelenpaar  nennen  wollen. 

§.  2«  Dass  diese  zwei  Gestalten  wirklich  einfacher 
als  das  Dreieck»  ja  sogar  die  einfachsten  möglichen 
sind»  leuchtet  daraus  ein»  dass 

a)  an  ihnen»  so  wie  sie  vorliegen»  nur  zwei  Raumdinge» 
dort  eine  ganze  Gerade  und  ein  Punkt,  hier  2  ganze  Greraden»  bei 
dem  Dreiecke  aber  3  Strecken  und  3  Winkel  als  Bestandstücke 
vorkommen»  und 

b)  dass  zwei  Systeme  jener  beiden  Arten  schon  congruiren» 
wenn  sie  bloss  je  zwei  Elemente»  namentlich  je  eine  Strecke  und 
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je  einen  Winkel  gleich  haben,  wogegen  Dreiecke  erat  dann  con- 
grniren  5  wenn  sie  je  3  Elemente,  namentlich  je  n  (=  1, 2, 3)  Seiten 
und  3 — n  Winkel  gleich  haben;  oder  dass  jedes  jener  Systeme 
durch  die  2 ,  iedes  Dreieck  aber  durch  die  3  genannten  Elemente 
bestimmt  wirdi;  endlich 

c)  daraus,  dass  ein  geradliniges  Raumding,  das  nicht  selbst 
ein  Element  —  eine  Strecke  oder  ein  Winkel  —  sein  soll,  nicht 
durch  weniger  als  2  Elemente  bestimmt  werden  kann. 

§.  3.  Von  den  angeführten  zwei  einfachsten  Raumgestalten 
kann,  wie  man  leicht  einsieht,  jee liehe  auf  die  andere  zu- 
Tückge fährt,  dalier  auch  nur  die  letztere  als  Grundliage 
i>eibehalteu  werden.  Namentlich  scheint  es  besser  zu 
sein,  das^  Parallelenpaar  zu  Grunde  zu  legen,  indem  es, 
«renii  eiiie  di^^fter  Geraden  in  ihre  Gesamintschaft  Ton  Punkteo  auf- 
gelost  gedacht  wird>  aus  lauter  congruenteii,  stetig  an  einander 
hangenden  Systemen  einer  Geraden  und  eines  auswärtigen  Punktes 
besteht* 

§•4.  Dass  endlich  diese  einfachsten  Raumgestalten, 
vorzüglich  die  letztere,  zur  Aufstellung  einer  einleitenden 
FundamentalJehre  der  Geometrie  geeigneter  sind,  als 
das'Dreieck,  erhellet  aus  folgender  Betrachtung.  Als,  wenn- 
gleich unwissenschaftlichen  so  doch  unabweisbaren,  Grund  der 
Haupteintheilung  der  Geometrie  erkennt  man  allgemein  an'  das 
Liegen  der  zu  erforschenden  räumlichen  Gegenstände  in  einerlei 
Ebene  oder  nicht ;  wonach  die  gesammte  Wissenschaft  in  ihre  zwei 
Hauptabtheilungen ,  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 
Planimetrie  und  Stereometrie,  zerfallt.  Als  Grund  der 
ersten  Untertheilung  kann  man  jedoch  nicht  -—  wie  neuerdings  viel 
beliebt  —  die  €ongruenz,  Aehnlichkeit  und  Messung 
(Metrik),  sondern,  nur  die  Gattung  der  räumlichen  Gegenstände 
gelten  lassen,  weil  jene  drei  genannten  Eigenschaften  an  jedem 
Kanmdinge  erforscht  werden  können,  und  also  auch  müssen. 

Der  Eintheilungsgrund  der  Gattungen  planimetrischer  Gegen- 
stände kann  aber  nur  die  Beschaffenheit  der  sie  ausmachenden 
Linien  sein,  und  ihre  Reihenfolge  wird  durch  die  grössere  oder 
geringere  Einfachheit  und  Zusammengesetztheit  dieser  Linien  be- 
dingt. Mithin  ist  zu  allererst  die  geradeLinie  — zumeist  in  ihrer 
Ganzheit  —  zu  untersuchen,  nachher  kommen  die  gebrochenen 
Linien,  und  von  ihnen  vorzugsweise  die  geschlossenen  — je 
nachdem  sie  ebene  Figuren  allseitig  eingrenzen  oder  nicht,  Viel- 
ecke oder  Vi  eis  ei  te  genannt — ,  endlich  die  krummen  Linien 
zu  erforschen.  Mithin  gehört  das  Parallelenpaar  in  die  erste, 
das  Dreieck  aber  in  die  zweite  dieser  drei  naturgemäss  gereihten 
Gattungen  der  planimetrischen  Gegenstände. 

§.  5.  Die  Fundamentallehre  der  Geometrie  kann  daher  bloss 
die  geradeXilnie,  und  an  ihr  zuvorderst  die  Lätiee  und  Rich- 
tung, mithin  die  einfachsten  Bestaudstücke  oder  die  Elemente 
aller  Raumgebtlde,  nemlieh  die  S  t  r  ecke  n  und  Winkel  e^forsclien. 
Hierauf  hat  sie  zu  untersuchen :  die  einfachsten  Verbindungen,  d.  i. 
Paate  ^aazer  Geraden,  rficksichtlieh  iiures  Zosamentreffens  oder 
GeirenntoeiBs,  lnjas  die  eo^eaaonte  Parallentheorie  ausmacht. 
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Ab  diese  reiht  sieh  mhi  gßiat  nsL^nfs^mMaä^BEtfotBchumg  Am» 
Parallel enpojires,  und  (als  eioe#  Besonderheit)  des  Systems 
einer  Geraden  mit  einem  aussvfirtkpen  Punkte»  vbmehmlich  rück* 
sichtlich  der  .ge^ieoseitigen  Einwirkung  oder  wechsetseitiseii  Be* 
Stimmung  der  seometrischen  Elemente  ^^  der  Strecken  und  Winkel. 
Diese  Wechselbeziehung  verfolgt  sie  dann  umständlich  hi  der 
Lehre  von  der  (orthogonalen)  Projection  auf  gerade  Linien 
und  vorzugsweise  io  der  von  ihr  eingeleiteten  Goniometrie. 
Auf  dieser  Höhe  ihrer  Forschungen  angelangt,  vermag  sie  numnehr 
die  möglichen  und  üblichen  Methoden  der  Untersuchung 
aller  weitern  verwickeiteren  Kaumgebilde  nach  ihren  Grundzflgen 
darzulegen,'  und  vorzugsweise  für  eine  oder  einige,  dem  Lehr- 
zwecke angemessene  Methoden  sich  zu  entscheiden.  Die  Raupt- 
gattungen  dieser  Methoden  sind: 

L    Die   synthetische   (anschauliche)  der  Alten,   beson*» 
,  ders  der  Griechen ,  und 

IL  Die  Rechnende  der  Späteren. 

Zur  letzteren  zählt  man  als  Arten : 

1.  die  algebraische; 

2.  die  goniometrische; 

3.  die  Coordinatenmethode  (s.  g.  analytischeGeo'- 
metrie),  und  zwar 

a)  die  der  Parallel-Coordinaten, 

6)   die  der  Polar-Coordinaten; 

4.  die    Methode  der   harmonischen  Proportionen  ^—  meist 
Neuere  Geometrie  genannt. 

§.  6.  Auf  die  genannten  einfacheren  Raumgebilde  und  auf 
die  nach  ihnen  sich  gestaltende  Fundamentallehre  der  Geometrie 
war  ich  bereits  im  Frühling  des.  Jahres  1839  verfallen^  wollte  sie 
jedoch  erst  in  dem  nach  und  nach  von  mir  Torbereiteten  Lehrbucbe 
der  reinen  Mathematik  bekannt  geben.  Allein  da  die  gegenwärtig 
herrschende  Fluth  der  elementar -mathematischen  Lehrbücher  die 
Kenntniss  des  in  ihnen  enthaltenen  Guten  und  Neuen  zumeist 
lediglich  auf  den  engen  Kreis  der  Schüler  ihrer  Verfasser  be- 
schränkt ,  so  habe  ich  mich  entschlossen ,  die  Grundlinien  der  ge- 
wiss nicht  unwichtigen  Lehre  v6n  den  Parallelen  paaren  und  jene 
der  geometrischen  Fundamentallehre  in  einem  5  nach  Verdienst  be- 
liebten^ mathematischen  Journale  den  Geometern  vor  Augen  zu 
legen.  ' 


II. 

Grundlinien  der  Lehre  von  den  Parallelenpaaren. 

§•  7.  Erklärungen.  Jedes  System  zweier  unbegrenagten 
paraUelen  Geraden  g  und  h  heisse^  ohne  Rücksicht  auf  die  sie 
enthaltende  Ebene 5  ein  Parallenpaar,  manchmal  zur  Abwech- 
selung eitf  Paair  PaihaHellinien,  oder  (zwar  bildlich  und  kurz, 
jedoch  nicht  wissenschaftlich)  ^in  Geleise  (Gleis,  franz.  Torni^re); 
die  Toa  ihnen,,  aus  der  sie   enthaltenden  Ebene  ausgeschnittene 
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und  zmm  Thdl  begrenstirEbmieii-Abtbailiiiig:  der  Streifen  (Streif 
frans,  ia  bände)  des  Parallelenpaara,  und  jede  ven  eioem  Pankte 
der  einen  Parallellinie  zu  einem  Punkte  der  anderen  gehende 
Strecke  a  eine  Zwischenlinie  (Zwischenstrecke). 

Bezeichnet  werde  ein  Parallelenpaar  oder  sein 
Streifen  dadurch»  dass  man  den  üblichen  Ansatz  des  Paralle- 
ilsmus  der  beiden  Geraden  g  und  h  in  Klammern  fasst ;  als  (i^  ||  A). 

$.  8.  Auf  die  Parallelentheorie  geetützte  ein^fache 
SStze. 

1)  Jede  Zwischenlinie  a  ist  gegen  beide  Parallel- 
linien tf/||  A,  gleich  geneigt, 

d.  h.  sie  bildet  mit  ihr  gleiche  spitze,  und  gleiche  stumpfe 
oder   lauter  rechte  Winkel  als  Wechselwinkel ,  also  auch  gleiche 
kleinste  hohle  Winkel  —  Neigungswinkel  genannt,  und  durch' 
ag  oder  ah  bezeichnet. 

2)  Ist  daher  eine  Zwischenlinie  auf  einer  der  bei- 
den Parallelen  senkrecht,  so.  ist  sie  auch  auf  der  an- 
deren senkrecht. 

3)  Eine  Zwischenlinie  in  einem  Paar  Parallellinien  kann ,  je 
nachdem  sie  auf  diesen  senkrecht  oder  schief  (schräg)  steht,  ent- 
weder eine  Quetlinie  oder  eine  Schräglinie  genannt  werden. 

4)  Alle  Querlinien  eines  'Parallelenpaares  oder 
Streifens  sind  unter  sich  gleich. 

5)  Darum  kann  eine  jede  ?on  ihnen  die  Weite  (Zwischen- 
weite) d^s  Parallelenpaares,  die  Breite  oder  Höhe  des  Strei- 
fens heissen. 

§.  9.    Congruenz  der  Paralleienpaare  oder  Streifen. 

1)  Hauptlehrsatz,  'Zwei  Parallenpaare  oder  Strei- 
fen, (g\\  h)  und  (jf  \\  h%  sind  congruent,  wenn  sie  je  eine 
Zwischenlinie  gleichlang,  a'=:a'9  und  gleichgeneigt, 
ug^=za'g'  haben. 

Wird  einfach  durch  Deckung  bewiesen. 

2)  Insbesondere:  Gleich  Ir«!*«}  ParaHelenpaare 
^  \  hohe  )  iStreifen 

sind  congruent. 

I  6.  10.  Vergleichung  der  Zwischenlinien  congruen- 
ter  Parallelenpaare  oder  Streifen. 

1)  Congruente  Parallelenpaare     .    j  gleich  J^«'^ 
'  °  Streiten  ®  hoch 

2)  In  demselben  oder  in  congruenten  Parallelen- 

raaren,  (^||  A)^  (g'  \\  A'),  sind  gleicn geneigte  Z wische n- 
inien,  ag^=a'g%  gleichlang;  a=^a\ 

Beide  durch  Deckung  zu  erweisen.  » 

3)  £e«oncZ6rer  Fa//;  In  jedemParallelenpaare  sind 
parallele  Zwischenlinien  gleichlang; 

Oder:  Parallelen  zwischen  Parallelen  sind  gleich. 
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In.(^||A)  kl»  wena  a||a',  ancb  atim' 

'4)    Id 'demselben  oder  in  congruenten  Parallelen- 

raaren  sind  nngleichgeneigteZwischenlinien  ungleich- 
angy  und'  zwar  gebort  zu  einem  grosseren  Neigungs» 
winke!  eine  kürzere  Zwisehenlinie; 

Oder;  &et  wacbsendem  Neigungswinkel  verkürzt  sich 
die  2wischenlinie. 

bt*  in  (9 II  A)  oder  in  (^  ||  A)  ^  (^  ||  A')  der  Winkel  aq  >  bp, 
90  ist  a<6. 

Wird  durch  geeignete  Censtruction  anf  2)  zurfickgeleliet 

Aus  diesen  Sätzen  folgt  somit  gegentbellig : 

5)  In  demselben  oder  in  congruenten  Parallelen- 
paaren sind  gleichiange  Zwiscnenlinien  gleichge* 
neigt«   und 

6)  eine  jede  grossere  Zwischenlinie  bildet  einen 
kleineren  Neigungswinkel, 

oder:   bei   wachsender  Zwiscbenlinie  nimmt  ihr  Nei- 
gungswinkel ab, 

7)  Unter  allen  Ewischenlinien  eines  Parallelen« 
paa'res  is't  die  senkrechte,  die  Querlinie  oder  Weite, 
die  kürzeste. 

8)  Jede  Gerade,  welche  nicht  kürzer  als  die  Weite  eines 
Parallelenpaares  ist,  kann  in  selbes  als  eine  Zwischenlinie  einge- 
tragen gedacht  werden. 

9)  In  einem  Parallelenpaare  kennen  aus  jedem  .Punkte  einer 
Parallellinie  zwei,  aber  auch  nicht  mehr,  gleiche  Schrägli- 
nien gezogen  werden. 

§.  11.  Vergleichung  von  zwei  Paar  Zwischenlinien 
in  zwei  Paratielenpaaren. 

1)  Ist  eine  Zwischenlinie  a  eines  Parallelenpaa- 
res (^||A)  ei^er  eieicbgeneigten  a'  eines  andern  Pa-> 
rallelenpaaies  (^'^]|A')  gleich,  so  ist  auch  jede  andere 
Zwischenlinie  b  aes  ersten  Parallelenpaares  jeder 
gleich  geneigten  6'  des  anderen  gleich. 

Wenn  ag=^a'g'  und  a^=za' ,  zugleich  aber  auch  bg=  b'g*  ist; 
so  ist  auch  noch  %  =  6'. 

Folgt  aus  §.9.  I)  und  §.  10.  2). 

•  2)  Besonderer  Fall,  Werden  zwei  gerade  Linien, 
^  und  ^,  von  zwei  Paar  insgesammt  unter  sich  paral- 
lelen Geraden,  j^jl  A||i||  A,  dergestalt  geschnitten,  das« 
die  Stücke  a  und  a'  der  einen  GeracTen  A  gleichlang, 
aizzia'f  sind;  so  müssen  auch  die  zwischen  denselben 
Parallelen  liegenden  Stücke  b  und  b*  der  andern  Gera- 
den B  gleichlang,  b^b'  sein. 


§.  12.    Proportionalität  der  Zwischenlinien  in  Pa- 
rallelenpaaren. 

Theil  \1II.  24 
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I^  In  den  Para'lleienpaaren  sind  jede  unter  sieb 
gleichgeneigte  Zwischenlinien  jeden  anderen  unter 
^ch  wieder  gieichgeneigten  Z%vischenlinien  (direct) 
proportional; 

das  heisst: 

In  jef^ltchen  zwei  Paralielenpaaren  (^U^)  ^^^  (ff'W^l  verhalten 
sich  jede  zwei  gleichgeneigte  Zwischenlinien  ^  a  und  a',  zu  ein- 
ander, wie  jede  zwei  andere  wieder  unter  «ch  gleicbgeneigte 
Zwischenlinien  9  b  und  b'; 

nemlichy  wenn    Uff  =  a'ff'  und  bff^=iVg' 
so      a:a  3=1:6'. 


e 


Oder:  Das  Verh&ltniss  zweier  Zwischenlinien  bleibt 
sich  in  allenParalleienpaaren  gleich,  so  lang 
ihre  Meigungiswinkel  sich  gleich  bleiben; 

*  d.  i.    fl :  Ä  =  a' :  b\ 

2)  Sind  die  Zwischeulinien  nicht  bloss 'gegen  die 
Parallellinien,  sondern  auch  gegen  einander  gleich- 
geneigt, Ao  sind  sie  nicht  nur  zu  einander,  sondern 
auch  zu  den  Summen  oder  Unterschieden  der  sie  ein- 
schüessenden  Parallelstrecken  proportional,  je  nach- 
dem sie  sich  zwischen  diesen  schneiden  oder  nicht. 

Ist  ag^=-d€i\  bg^=b'g  und  ab=ia'b' ,  so  ist 

a  b_ /yJ:A 

3)  Besonderer  Fall.  Werden  zwei  gerade  Linien 
^  und  B  von  mehreren  unter  sich  insgesammt  paralle- 
len Geraden  G^eschnitten :  so  sind  die  dazwiscnen  ent- 
haltenen Stücke  a,  d  und  6,  A'  jener  geraden  Linien  ein- 
ander und  den  Summen  oder  Unterschieden  der  von 
ihnen  eingeschlossenen  Parallelstrecken,  jGr,A  undy,A', 
proportional,  je  nachd'em  die  betreffenden  Stficke  zwi- 
schen diesen  Farallelenstrecken  sich  schneiden  oder 
nicht; 


nemlich     -,  =  p  = 


a 


FiÄ»- 


4)  Ganz  besonderer  Fall.  Werden  zwei  sich  durch- 
scheidende gerade  Linien,  A  und  B,  ven  zwei  paralle- 
len Geraden  ges^chnitten,  so  sind  die  vom  Dureh- 
schnittspunkte  aus  genommenen  Stücke  a^  a'  und  b,b' 
der  geraden  Linien  einander  und  den  sie  abschneiden- 
den Parallelstrecken,  g  und  g',  proportional; 

nemlich    4  =  ^  ==:  Ä,. 
a        b'       g 

5)  Das  Verhältniss  zweier  Zwischenlinien  in  Pa- 
ralielenpaaren wächst,  entweder 
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a)  wenn  derNeigangswinkel  der  ersten  abnimmt^  oder 

b)  „       „  .,  „    zweiten  zunimmt;^ 

c)  wenn  beides  zugleich  eintritt. 


III. 

Hauptsätze  in  der  Lehre  vom  (orthogonalen)  Proji- 
ciren  in  einerlei  £b ene  auf  gerade  Linien. 

§.13.    Hauptsätze  aus  dem  Projiciren  von  Strecken. 

1)  Bei  gleichen  Neigungswinkeln  sind  die  proji- 
cirten  Strecken  ihren  Projectionen  proportional;' 

Oder:  Bleibt  sieb  der  Neigungswinkel  gleich,  sobleibt 
sich  auch  das  Verhältniss  der  projieirten 
Strecke  zu  ihrer  Projection  gleich. 

Specieller  Fäll  von  §.  12.  1).  ^ 

^)  ^^  gJ'(>9ser  der  Neigungswinkel,  desto  kleiner 
ist  das  verhältniss  der  Projection  zur  projieirten 
8 1  r  e  ck  e. 

Einzelner  Fall  von  §.  12.  5). 

« 

^.  14.  Das  RückproJicren  der  Strecken  und  das 
Projiciren  derselben  au i  ein  Paar  winkelrechter  Axen. 

1)  Projicirt  map  eine  Strecke  a  auf  eine  Axe  und 
ihre  Projection  a'  wieder  zurück  auf  die  Projicirte 
(oder  auf  eine  Parallele  zu  dieser) ;  so  ist  dieerste  Projection 
a  die  mittl  ereProportionaie  zwischen  der  projieirten 
Strecke  und  ihrer  zweiten  oder  Rückprojection  a". 

Denn  beide  Projicirungen  gesdiehen  unter  gleichem  Neigungs- 
winkel ,  daher  ist  (nach  §.  13.  1)) : 

aia'  zzz  a'  za"   und  a'^  =  aa". 

H)  Projicirt  man  eine  Strecke  r  auf  zwei  wiokel- 
rechte  Axen,  oder  allgemeiner  auf  zwei  Axen,  deren  Neigung»- 
Winkel  geg^'n  die  projicirte  Strecke  zusammengenommen  einen 
rechten  Winkel  betragen,  und  ihre  Projectionen  a  und  6 
wieder  zurück  auf  die  Projicirte,  oder  auf  eine  Paral- 
lele derselben;  *so  sind  diese  zweiten  oder  Rückprojep- 
tionen,  a  und  b^,  zusammengenommen  der  projieirten 
Strecke  gleich; 

nemlich    o'  +  6'  =  r. 

3)  Haup'tlehnatz  (Nachbildung  des  Pythagoräischen  Lehr- 
satzc|sV  Die  zweite  Potenz  (des S^hlwerths)  jeder  Strecke 
1»  gleicht  der  Summe  der  zweiten  Potenzen  (der  Zahl* 
werthe)' ihrer  Pnojecti'onen  aund6  auf  jegliche  zwei 
winfcelT'echte  Axen,  oder^auf  solche  zwei  Axen^  deren  Nei* 
gungstf^inkel  gegen  die  prejielrte  Strecke  zusammen  genommen 
einen  rechten  Winket  betragen. 

24  • 
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Denn  bei  den  8o  eben  bdtraebteten  zweimaKgen  ProjeetioDen 
a,  b  und  a',6'  der  Geraden  r  besteben  ausser  der  Glelcbung 

vermöge  1)  auch  noch  die  Gleichungen 

woraus  durch  Elimination  der  a'  und  b'  gefunden  wird: 

4)  (Verallgeroeioerong  des  Pyihagoräischen  Lehrsatzes).  Ver 
halten  sich  drei  Grössen  iZ,  Ä^  Nirgend  einer,  jedoch 
der  tiemlicben  Art  (z.  B.  Längen,  Winkel,  flächen,  Kürperräume, 
Zeiten,  u.  Si  f.^  wie  die  zweiten  Potenzen  (der  Zatilwertbej 
einer  StrecKe  r  find  ihrer  Projectionen  a»  b  auf  zwei 
winkelrecfate  Axen;  so  ist  die  erste  auf  die  pro]icirte 
Strecke  bezügliche  Grosse  R  so  ^ross,  wie  die  beiden 
Gbrigen  auf  die  Projectionen  derselben  bezdgliehen, 
A  und  Bi  zusammen  genommen: 

Ä  =  il  +  B. 

Denn  aus    «  =^  -s  =i  r«  folgt  weiter 

R  _     A+B 

i^       a^  +  Ä«  =  r« 


Grundlage  zur  Goniometrie. 

§.  15.    Erklärung  der  goniometrischen  Functionen. 

9)  Vorbereitnng.  Angemessen  der  bereits  aufgestellten 
Lehre  von  der  (orthogonalen)  Projection  leiten  wir  die  Erklärung 
der  goniometrischen  oaer  Winkelfunctionen  (Hilfszahlen)  folgender 
Massen  ein.  Zuturderst  unterscheiden  wir  bei  j[edem  Winkel  a 
seine  Schenkel  insofern  von  einander,  dass  wIr.den'Wifakel  als 
Ablenkung  einet  bezeichneten  Richtung  von  einer  anderen,  des 
einen  Schenkels  vom  anderen  betrachten.  Diesen  letzteren^  als 
ursprünglich  vorhanden  gedachte  Richtung,  nennen  wir  den  An- 
fangs- oder  Ausgangs  Schenkel;  jenen  ersteren  ablenkenden 
oder  abgelenkten  aber  den  End-  oder  Schlussschenkel  des 
Winkels^  Von  diesem  abgelenkten  Endscfaenkel  Vi^rd  ein  Stuck 
r  projicirt,  welches  das  pr  ojicirte  Schenkelstück;  die  pro- 
j  i  ci  r  t  e  8 1  r  e  ck  e,  oder  inn-z  dieP  r.o  j  i  c  ix  te  heissen  tnQge»  Zu. 
winkelre^ten  Projectionsaxen  nimmt  man  einenseits  die  volle  6e* 
rade  d^Antaqgsscbenkels  ond  andererseits  eine  darauf  senkreehte 
ganz^  Gerade ,  gleichviel  ob  jsie  durch  des  Winkels  Scheifel  geht 
oder  nicht.    Jene  nun  nennen  wir  die  Ha^pt«  diese  die  Neben- 
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8ch0pkel8€uefc0 
letztere  die  Ne- 


Pr  o  j  •  c  t'io  n  6  a X  e»  daher  auch  die  Projection  a  des 
auf  die  «ratere  d^  Haupt-,  und  jene  6  auf  die  1 
benorojection^  —  Dabei  nehmen  .wir  die  Winkel  da,  we  nur 
ihre  Functioneq  in  Rechnung  kommen,  vorerst  nur  eben  ao^  wie 
sie  sind,  d.  i.  ungeme^isen. 

1)   Cosinus,  tSecante.,  Sinusversus. 

Das  YerhSltniss  der  Hauptprojection   a  zur  Projicirten 
r  heilet 

des  Winkels  Cosinus, 

das  umgekehrte  Verhältoiss,  d.  i.  dais  der  Projicirteo  zur  Haupt« 
projection 

des  Winkels  Secante, 

und  das  Verhäitniss  des  Ueberschusses  d^r  Projicirten  fiber  ihre 
Hauptprojection  zur  Projic'h'ten  selbst 

des  Winkels  Sinusversus; 

geschrieben  :  —  =  cos  er,  —  =  seca,  -^^  zssinva. 

r  a  T 

2)   Sinus,  Coseei^Dtej  Cosiausversus. 

Das  Verhäitniss  der   Nebenprojection  b  zur  Projidrten 
r  heis€ft 

des  Winkels  Sinus, 

das  usigekehrte  Verhäitniss,  d.  i.  das  der  Projicirten  zur  Neben- 
projection 

des  Winkels  Co  secante, 

und  das  Verhäitniss  des  üeberschusses  des  Projicirten  über  Ihre 
Nebenprojection  zur  Projicirten 

des  Winkels  Cosinusversns; 

b  T  T-    ^6 

geschrieben:  —  =  sin  er,  7-  =  cosectf ,  =  cosva. 

r  0  r 

•        •       '    ■  .  ■  .  .1 

3)  Tangente,  Cotangente. 

Das  Verhäitniss   der  Nebenprojection  b  zur  Hauptprojection 

a  heisst' 

des  Wiukelfi  Tangente, 

das   umgekehrte  Verhäitniss,  d.  i.   das  der  Hauptprojection  zur 
Nebenprojection 

des  Winkels  Cotangente; 

gestihrieben :  ~  =  tanga,  ^  =  eotangcr, 

§.  16.  Andere  Aufzählung  der  Winkelfunctionen 
nach  dem  Grade  ihrer  Abstammung  utid  Bedeutsamkeit. 

1)    Stammfunctionen  :  Cosinus  und  Sinus. 

Aus  der  projicirten  Strecke  entspringen  zunächst  gleichzeitig 
ihre  Haupt-  und  Nebenprj04^4ri.ion,  daher  auch  deren  Ver- 
hältnisse  zur   Projicirten,    genannt    Cosinus  und   Sinus    des 
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Winkels,  die  goniometrisehen  Sti^mmfanctioneD,  alle  weiteren 
aber  SproBS-  abgeleitete  Fanctioneii  heisseo  kOnneii. 

Zugleich  geht  io  der  natürlicben  Abfolge  der  Erzeugung  die 
Hauptprojection  der  Nebenprojection ,  also  auch  der  Cosinus  dem 

«:-  «  ^  der  Cosinus  die  Haupt- c*^«.«.!»,,  „«4.; -v„ 

Sinus  voran ;  wesswegen  ^^^  g.^^^  j.^  Neben-^*^™"*'^^"^**^" 

genannt  werden  kann!    Daher  sind.: 

Gontometrisehe  Stammfunctionen : 

und  zwar : 

ä)  Hauf^t-Stammfunction:    b)  Neben «Staminfttnelloii: 
der  Cosinas,  der  8inus» 

d«  i.  das  Verh&ltaiss 

der  Hauptprojection  a  der  Nebenprojection  6 

zur  Projicirten  r; 

—  =£  CDS«5  —  ==  »in«« 

T  r 

2>  SprossfanUtiofien. 

Von  diesen  tst 

a)    die  vornehmste  und  darum  auch  gewöhnlich  ge- 
brauchte: 

die  Tangente,   d.  i.  das  Verhältnlss  der  Neben-  zur  Haupt- 
projection ;  geschrieben  :  —  =  tang  a. 

An   diese  drei  gewöhnlich  vorkommenden  Functionen: 
CosiQus»  Sinus  ^  .Xapgente,  schliessen  sich  noch 

.6)    fünf  seltener   vorkommende/    minder  wichtige 
Sprossfunctionen  an ;  namentlich : 

a)  die   drei    umgekehrten  jener  drei  gewöhnlichen  YerhiUt- 
nisse,  als: 

'  das  umgekehrte  des  Cosinus «  genannt  die  Secante^ 

„  „  „     Sinus,      •     w       -.  M    Cosecante, 

dei^  Tangente,     ,,         ,,    Cotangente, 
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d.  I.   -  =  sec«,  7-  =  coseco,  ■=-  =  cotangcr; 
a  b  b  o    9  . 

ß)  die  zwei  Verhältnisse  der  Ueberschüsse  der  Projicirten  über 
ihre  Haupt-  und  Nebenprojection  zu  ihr>  der  Projicirten 
selbst,  genannt  der  Sinus  versus  und  CoSinusversus. 

dj    r-r-a        .  r-^  _^ 

r  '    '  r 
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ITelber  die  Toroide. 

Nach  einigen'  Aufsätzen  der  Ferren  Breton  (De  Champ), 
Ter  quem,  Catalan  in  4^n  Noüvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Journal  des  candidats  aux  ecoles  polytech- 
niqiie  et  normale,  r^dig^,  par  MM.  Terquem  et  öerono. 

T.  in.  Paris.  1844.    frei  bearbeitet 


Ton 


dem  H^rausgeb^ej. 


■  ■     i  ■  I  ■  I 


Der  Name  Toroide  scheint  von  Breton  (De  Champ)  für 
eine  sonst  übrigens  ihrer  EntstehuDg  nach  schon  beicaonte  Curve 
a.  a.  O.  8.  446.  eingef&brt  worden'»  und  von  dem  Gebrauche,  wel- 
cher v<m  dieser  Curve  in  der  Baaiaiust  geraaefai  wird ,  entlehnt  ism 
sein.  Nach  einer  Angabe  von  Terquem  a.  a.  O.  S.  454.  soll 
Cauchy  in  den  Comptes  rend.us  de  i^Academie  des 
seien ces.  2.  s^rie.  .1841  T.  XIlI.  p.  1062;  eine  analytische 
Theorie  geliefert  haben ,  die  mir  leider  bis  jetzt  noch  nicht  zu 
Gesicht  gekommen  ist ;  ich  habe  aber  Grund  zu  verrauthen ,  dass 
dieser  Aufsatz  von  Cauchy  nur  al^igemeine  Andeutungen  enthält. 
In  der  vorliegenden  kurzen  Abhandlung  will  ich  den  Begriff  der 
Toroide  angeben  und  zeigen,  wie  man  zu  ihrer  Gleichung  gelangen 
kann,  wo  es  sich  heraussteilen  wird,  dass  es  dabei  zuletzt  haupt- 
sächlich auf  eine  nicht  ganz  leichte  Elimination  einer  Grösse  ans 
zwei  Gleichungen  ankommt,  welche  von  Catalan  a.a.O.  S. 553. 
auf  eine  elegante  Weise  auszufahren  gelehrt  worden  ist,  weshalb 
ich  die  Mittheilung  dieses  Eliminationsverfahrens  und  der  völlig 
entwickelten  Gleicnung  der  Toroide,  zu  welcher  dasselbe  fuhct,. 
als  den  Hauptzweck  aieses  Aufsatzes  betrachte.  Vielleicht  wird 
dadurch  einem  der  geehrten  Leser  des  Archivs  Veranlassung  ge* 
geben.,  den  Eigenschaften  der  Toroide  und  anderer  Curven  von 
ähnlicher  Entstehung  weiter  nachzuforschen. 

Wenn  man  sich  aus  allenPunkten  einer  gegebenen 
Ellipse  als  Mittelpunkten  mit  demselben  gegebenen 
Halbmesser  eine  stetige  Folge  von  Kreisen  beschrie- 
ben denkt,  so  heisst  die,  alle  dieseKreiseheruhrende 
oder  einhüllende  Curve  eine  Toroide. 


r 
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Die  Gleichung  der  gegebenen  Ellipse  sei 

und  k  sei  der  eemeinschafUicbe  Halbmesser  der  Kreiserwelche 
man  sich  aus  allen  Punkten  der  Ellipse  als  Mitteipankten  in  .steti* 
ger  Folge  beschrieben  denkt* 

Fassen  wir  nun  irgend  einen  bestimmten  Punkt  der  Ellipse, 
dessen  Coordinaten  x^ ,  y^  sein  niOgeti  ^  In's  Au^e ,  so  haben  wir 
nach  1)  die  Gleiebong 


^  (?)' + ft)' = '■ 


Die  Gleichung  des  aus  diesem  Punkte  als  Mittelpunkt  mit  dem 
Halbmesser  k  beschriebenen  Kreises  ist  aber 

3)  (j:-a:i)»  +  (y-yi)«  =  *«. 

Sind  nun  X,  Y  die  Coordinaten  des  Punktes ,  in  welchem 
dieser  Kreis  von  der  Toroide  berfibrt  wird»  den  wir  den  dem 
Punkte  {xxy\)  der  Ellipse  entsprechenden  Punkt  der  Toroide 
nennen  wollen ,  so  ist  zuvorderst  nach  3) : 

4)  (jr-Xj)«  +  (F-y,)«  =  Ä«; 

die  Bedingung  aber »  dass  nach  der  Erklärung  unserer  Ciirve  der 
Kreis  una  die  Toroide  in  dem  Punkte  (JCF)  eine  gemeinschaft- 
liche Berührende  haben  soUen»  führt  uns  zu  den  folgeodiefi  Glei- 
chungen. 

Die  Gleichung  des  durch  den  Punkt  (^F;  des  Kreises  ge- 
henden Halbmessers  desselben  Ist 


oder  auch 


5)    y-F  =  ^^5g(a;-^^, 


6)    »— »1  =2^F--|^(^— ^i)- 


Also  ist,  da  die  Berütfarende  des  Kreises  iii  dem  Punkte  {XT) 
auf  dem  diesem  Punkte  entsprechenden  Halbmes^ser  des  Kreises 
.  senkrecht  steht,   nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 
die  Gleichung  dieser  Berührenden : 

Die  Gleichung  der  die  Toroide  in  dem  Punkte  {XY)  beruh- 
renden  Geraden  jst  dagegen  nach  den  Princtpiea  der  h5hcre0 
Geometrie : 


t       f 
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8)    y-F=:||(ar-JI); 

und  da  nun   nach  dem  Obigen  die  beiden  vorhergebenden  Glei' 
chungen  einer  und  derselben  Geraden  angehören  müssen >  so  ist: 

Betrachten  wir  j^tzt»  was  offenbar  verstattet  ist,  alle  verSn« 
tierlichen  GrOssen  als  von  der  unabhängigen  Va^iable^  a^i  äbhäo' 
gig,  so  folgt  aus  der  Gleichung  4)  durch  Differentiation  nach  a?i : 

a-..)^^-i,  +  (r-„)(g-|»,=o^  ,^ 


oder 


10)    (X-Xi)^  +  (Y-yoM^ 


=  X-a:,+(r-jft)^ 


Weil  aber  nach  den  Principien  der  Differentialrechnung 
ist^  so  ist  nach  9):         ' 


und  folglich 


also  nach  10): 


(^_.og  +  ^y-y^%  -  0; 


A-^i  +  (F-yOg^  =  0, 


oder 


11)   |^  =  ^|=£i. 


Nun  ist  nach  2): 


»   •*•'  i'  '.r  •'      '■  '•' 


%7% 

folglich  nach  11): 

6*^ X — a-j 

oder 

12)  a^^Lzii  =  b^Iiiyi. 

Setzen  wir  jetzt 

13)     e  =  ^2-^—^1  =  ^«ijlJt, 

so  erhalten  wir: 

und  daher  Dach  den  Gleichungen  2)  und  3): 


Bedient  man  sich  polarer  Coordinaten,  und  setzt  demzufolge 

^==rcos^,     F=:r  sin  9»; 
80  werden  diese  beiden  Crleichupgen : 

i(^')'+(p?^)'i"='- 

oder  9  wenn  man  r^  eliminirt  und  in  der  dadurch  sich  eigebenden 
Gleichung  k^{Qo&q>^'{-smq>^)  für  k^  setzte  nach  einigen  leichten 
Reductionen: 

15*)  j      ''  =  l(5w«'''^' + wer»""^*l " 

((o2ife2_  02^  (6a+e)«co8g)«  +  (&«**-*.  0«J  (a«+  6)«  sing?«  =  0. 

Eliminirt  man  aus  den  beiden  Gleichungen  15)  die  Grosse  S, 
so  erhält  man  die  gesuchte  völlig  entwickelte  C^eichHDg  der  To- 
roide  zwischen  den  Cloordinaten  X»  F. 

Bevor  wir  die  Ausfährung  dieser  Elfminatiop  nach  Catalan 
zeigen»  wollen  wir  noch  die  folgenden  Ben^eikungen  vorausschicken. 
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Zuerst  machen  wir  darauf  aufmerkaaiii,  das«  sich  w  Jedem 
Punkte  K^i)  der  Ellipse  leicht  der  entsprechende  Punkt  (ZF) 
der  Toroide  linden  lässt    Aus  der  Gleichung  12)  folgt  nämlich: 


Xi 


Vi 


also 


Nun  ist  aber  nach  4):  1 


OTi 


Vi 


oder 


I       I 


($N^)<^--'-= 


und  folglicb 


^— JTi  =  db 


Führt  man  dies  in  diie  aus  12)  steh  ergebende  Gleichung 

ein,  so  erhält  man  mit  Beziehung  der  obem  und  untern  Zeichen 
auf  einander* 


Y-yx  =  ± 


und  wir  haben  daher  die  fieiden  folgenden  Gleichungen ,  in  deneti 
die^  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beetehen : 


16) 


X—Xi  =± 


t-y,  =  ± 


kb* 


fto» 


X^  , 


oder 


»i; 


■ .      ■      <  • 


17) 


A  s:  *i  > 


;j    •  ■ 


r 
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Hietaus  enieht  man,  da^a  eiaesi ^  je^aa  Pankte  (a^tifi)  der 
Ellipse  zwei  Pookte  {XY)  der  Tofoide  eotsprecbea,  oder  vielmehr» 
dass  es  far  Jede  stetige  Folge  aus-  deo  PittikteD  einer  Ellipse 
als  MittelpuDKten  bescnriebener  Kreise  lederzeit  zwei  ToroideD 
giebt^  was  aueb  aus  dem  Begriffe  der  Toroide  ohne  weitere  Er- 
läuterung unmittelbar  von  selbst  erhellet. . 

Weil  nach  12) 

und  diese  Gleichung  bekanntlich  die  Gleichung  der  dem  Punkte 
(•^i^i)  ^®'  Ellipse  entsprechenden  Normale  derselben  ist,  so  ist 
klar,  dass  alle  Punkte  der  beiden  Toroiden  auf  den  Normalen  der 
ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Ellipse  liegen,  und  von  der 
Ellipse  die  constante  Entfernung  k  haben,  so  dass  also  die'To- 
roide  zu  d^  Klasse  von  Curven  gehurt,  welche  wohl  zuerst  von 
Kästner  curvae  äeguidistanieg  genannt  worden  sind  ^). 
Uebrigens  wird  Leifonitz**)  zuerst  diese  Entstehung  einer  Curve 
erdacht  haben,  scheint  sich  aber,  wie  ich,  wenn  mir  auch  die 
Acta  Eruditqrum  jetzt  gerade  nicht  zur  Hand  sind,  doch  aus 
einem  Aufsatze  von  Johann  Beruoulli  (Opera  omnia.  T.  h 
p.  153.)  zu  sebliessen  berechtigt  zu  sein  glaube^  der  Benennung 
curvae  parallelme  bedient  zu  haben.'  Noch  gehurt  hierher 
eine  Abhandlung  von  v.  Prasse:  De  ellipseos  evoluta  et 
aequidistantibus  et,  earum  evolutione«  Lip.siae«  1798. 
und  De  lineis  et  superficiebüs  aecj^uidistantibus.  Dis- 
sertatio  inauguralis  Michaelis  Reiss«  Gottingae.  1826. 
Auch  findet  sich  eine  hierher  gehurebde  Untersuchung  über  die 
Parabel  in  dem  Lehrbuch  der  höheren  Geometrie  in  ana- 
lytischer Darstellung  von  H.  W.  Brapdes.  .Theill. 
Leipzig.  1822.  S.  230.,  wo  aber  die  Gleichung  der  betreffenden 
Cürve  mcbt  in  völlig  entwickelter  Gestalt  dargestellt  ist,  indem 
der  Verfasser  die  wirkliche  Ausftihrung  der  errorderlichen,  etwas 
weitläufigen  Elimloiit|oa  unterlafifsefi  heS.     . 

Die  Elimination  der  Grusse  S  aus  den  beiden  Gleichungen  15) 
hat  nun  Catalan  aof  folgende  Art  atis^uftihrjBn  gelehrt« 

«  •  •        •  • 

Mttltiplicirt  man  jede  der  beiden  Gleichungen  mit  dem  Pro- 
ducte  (/4«+Ö)*(6«+0)*,  so  erhält  man: 

m    \ ""^  ^**+  ^^^^  +  Ä«(aH©)a  F»  =  '  (aH «)««^+#y». 
'     i  ««(A«+©)«jr»  +  ©«(ii*+©)«  F»=:  A«(aHÖ)^(**+ö)*- 

Mültiplieirt  man  nao  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit 
^,  die  zweite  mit  a^,  zieht  dann  die  erste  Gleichung  von  der 
zweiten  ab ,  und  dividirt  hierauf  auf  beiden  Seiten  durch  (a'-f^)*» 
so  erhält  man :  ^  * .      ^  .    ; 

■  »^     •        •  .' 


*>   Commieot.  Site  GeUkig.    T.  XI.     .  ,    , 

**)    Acta  firud.  ISSö.  ilVo.it..  pfig.  <93. ,    , 
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19)    (««— 6«)««F*c=(«»J6*~ö^(^«+#)a. 

Multiplicirt  man   dangen    die  erst^  der  beiden  in  Rede  ste- 
•  faenden  Gleichungen  mit  &*,  die  Eweiteinit  6^,  zieht  dann  die 
erste  Gleichung  von  der  zweiten  ab,  und  dividirt  hierauf  auf  beiden 
Seiten  durch  (6H^)*»  »o  edifilt  man : 

20)    (««—6«)  ©«  ^  =  —  (fc2*«-  e«)  (o«+  ©)«. 

Durch  Addition  d'er  Gleichungeo  19)  und  20)  ergiebt  sich : 

+  **{Ä^*»+e)«-*«(dH^)«>;      ' 

aber  nach  bekannten  Sätzen: 

(a*  +  Ö)«— (6«+e)2^  (te»— ««)(aa46*+2©), 

folglich 

21)    6«(^+  F«)  =:  e«(a«+6«+2©)— Ä«(a«**-^^^. 

Multiplicirt  man  die  Sleiehuag  19)  mit  o»,  die  GlneliMg  20) 
mit  6*5  und  addirt  dann  die  beiden  Gleichungen  zu  einander»  so 
ethält  nian : 

(ft«_Äa)e*(a*r*+A2A»)=:    €^(o»Ä«— ^(^«  +  0)*  i 

aber 

a«  (a*  A«  —  ©*)  (6*  +  ©)*  -  6"  (6*^*  -  ©*)  («* + ö)* 

+  ifcai  { aHi^  +  ©)«'—  6*  («*+  Ö)»} 
=:    (aa-Ä«)e«(a*6«— e*) 
+  ife2e{2(aa— 62)a262  +  (o4-Ä*)0} 

folglich 
22)    0  (a«  F«+6*  A»)  =  0  (a^Ä«— 0«)  +  *«  0  (aH6*) + 2A%«6« 

Ordnet  man  die  Gleichungen  21)  und  22)  nach  den  Potenzen 
von  0,  so  erhält  man  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(203-(JS:«+  F«-a«- A«-/i«)0*— a*6«*«  =  0. 


Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  eimmd  0^  und 
dann  a^b^U^,  so  erhält  man  >  wenn  der  Kiirze  wegen  > 


24) 
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Ä=  a«^  +  Ä«a:«— a«;i«— 6»A«— 0*6«, 


gesetzt  wird,  die  beiden  folgenden  Gteidrangen: 


25) 


<3öa-^3^©--J3  =0. 


Behandelt  man  diese    beiden  Gleichungen  auf  ähnliche  Art 
8o  ergeben  sich  die  beiden  Gleichungen : 

2(^»+3Ä)e  + JA -^96^=0, 

^   I    (J1?--9C)©  +  2(Ä2+3JO  =  0; 

und  wenn  man  nun  aus  diesen  beiden  Gieiehungen  S  eiiminirt, 
so  erhält  man: 

27)    (Aß^9C)^'^4{A^+iB)iB^+3AC)  =  0. 

-'    Dahw  Ist  die  Gleichung  der  Toroide; 

28)  (ar«+y«-a^^6«-*«)«  (aV+**-2^*— ö*^*— ****^-fl**^* 
+  18a26»Aa(a:«+^^a«-Ä»-4a)(oV+**«*— «'*^**Ä*--ö***) 

-27a«Ä4*4 


Die  weitere  Entwickeiuns  dieser  Gleichung  überlasse  ich  den 
Lesern,  werde  aber  die  vielleicht  nur  zugehenden  Resultate  gern 
in  dem  Archive  mittheilen. 


♦  » 


«         ■ 


f     p 


«  * 


Bemerkungren  zu  den  im  Ai'cliiir  Tbl. 
8.  Beft  2.  p.  Zt3  —  214. ,  Ton  Heim 
Br.    Blender   aufgresteUten   Tli«o- 

remen  1  — T. 

Voa  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arn^t, 

Lehrer  ain  Gyntna^imn  lu  Stralaand. 


In  Ermangeluog  einer  alleemeinen  Summationsmetbode^  d.  h. 
einer  solchen,  die  sich  auf  alle  Reihen  ohne  Ausnahme  erstreckt, 
ist  es  immer  am  besteh,  Methoden  zur  Summirung  möglichst 
allgemeiner  Reihen  aufzusucben^  damit  man  auf  dite  >  ei^ntlichen 
QueUeo  aufmerksam  werde,  von  welchen  die  zahllosen  Kesultate 
der  Summirung  vereinzelt  dastehender  Reihen,  mit  denen  die 
Analysis  überschwemmt  ist,  ihren  gemeinsamen  Ursprung  haben. 
So  z.  B.  fiel  mir,  als  ich  einen  oberflächlichen  Blick  auf  die  in 
der  Ueberschrift  bezeichneten  Lehrsätze  warf,  bei  Nro.  IL,  IIL 
und  V.  sogleich  ein,  dass  die  Summation  alsbald  durch  eine  Me- 
thode gelingen  müsse,  welche  ich  in  Crelle's  Journal.  Bd.  3L 
p.  235  —  45.  für  die  allgemeinen  Reihen 

I 

(a)    yo — «1  n  +  W2  ya  —  etc.  +  (— l)«yn , 
(6)    yo  +  tii  yi  +  n^y^  +  etc.  +y„ 

in  Anwendung  gebracht  habe.  Die  Grrissen  y  sind  willkührlicb, 
und  n  ist  eine  positive  ganze  Zahl.  Alle  unter  diesen  Klassen 
begriffenen  endlichen  Reihen  sind  durch  einen  einCacJien  Ausdruck 
snmmirbar,  wenn  ein  solcher  für  die  süete  Differenz,  od^r  für  die 
Ttte   Summe  angegeben   werden  kann  *),    Auf  diese  Weise  habe 


*)  Zieht  man  Ton  j[edeiii  Gliede  der  Grundreihe  y^^  /j,  y^,  .».yn  das 
hächet  folgende  ab,  nennt  die  dadurch  entstehende  Reihe  vop  Gliedern 
erste  Differenzenreile ,  -verfährt  mit  die'äer  ebewip  ^  u.  s;  f. ,  so  urird ,  irie 
bekinnt,  das  erste  Glied  der  ;tten  Differensenreihe  (das  ich  nie  Differenz 
genannt  habe)  durch  den  Ausdruck  (a)  dargestellt.  A4dirt  man  zu  jedem 
Gliede  das.  nächst»,  oder  bildet  Snmmenreihen,  sp  stellt  der  Ausdra«^  (^) 
das  erste  Glied  der  ^ten  Summenreihe  (die  Ute  Sumine)  dar. 


ich  a.  a.  O.  bekannte  Resultate  erwiesen,  und  viele  Theoreme 

über  die  Gr8«enform  }„  d.  I.  2l£±^^2i|%ii2±fcM.  »„f. 

gestellt 

Was  nun  zuerst  die  Sätze  II.  und  IIL  betrifft«  so  sind  beide 
in  der  allgemeinern  Gleichung  (/l(p)  =  I -f  if»  >  A  eine  beliebige 
Grösse»  gesetzt) 

*      *=z?..   -..  1  y    «V-  iL.2A.3A...iiiL 


\ 


eftfbMtin ,  wo  p  teftw  ifdieMg^iirdBise  Ift. ,  Qen»  man  siQht  leinfcl^ 
dass  diese  Gleichung  daa»  Theorem  IL  giebt  rär  il=2,  j»=n;  das 
Theorem  III.  für  1=2,  n=:2;r-fl  (im  letzteren  Falle  sind  einige 
Transformationen  nuthig;  die  ich  hier  übergehen  kann).  Man  er- 
hält die  Gleichung  1.»  wenn  nan  Ten  der  Grundreihe  ausgeht: 

_  » 

und  die  nte  Differenz  bildet.  Denn  da  allgemein  f(p) — f(p — /») 
=:Afiy  so  wird ,  nach  und  nach 

..         ■         >         '  » 

V    /w  \  '.Urf.     I  .    '.  -  .        I-   —    .^^ A    .  .  •  t 

A»(yb)  -  -  i  L/Kp^^^i)  -/•(^i)./'(p_2)  J 

:■     ~'     f(p)-r(p-i)-f(p-^  "  fip) '  /(p-i)  -/(p-ä) ' 


»      »  ifl. .  a.    ttf.  ' 


u.  s.  w. 


,  JDer  Satz  V.  kann  auf  folgeiide  Form  gebracht  werden:    - 

q     V     2       .3.4      .    2.4.6       .        ,      2.M...im   __     l 
-•  ,  1 -3  «I  +ä:5'^'^OT?"^  +•  ■  •±a.5.7...(2m+l)  -SJT+i' 

oder 

«,v       3.4.6.. .2m         ^ .  2.4.6...(2w— 2)  .        .,      -    ,,„       l      * 
*^^-  3:s.7».(2»+I) "  "^  •  3.5.7. ['(iW-l)  +  •  •  •  ±  '  =  (^»)"  •  ^ipi' 

Man  hat  nun  nach  der  so  eben  angewandten  Methode 

s 
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^  ^^^^  ""  3.5.7.:.(2iii+l)      3.6.7...(2»i-l)  3.Ö.7.,.(2i»+l) ' 

A2/    \  r^.4.6...(2wg— 2)     2.4.6...(2m--4n_ Q  2.4,6...(2?it^4) 

a  7o^'=^--|^^5  7^^2fli+lj     3.5.7...(2m— 1)J ""    3.6.7...  (2m+l)' 

A  (yo).-  '^L».i.7...(2m+!)""ä.5.7...(2m-:ä)J "" 

,  ^  2.4.6... (2m— 6) 
^^:^•3.5.7...(2«+l)^ 


u.  s.  w. 


Also  ist  nach  (a),    wecn  ^    '  '  '^'   U-ti^^^^^  ges0t»tn4rd: 
3.    /"(in)  —  wi A"«- 1)  +  »2  A»«-2)  —  . .  dt  fim-r^) 

""^    ^  •(a«+I)(2n+3)...(2m+l)' 

* 
Diese  .(jrleicIiQQe  enthält  den  Satz  Y.  als  speciellen  Fall,  denn 
für  it=m,  wobei  der  Zähler  2.4.6. ..(2iit-r2it),  wie  man  üher- 
aehen  wird,  der  Einheit  gleich  zu  setzen ,  resultirtdie  Rekfctioii2^). 

» 

Die  beiden  noch  übrigen  Theoreme  I.  und  IV."  haben  eine 
andere  Quelle.    Mit  Rücksicht  auf  das  letztere  ist  das  allgemeine 

Qll^  ÜL__(n— «)rt-«  =  (»-f^—^)"»-/»    und  die  Summe  der  Reihe 

*       1      p=ni  ' 

ist  folglich E  («— p— l)m-p.      Die    aufgestellte   Gleichung 

w — m  p:^o 

enthält  also  weiter  nichts  als  den  bekannten  Satz  von  den  Bino« 
mialcoefBcienten : 

(n— l)m  +  («— 2)m-i  +  («— 3)to-2  +  . . .  +  («— W— 1)0  =  fim 

nur    in   etwas    veränderter  Form,    und   dieser  Satz   ist  nur  eine 
Wiederholung  der  Formel  ^  < 

»m  =  (n— l)m  +<w— l)m-i. 

Das  Theorem  1.  endlich  nim^t,  wenn  man  mit  dem  ersten 
Factor  auf  der  Linken  der  zweifen  multiplicirt,  und  Binomiat- 
coefficienten  einführt,  die  Gestalt  ^n: 

?•■ 

.      I  l.f.3...(r — 1) 

(m+2)j!|ii+3)...(m+r)' 

Theil  VIII.  I  25 
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r 

oder 


m+1  ^-»  1 l>2.3...(r— 1) 

111+2 -i:^    (m+r-AV-i^  ""  (iii+2)(m+3)...(j«+r)* 

Diese  Formel  ist  keine  andere  als  diejenige,  welche  ich  in 
einer  andern 'Abhandlung  .des  CreUe'scheo  Journals:  Ueber  die 
BernouUische  Methode  summirbareReihen  zu  finden/' 
(Band  31.  p,  253-5&  Formel  21.)  aufgestellt  habe,  und  welche 
so  lautet: 


~AD  (»+pv-iJ 


m=o(P+m)f        p—l  L         (»+PV-1 

I 

Setzt  man  nämlich  hier  p  =  m+2,  in=:r~Ä--2,  n=r— 2, 
so  fconunt 

^  1  _m+2r-j  1       -I 

i=r-2  (>»+i^—  ^')i»+«       m+lL       (m+r)»rfiJ' 


und  diese   Relation    stimmt  mit  4.  fiberein ,   da  (nt-f-r — A:)m-|^  = 
(m+r— Ä;)r-_jb-25  und  (w+r)jii+i  =  (m+r)r-.i  ist. 

Uebrigens  habe  ich  die  Formel  21.  aus  der  iriel  allgemeinem 
fO.  erhalten ,  nämlich 


P^rJ 


(g+mk),      ^P    '^*l^p-,       [y+(«+l)*],H-i 


3 
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^ITettere    Er^rterangren  analytlsclier 

C^egrenstände.     Tersncli  einer    grene- 

tisclien   Erklärnngr  der  analytischen 

Reibe. 


Von  dem 


Herrn  Dr.  Bärfuss  zu  Weimar,. 


§.  1.. 

Fragt  maD  nach  der  Summe  einer  Reihe 

in. welcher  jjede»  Glied  al«  einerlei  Function  des  Stellenzeigers  n 
und  einer  willkfihrlichen  Grösse  x  zu  denken  ist,  so  verlangt  man 
bekanntlich  einen,  der  Summe  aller  Glieder  gleichen  Ausdruck» 
der  zwar  auch  eine  Summe  mehrerer  Glieder  sein  kann ,  in  wel* 
chem  aber  die*  Anzahl  der  Glieder  sich  gleich  bleibt ,  weiches 
auch  der  Stellenzeiger  n  des  letzten  Gliedes  in  der  Reihe  I.  sein 
mag.  Wir  kennen  nur  eine  Reihe,  welche  sich  in  Folge  unserer 
arithmetischen  Theorien  unmittelbar  summiren  iässt.  nSmlich  die 
Summe  gleicher  QUeder  a  +  a  +  a  +  .,  ,  für  welche  wir  na  schrei- 
ben. Jede  andere  Reihe  muss  also  auf  diese  zurückgeführt  wer- 
den können,  wenn  wir  nur  noch  dazu  bemerken,  dass  a  auch  0 
sein  kann ;  ausserdem  wäre  die  Summation  gar  nicht  ausführbar. 
Es  ersieht  sich  hieraus  leicht  der  Grundgedanke  für  alle  Reihen- 
summirung;  man  muss  mit  der  Gleichung: 

II.     2(n,  X)  =  f(ß,  x)+f(h  x)  +/(2,  or)  + . . .  +f(n,  x)  . 

irgend  eine  Rechnung  anstellen,  wodurch  sich  die  Reihe  auf  eine 
von  n  abhängige  Anzahl  gleicher  Glieder  reducirt,  sei  es  auch' 
dass  ausserdem  noch  einige  andere  Glieder»  deren  Anzahl  durch 
n  nicht  bedingt  ist,  stehen  bleiben.  Man  erhält  dadurch  eine 
Gieichuns  für  Z{nyX),  aus  weicher  dieses  in  der  verlangten  Form 
hervorgeht.  Dabei  machen  wir  den  wesentlichen  unterschied ,  ob 
man  nach  der  Reduction  eine  Reihe  a-f  a-fa-f. . .  erhält,  in 
welcher  a=  einer  bestimmten  Grosse  ist,  oder  oh  a  =  0  gefunden 

,       25  • 
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wird.  So  wie  man  Reihen  der  ersten  Art  arithmetische  nenot, 
so  will  ich  die  der  anderen  Art  geometrische  nennen.  Die 
einfache  arithmetische  Reihe 

and  die  geometrische 

.gebeo  das  Betspiel. 

^  Welchen  Weg  man  einschlagen  muss^  um  die  Summe  einer 
Reihe  zn  finden ,  nängt  lediglich  vom  Bildnngsgesetz  ihrer  Glieder 
ab  5  aber  so  tvie  dieses  Biidungsgesetz  in  vielerlei  Formen  ^  die 
alle  analytisch  gleicbgeltend  sind,  ausgesprochen  werdi^  kann, 
so  iSsst  sich  anch  die  Summimng  auf  mancnerlei  Weise  gestalten. 
Bei  der  geometrischen  Reihe  lässt  die  Reduction  etwas  am  An- 
fange stehen  5  was  eine  vom  Stellenzeiger  n  des  letzten  Gliedes 
unabhängige  Grosse  ist  und  in  manchen  Fällen  auch  0  sein  kann, 
dann  verschwinden  sammtliche  Glieder  bis  zur  Stelle  n — fi,  wo- 
bei (i  bei  allen  Werthen  von  n  constant  bleibt,  und  nun  behält 
man  noch  einige  von  ra  abhängige  Glieder,  die  sich  also  ändern, 
wenn  n  verschiedene  Werthe  annimmt.  Die  Anzahl  derselben 
bleibt  sich  entweder  bei  jedem  Werthe  von  n  gleich ,  und  dann 
ist  das  SummiruDgsgeschäft  vollständig  gelungen,  oder  aber  es 
ist  ihre  Anzahl  mit  n  veränderlich,  und  dann  ist  die  Summe  in 
der  oben  geforderten  Weise  nicht  gefunden^  vielmehr  ist  die  be- 
absichtigte Summation  nur  auf  eine  andere,  vielleicht  doch  ver- 
wickeitere zurückgeführt,  i  Beeeiehfiel  laan  diet  mit  dor  liaihe  an- 
gestellte Rechnung  mit  F,  «o  i^t  äläe  durch  F.  ^{n,a^  dargestellte 
Grösse  nur  in  so  fern  von  n  abhängig,  als  2^(»,^)' da^^on.abhäQgt 

Damit  man  die  Glieder,  welche  bei  der  ReÜacBon  am  Anfänge 
und  am  Ende  der  Reihe  noch  stehen  bleiben,  gehörig  von'  einan- 
der sichten  könne,  sagt  man,  die  Glieder  am  Ende  seien 
diejenigen,  welche  dadurch  in  die  Rechnupg'kommen, 
dass  man  die Rei he  fn  it  demGliedö/'(n,a:) abbricht.  Denkt 
man  sijöh  nämlich  die  Reihe  ins  .Unbestimmte  fortgesetzt,  so  ver* 
iiert  man  bei  der  Reduction  die  Endglieder  und  man  findet  die 
Anfangsglieder  ohne  Zweideutigkeit.  Aber  klarer  noch  wird  der 
Ausdruck,  lyepn  man  die  Reibe.    ,  .        .       . 

4 

zu  Grunde  lest,  aus  welcher  die  i'ta  11.  enftsteht, 'Wenn  ^  =  1  wird. 
Hier  haben  die  Glieder  am  Ende  wenigstens  den  Factor  v"^^  und 
die. Rechnung  giebt  überhaupt  einen  Ausdruck' von  dbr  Form: 


/ 
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Dabei  sind  abc.,,d  FunctioneD  von  x^  nicht  von  n  oder  Vy 
ABC*  aber  sind  Functionen  von  n  und  x.  Die  Zahl  der  Glie- 
der in  der  Reihe  a-fA9-frv^-f...-f  dv^  ist  unveränderlich  bei 
jedem  Werthe  von  n«  und  eben  dieses  gilt  oft  auch  von  der  Reihe 
-4t>»»-i^  +  St)'*-^*+i-f ...,  aber  in  vielen  Fällen  wächst  hier  auch 
die  Anzahl  der  Glieder  mit  n,  obschon  sie  immer  .endlich  ist. 
Immer  ist  ^  eine  unveränderliche  ganze  Zahl  und  man  könnte  die 
Rechnung  in  allen  Fällen  so  gestalten»  dass  man  ^=^ — 1  hätte.  - 

Dass  man  an  die  Steile  der  Reihe 
die  allgemeiiiere 

4 

/(0,x)  +  vf{hx)  +  ^f(%x)  +....+  f^f{n,x) 

setzen  kann,  ergiebt  sich  daraus»  dass  jene  aus  dieser  hervor- 
geht, wenn  9=1  genommen  wird.  Man  wird  leicht  gewahr»  dass 
das  für  die  Reihe  IL  angegebene  Summationsverfahren  von  aller 
Unbestimmtheit  l>efreit  wird»  wenn  man  es  dem  Gesetz  der  Reihe 
IIL»  welches  ich  das  Gesetz  der  geometrischen  Reihe 
nennen  will;  unterordnet«  ja  es  ist  ohne  Weiteres  klar»  d^s^, 
wenn  die  erstere  in  der  bezeichneten  Weise  bildsam  ist»  es  aucli 
die  letztere  sein  muss.  Die  Nichtachtung  dieser  Bemerkung  ist 
der  Grund  aller  Schwierifi^iten  in  der  Reinenlehre  gewesen ;  man 
verlor  die  syntaktische  Bedeutung  des  ganzen  Reductionsverfah- 
rens  und 'glaubte  sich  nur  dann  zu  einem  Schlüsse  berechtigt» 
wenn  das »  was  tnan  den  Rest  nennt,  füt  unendlich  grosse  Stellen- 
zeiger verschwindet. 


§«  3. 

Wir  lassen  nun  die  sämmtlichen  Glieder  weg,  welche  bei  der 
Reduction  am  Ende  der  Reihe  stehen  bleiben»  also  die  Glieder» 
die  eben  daher  stammen»  dass  man  die  Reihe  bei  einem. Gliede 
abbricht»  oder  die  Glieder»  die  in  dem  Ausdrucke  in  IV.  den 
Factor  v^—l^  haben,  ,  Wir  erhalten  dadurch  die  allerdings  unrich- 
tige Gleicbu|ig; 


'I I 


i*. -E(n»  t>,j:)  =  a+*6r -f  c»^ +  ....  + rftJ^, 

und  finden  hieraus  statt  des  wahren  ^(Vi»t»:tr)' eine  blosse  Function 
von  V  und  x,  die  wir  die  Summe  der  unendlichen ,  d.  h. 
der  ohne  letztes  Glied  gedachten  Reihe  fiO,x)-\'Vf(l,x) 
-f  v^/'(2»a;)  +  ****  nennen.  Bezeichnen  wir  sie  mit  q>(v,x),  so 
schreiben  wir  dann: 

.  V.    q>(p,x)^/(0,x)+vf(hai)+v^fi%x)  +  .... 

und  e^,  ist  klar»  dass  diese  Gleichung  immer  unrichtig  sein  muss, 
wenn  man  die  Reihe  bei  einem  Gliede  abbricht»  mag  sie  nun  der 
Function  ^(i?»«^')  sjch  ohne  Ende  nähern  oder  nicht.  Man  darf 
daher  diesen  Ausdruck  auch  nicht*so  verstehen»  als  ob     - 


390 

fdr  fi=rao  sei,  vielmehr  folgt  aoch  jenseiUi  des  Gliedes  v^f(<x>,x) 
Doch  *die  endlose  Reibe  e^+^/(<30-fl,jr)-|'*-**  Diese  muss  man 
wohl  berficksicbtigen  3  wesD  maD  bei  dem  Gebraucbe  der  imeiid- 
licben  Reiben  nicht  auf  widersninige  Resultate  gelangen  will. 

per  Ansdnidr:  ,^8amme  einer  nn endlichen  Reibe'*  hat 
an  sich  keinen  Sinn ,  denn  man  kann  immer  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  Gliedern  zusammenzählen.  Man  muss  ihm  erst  eine  Be- 
deutung beilegen  5  und  so  wie  nun  die  neuere  Analysis  in  ihrer 
Einseitigkeit  liierfur  die  Aonäbemngsffrenze  bestimmt,  so  bat  die 
ältere  aus  allgemeineren  Rücksichten  diejenige  Formel  geu'ähit,  die 
ich  eben  erklärt  habe.  Hier  bezieht  sich  nämlich  die  Uneodiich- 
keit  der  Reibe  gar  nicht  auf  eine  unendliche  Menge  von  Gliedern, 
sondern  lediglicb  auf  die  analytische  fiehandlungsweise,  welche 
unter  allgemeineren  Bedingungen  möglich  ist^  aU  unter  denen  der 
Convergenz. 


Diese  so  bestimmte  Sumime  der  unendiicbeo  Reihe  ^t  nun 
zwei  sehr  merkwürdige  Eigenschaften* .  Einmal  nämlich  ist  sie 
denselben  analytischen  Bedingungen  unterworfen ,  denen  die  Reihe 
unterliegt,  wenn  diese  ohne  letztes  Glied  gedacht  und  nach  dem 
Gesetz  behandelt  wird,  welches  ich  in  {.  2.  aufgestellt  habe.  Wir 
sagen    dafür,   die   Summenformel    habe   mit.  der   Reibe 

fleiche  syntaktische  Eigenschaften.  In  V.  nämlich  bat  die 
unction  g?(r,a?)  die  Eigensäaft,  dass  «  + 6 u-fc »*  +  ...  +  dv^ 
'durch  die  Rechnung  F.w(v,a:)  herauskommt,  aber  eben  diese 
Eigenschaft  hat  auch  die  Reihe /(0,ar) +  »/*(!, a:)  +  üY (2, J?) +•••., 
wenn  in  ihr,  kein  Glied  als  das  letzte  gedacht  wirdu  Wem  die 
Unendlichkeit  der  Reihe  Schwierigkeiten  macht,  der  kann  diese 
Redensart  auch  ganz  vermeiden,  wenn  er  dafür  den  Ausdruck  der 
Dimension  substituirt.  Ein  GFied  von  der  Dimension  m'hat  die 
Form  Mv^y  wo  M  nicht  weiter  .Von  v  abhängt.  Darnach  hat  die 
Reibe  f(ff,x)  +  vf(ha:)  +  t^f(%x)+. . . .  bis  auf  Glieder  vob  be- 
liebiger Dimension  mit  der  Function  fpiv^x)  gteicbe  syntaktische 
Eigenschaften,  nämlich  bis  auf  Glieder  von  der  Dimension  n — p^ 
wenn  die  Reihe  mit  dem  Gliede  nter  Dimension  abgebrochen  wird. 
So  ist  denn  zugleich  klar,  dass  die  ältere  Theorie  mit  unendlichen 
Reihen  eigentlich  gar  nichts  zu  schaffen  bat. 

Aus  der  Identität  der  Summe  und  der  Reibe  hinsichtlich  ihrer 
syntaktischen  Eigenschaften  entspringt  der  4sehr  allgemeine  Rei- 
hencalcul  der  älteren  Analysis,  welcher  ni^  dem  besetz  unter- 
worfen ist,  dass  da,  wo  man  mit  den  Reihen  reebnet,  dieGlteder 
gleicher  Dimension  vollständig  beisammen  stehen  und  dass  nur 
solche  Glieder  weggelassen  werden,  welche  belbetiebiger  Fort- 
führung der  Reihen  zu  beliebigen  Dimensionen  aufsteieen  können. 
Auf  solche  Weise  finden  sich  einerseits  endHcbe,  -d.  lib  Vom  Di- 
meni^ionszelchen  unabhängige  Forrten ,  andererseits  ntt*ndliebe 
Reihen  mit  glichen  syntaktischen  EigenschaRen ,  also  unendticlie 
Reihen  mit  ihren  Summen  in  diem  erHärten  Sitme. 


Dagej^n  ist  uns  6W  Function  g^J^sX)  oft  zuerst  ^«^eben  und 
wir  sollen  9ie  in  eine  Reihe  entwiQketn.  Diese  lintwickelung 
geschieht  immer  nur  unter  d<rr  Bedingung,  dafis  die  Reihe  mit 
ihrer  erzeugenden  Function  <p(i?,ir)  die  syntaktischen  Eigenschaf- 
ten theife,  und  hieraus  ist  klar^  dass  Entwickeln  und  Sumrairen 
solche  Operationen  sind»  deren  eine  das  Umgekehrte  der  anderen 
ist.  Der  Entwickelung  dient  vorzüglich  di«  Methode  der  u n- 
besfimmfen  Coefncienten,  mit  Uutfe  derer  man  auf  die 
leichteste  Weise  findet,  wie  die  Glieder  der  Reihe  Func« 
tioneii  ihres  Stellenzeigers  sind.  Die  Bestimmung  ge- 
schieht eben  nach  den  syntaktischen  Eigenschaften,  d^nen  die 
Reihe  zufolge  der  ihr  schon  gesetzten  Summe  genügen  muss. 


5.  5. 

Doch  das  Alles  giebt  den  unendlichen  Reihen  nur  syntaktische 
Bedeutung;  ihre  aritnmetische  Bedeutung  und  somit  ihren  prakti* 
sehen  Werth  erhalten  sie  durch  den  Satz,  dass  die  Summe 
der  Reihe  zugleich  ihre  Annäherungsgrenze  ist,  wenn 
sie  eine  solche  hat. 

Setsen  wir  nämlich  der  Kttrze  halber  in  dem  Ausdrucke  IV.: 


so  haben  wir 


F.2:(fi,v,;r)  5=  y—'jfns 


und  wion  wir  daan  die  Reehoan^,  durch  weiche  1'^.2!(7i,v,a;)  sieh 
in  E{nyVjX)  verwaiAdelt^  durch  (K>' bezeichnen^  so  ist 

VI.    -S(«,ü,«)  ;=  <^.  (y--^), 

wobei  die  Rechnung  O  nur  in  ^o  fern  von  n  abhängig  ist,  als 
jp/n  da^roT)  abhängt.  Nähert  sich  nun  2(niv,a:)  bei  wachsendem 
Vi  einer  festen  Grenze,  so  wird  skh  natürlich  (P .  (^^ — y^)  dersel- 
ben Grenze  nahem,  und.  um  diese  Grenze  zu  erhalten,  wird  man 
ans  y'^yn  alles  das  weglassen  mOsaeD,  was  dien  Ausdruck 
^.(y-^ym)  von  n  abhäcMiig  «acht,  denn  die  AnnäheruDgsgre&Be 
Ut  eben  -von  n  unabhängig.  Daher  muss  man  das  ganze  yn  weg* 
lassen,  denn  was  davon  stehen  bleiben  durfte,  musste  doch  von 
n  unabhängig  sein,  und  es  würde  somit  aus  dem  Ausdrucke 
y„  =2:  ^v»— /*-f  B«?'»-/*+*-|-....,  in  welchem  A^B,..  von  ü  nkht 
abhängen,  eine  von  n  unabhängige  Grosse  sich  sondern,  was 
aber  wegen  des  Factors  v''^'-^  unmögnch  ist. 

Diess  scheint  mir  die,  der  alten  ,Analysis  eigenthümliche 
Scblussweise  zu  seinen  und  wenn  man  auch  eine  genauere  Zerglie- 
derung der  Gedanken  hie«  wünschen  mag,  so  bleibt  die  Sache 
doch  'VolUbemmen  richtig  und  lie^t  so  nahe»  dass  die  älteren  Ana- 
lysten, füie  es  jscbeinl,«  .gar  nicht  .an  eiee  weitere  Ausführung 
dachten.    Ihnen  stand  daher  der  Satz; 
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4as8  diejenige  Formet,  welch«  die.  Annftlierangs- 
greoEe  der  Reihe  vorsteilt,  mit  der  Reihe<gleicbe 
syntaktische  Eigensc^bafteii  habe, 

wie  ein  Axiom  fest ,  und  diess  ipivts  man  bei  der  ßeurtheilung 
der  älteren^  Theorie  wohl  im  Anse  haben  ^  wenn  man  über  ihre 
Methoden  ein  richtiges  Urtheil  ßlien  will. 

Obige  Art  zo  schtiessen  ist  auch  in  der  Tbat  so  oberflächlich 
nicht  9  als  sie  beim  ersten  Anblick  scheinen'  mag.  Wenn  der  Aus- 
drack  O  •  (y-^n)  mit  wachsendem  n  sich  ehier  bestimmten  £rrenze 
nähert,  so  M  er  eben  mit  n  veränderlich,  ab^r  nur  in  so  fern, 
als  yn  von  n  abhängt,  und  man*  kann  seine  Annäherungsgrenze  nur 
dadurch  erhalten,  dass  man  aus  y — yn  das  mit  n  Veränderliche 
wegiässt.  Daher  Ist  dieselbe  entweder  ^.^  oder  (^.(y-i-z),  wo  z 
nur  eine  Function  von  v  und  a;  sein  kann.  Dieses  z  müsste  sich 
nun  als  ein  analytischer  Bestandtheil  von  yn  nachweisen  lassen, 
dßnn  die  .Grenze,,  welchep.tSick  4>tO^— s^>  ohne  £ode  »ähenl,  ist 
ja  durch. die  Natur,  dieses  Ausdmpks  bedingt  und.muss  aus  der- 
selben besti^mb^r.seiD*   .Wepq.sic^*aber  aus  ...       .1 

das'  Glied  z  nach  irgend  welchen  analytischen  Bedingungen  ähson- 

dert,  80  muss  aus  A+Bv4-Cv^ -{•.•»,  ein  Glied sich   aus- 

scheiden  lassen,  und  da  A  von  v  titcht  abhängt,  so  hätte  man 
das  Glied in  JSv  +  Cv^  +  . . ..  zu  suchen.    Aus  Ä  +  C»+* . . . 

müsste  sich  also  ein  Glied  von  derFotm-^ rr  ^l^sondern  lassen, 

und:  da  B  von  v  nidht  abhängt,  «o'bfttte  man^  dieses  Glied  in 
Cd-\-.».  zu  suchen. . I«dem  >man  aber  ad  fotrt^hliesst ,  findet  man, 
dass  das  Glied  z  in  yn  nirgends  gefunden  wird,  dass  also  O.y  die 
Annäherungsgrenzeven  O .  (t^-^n)  ist 


§.  6.       ' 

^  >-  ' 
Hiermit  habe  ich.  die  weseeilicbsten  Momente)  der  älteren. 
Theorie  'der  Reihen  dargelegt,  so*  wie 'ich  sie  aus  der  Lecture 
verscMedener  Werke  •  gesdbonft  habe.  Dabei  habe  ich. Sorge  ge* 
tragen,  so  viel  als  möglich  Alles  zu  vermeiden,  was  ich  vielleicht 
als  mein  Eigenthum  in  Anspruch  nehmen  dürfte,  um  dem  Leser 
mit  mugüehster  Treue  das  vorzufuhren ,  was  sich  aus  den  Quellen 
schöpfen  lässt.  Statt  der  Reihe  II.  wählte  ich  die  allgemeinere  in 
HL'^  weil  die  letztere  in  der  Thät  für  alle  Rechnungen  mit  Reihen 
das  allgemeine  Formulafr  ist,  ich  will  aber  damit  nicht  sagen ,  dass 
die  Tbeorie  nicht  auf  die  blosse  Form  in  II.  gegründet  werden 
köime. 

Es  scheint  mir  allerdings  ein  Mangel  der  ältieren  Theorie  za 
sein,  dass  sie  ihren  Hauptsatz  nieht  gehörig  begründet  hat,  ja 
dass  man  denselben  aus  aen  meisten.  Werken  erst  heransklauben 
muss.    Dieser  Hauptsatz  heisat:^ 
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(Ite  Fo<rn>el,  Weldbe  di«  Aptiäberiings^rettze  einer 
Re^ibe  fOrsteiit,  bat  mit  derselben  Heihe,  wenn 
sie  als  geom^trivcbe  bebandelt  «rird,  gletcbe 
syntaktiscbe  Eigenschaften. 

Gegen  diesen  M^gel  der  älteren*  Analysis  hat  aber  die  neuere 
keinen  Vorzug ,  denn  sie  weist  uns  zwar  in  den  meisten  Fällen 
klar  nach,  wie  die  Reihß  einer  bestimmtea  Grenze  sieb  ebne  Ende 
nähert,  aber  sie  weist  nicht  nach»  wie  dieser  Umstand  eine  noth- 
wendig^  Folge  der  Rechnung  war»  durch  welche  man  dfe  8nmme 
fand.  Man  siebt  daher  unntithiger  Weise  noch  die  Betracbtnng- 
des  Restes  hinzu,  während  doch  daraus,  dass  die  8qmmeofoniiet 
mit  der  Reihe  gleiche  syntaktische  Eigenschaften  bekam,  das 
Verschwinden  des  Restes  bei  convergirenden  Reihen  mit  Moth- 
wendigkeit  folgte. 

Ueberbaupt  liegt  in  der  Verkennung  des  obigen  iSätzes  das 
ganze  Missverständniss ,  und  sehr  häufig  bleiben  auch  die  älteren 
Analysten  in  dieser  Beziehung  ni6ht  vorwurfsfrei.  Daher  z.  B. 
die  verschiedenen  Ansichten  über  die  Methode  der  unbestimmten 
Coeflicienten ,  namentlich  der  unnütze  Zusatz,  dass  man  die  Form 
der  Reihe  vor  der  Coefficientenbestimmung  gerechtfertigt  wissen 
Will.  Begreift  man  unter  dieser  Methode  alle  die  Fälle,  wo  man 
statt  unbekannter  Zahlen  A,  B,  C...  setzt,  so  mag  die  gMachte 
Forderung  gerecht  sein,  sie  föllt  aber  alsbald  wee,  wenn  tKe 
CoefBcienten  durch  eine  Reihe  vön^  Gleichungen  foTgeweise  ans 
einander,  b^sti^nifit  sind.  Denn  bi^r  kailo  die  Reihe  nvtf  so  ge«. 
wählt  werden ,  dass  sie  mit  der  Ihr  im  Voraus  gesetzten  Summe 
gleiche  sjrntaktische  Eigenschaften  bekommt.  Darnach  bestimmt 
sich  .aber  nicht  nur  die  Relation  der  Coefficienten ,  sondern  auch 
zugleich  das,  was  man  die  Form  der  Reihe  nennt.  ' 

Steht  Qim  «der  obige .  grpsse  Satz  der  älteren  Analysis  fest, 
(und  er  wird  stehen  trotz  aller  modernen  Kritik),  so  ist  zugleich 
klar,  dass  die  neuere  Analysis^  gegen  die  ältere  in  ein  kümmer- 
liches Licht  zurücktritt.  Die  älteren  Methoden,  namentlich  die 
der  unbestimmten  CoefBcienten ,  die  der  Umkehrung  der  Reihen, 
die  Combi natorische  Anordnung  des  Systemes  nach  deutscher  Er- 
findung, behalten  nicht  nur  ihre  volle  Gültigkeit,  sondern  sie  sind 
sogar  schön  und  echt  wissenschaftlich,  oa  sie  das  Manigfaltige 
zu  feinem  in^igM  Gfinzen  verbinden.  Wo  weist  denn  die  neuere 
Theorie  nach ,  dass  Summiren  und  Entwickeln  ganz  bleiche  Ope- 
ratfonen  >isind-,  in  welchen  sieh  nur  dte  Aufgabe  umkehrt?*  ' 

§    7. 


Am  Schlüsse  dieser  Abhandlung  will  ich  noch  folgende  zwei 
Bemerkungen  anführen.  Die  erste  betrifft  den  Gebrauch  des 
Zeichens  =  zwischen  der  Function  und  ihrer  entwickelten  Dar- 
stellung. So  Tiel  ich  mich  erinnere,  hatTbibaut  zuerst  über  diese 
Sttidieklar  gesprochen,  da  man  nach  ihm  den  Aosdnick 

f(a:)  =  i^o  +  ^1  ^  +  ^"^a^*  +  . . . .  +  AnX^ 
nicht  als  eine  identische  Gleichung  verstehen,  sondern  ihn  unter 
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der  BediDgaDg  aufTaMen  soll,  dam  die  Reihe  Jiis  xum  ftteo  Gliede 
vollständig  sei  und  das«  dem  zu  Folge  der  Fehler  über  die  nte 
OitneDsioD  hioausgehe.  Daher  mlisste  der  Ausdruck  eigeDtlich 
ao  Tervollständigi  werden : 

"    fi^)  ^^^  zum  Gliede  nter  Oimension 
'=  AQ  +  Aia:  +  B^afl  + +  i^nor". 

Diei^es  behält  isetoe  Geltung»  die  Reihe  mag  con-  oder  diver- 
tpreo»  aber  das  Gleichheitszeichen  lässt  sich  iniraer  dadurch  recht- 
^tigen»  dass  der  Fehler  recht  klein  werden  kann.  Zu  unseren 
modernen  Theorien  fehlt  nur  noch  eine^  welche  nur  recht  stark 
convergirende  ReiheA  als  richtig  zulässt« 

Obige  Bemerkung  Thibaut 's  lässt  sich  nun  Iciicht  zur  4i5chsteB 
All&;emeinbeit  bringen ^  wenn  man  die  Reihe  ohne  letztes  Glied 
auftasst.'  Dadurch  enthält  sie  immer  den  Rest  in  sich»  wodurch 
sie  sich  zur  vollständigen  Function  ergänzt,  und  das  Gleichheits- 
zeichen wird  eben  so  nothwendig,  wie  bei  der  Formel  a-{^b=d-\-a. 

Die  zweite  Bemerkung  betrifft  die  unzureichende  Unterschei- 
dung zwischen  con  -  und  divergirenden  Reihen.  Alle  Reihen, 
welche  nicht  einer  endlichen  Grösse  als  ihrer  Grenze  sich  nähero, 
nennt  man  divergirende,  und  versagt  dadurch  einer  Menge 
von  Reihen  die  Theiinahme  an»  Begriff  der  Coovergenz,  bei  wel- 
chen sich  die  Summe  unendlich  vieler  Glieder  ej^n  so  rechtferti- 
fen  lässt,  wie  wenn  Annäherung  an  eine  endliche  Grenze  statt 
at.  Man  denke  sich  die  Reihe  so  gestaltet  und  ihre  Glieder  so 
grup^irt,  dass  eine  Reihe  mit  lauter  positiveq  Gliedern  entsteht. 
Bezeichnet  dann  2m  die  Summe  aller  Glieder  vom  Isten  bis  zum 
nten,  so  hat  man  *  ' 

-AjL  "I*  -^a  "I"  •  •  •  •  "I"  ^n  +  ^«-l-i  "!*••••  +  -Aii-f  m 
also 


r  < 


Verschwindet  Iran  der  Quotient  =SiJ^ — r?  ffSr  ik  t=zTix)   auch 

dann,  wenn  man //i::roc  ninuiit»  so  hat  die  Reihe  bei  uneodüch 
vielen  Gliedern  eine  Summe,  aber  dieselbe  miiss  nicht  noth wendig 

endlich  sein.  Der  Ausdruck  '"L — —  verschwindet  aber  alle- 
mal ,  wenn  die  Glieder  der  Reihe  bis  zum  Verschwinden  abnehmen. 

Bei  divergirenden  Reihen  verschwindet  der  Quotiept  "r-^^j^*^ 

unter  den  rnigegebenen  Bedingungen  nicht ,  «od  idaher  kaoi»  auch 
von  einer  Summe  ihrer  imenaiid]  vielen*  Glieder  mAt  die  Rede 
sein,  wovon  auch  in  der  That  kein  guter  Schriftsteller  geredet  hat 
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Kin  neues  GFheoreiii  Ton  den  Iiinlen 

zweiten  Qrade». 

„Die  Quadratsumme  der  teciproken  Werthe 
„zweier  auf  einander  senkrechten  DurcUmesser 
„bei  einem  Kegelschnitt  (Ellipse  und  Hyperbel) 
„ist  co.nstant,  nämlich  hei  der  Ellipse  der  Qua- 
„dratsumme,  bei  der  Hyperbel  der  Quadratdif- 
„ferenz  der  reciproken  Werthe  der  Axen  gleich. 

Von  dem 

Hemi  Doctor  F.  Arndt, 

Lehr«r  am  Gymnatium  sa  Straltund. 
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Es  scheint  mir  überflüssig  zu  sein ,  dieses  Theorem  auf  dem 
gewohnlifJien  Wege  zu  erweisen >  da  dies  keine  Schwierigkeiten 
hat;- ich  eriaabe  mir  aber  den  Weg  anzusehen,  welcher  mich  zur 
Entdeckung  des  Satzes  führte ,  namentlich  auch  deshalb,  weil  so 
zugleich  em  für  die  Gleichung  des  zweiten  Grades  in  ihrer  allge- 
meinsten Form  geltender  Ausi&uck  lür  die^  gedachte  Quadratsumme 
gefunden  wird. 

Die  den  Kegelschnitt  ausdruckende  Gleichung  sei 

♦ 

und  a  der  Coordinatenwinkel ,  auf  den  sie  sich  bezieht.    Die  Trans* 
lonnation  der  Coordinaten  in  secundäre,  für  welche  die  Axen  der» 
x'  und  y'  mit  der  Axe  der  x  die  aufhekannte  Weise  gezählten  Winkel 
$  und  rj  eiosch li essen ,  und  der  neue  Anfang  durch  die  primitiven 
Coordinaten  p,  q  dargestellt  wird,  giebt 

'^  Bxna  smtt     ^ 

.     sin|      I   .     sin«     . 
•^        '        sm«  sin«  ^ 


396 

Mittelst  dieser  Werthe  wird  die  GleiehuDg  .1. 


wo 


B'sin  a*  =  4  sin  i;  sin  £  -f  B[s\n  17  sio  (a — |)  +  sin  J.sin  (« — 1;)] 

+  Csi»((*— iy)siD(a— S), 

3.    I  C  »in  a^  =  A sio  g»  +  2Äsin  Jsin  (a— Q  +  Csin  (a— Ö« , 

Zy  siD  a   =  (Aq+Bp+D)  sin  1?  +  (ßq+Cp+E)  sin  (a-i/) , 

£'  sin  a  =  (Aq^]ßp+D)  sin  g '+  (Ä^+  C^+£)  sin  (a— Ö , 

F'  =  Aq^  +  2Bpq  +  Cp^  +  2Dq  +  2Ep  +  F. 

Für  ^'-«^C^O  kann  nun  der  neue  Anfang  p,  ^  bekanntlich 
se  bestimmt  werden ,  dass  zugleich 

Aq  +  Bp^D  =  Q,  Bg  +  Cp  +  E^O 

Ist,  also  U,  E  verschwinden,  und  die  Gleichung  %  die  Form 
annimmt: 

4.    Ä'^*  +  IBx'y'  +  Cx"^  +  i^  =  0 , 

und  dabei  wird,  wenn  man  zur  Abkürzung  B* — ACas  G,  BD— 
AE—H,  B*—AF^J  «etzt: 

0.    * -^^  ^. 

80  dass  a  =  J JS^  +  CO«  +  FJB«  -  ^  CF—  2ÄZ)£  ist.  Die  Glei- 
chung 4.  bezieht  sich ,  wie  aus  ihrer  Form  leicht  erhellt,  auf  ein 
Coordinatensystem ,  dessen  Axen  noch  eine  beliebige  Richtung 
haben,  während  der  Anfang  in  den  Mittelpunkt  der  Kirve  verlegt 
Ist,  so  dass  also  die  Axen  des  Systems  zwei  beliebige  Üurch- 
messer  sind. 

Nehmen  wir  nun   das  secundäre  System  rechtwinklig,  so  ist 
allgemeto  s}ni}  =  ^os|,  sii)(<vr^f})i=s~rG08(a— |),  und  nadi  3, 

^'sina*  =  4cos|«— 2Äcos|cos(«— ^  +  CcosC«— ^«^ 

^    J  J?'  sin  a*  =  -4  sin  J  cos  ^  +  B  [cos  |  sin  (a — Q — sin  S  cos  (a — i)] 

•  —  Csin  (a— |)cos(a— Ö , 

C  sin  a«  =:^  A  sin  ? + 2Ä  sin  S  si  li  (a-Ö  +  Csin  (a— Ö*. 

Hieraus  findet  man  sofort 

7.     (^'  +  C0sina*  =  ^-2Äcosa+C, 

und  die  Summe  der  Coefficienten  A',  C  ist  folglich  constant,  da 
sie  von  dem  Winkel  §  nicht  mehr  abhängt.    Setzen  wir  jetzt  in 
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der  GleicbttM  4.  zuerst  v's::0,i dann  ^=::0,  und  bestimilien  resp. 

P'  pi 

^'3  y\  so  kommt  C=^— -j^*  -<^'= — ^5    wnd  j?',  y    werden  die 

Entfernungen  des  Mittelpunkts  der  Kurve  von  den  Durchschnitten 
der  letztem  mit  den  Coordinatenaxen  sein,  d.  h.  die  halben  auf 
einander  senkrechten  Durchmesser.  Vermlige  dieser  Werthe  von 
Ay  C  wird  die  Gleichung  7. 

1  V   I    / 1  V  _-       i4 — 2i?cos  er  \C 


fi     /IV   ,   /1V_      i4— 2i?cosä 


Dies  ist  der  constante  Ausdruck  füjc .die  Quadratsumme  der  reci- 
proken  Werthe  zweier  halben  auf  einander  senkrechten  Durch- 
messer. 

Bestimmt  man  nun  den  Winkel  ^  so^  da^^s  tt   verschwindet, 
oder 

9.     ^sin|co8$-h^[cosSsin(a — J)  —  sin  ^  cost«— Ö]  ?  _  q 

—  Csin(o — |)cos(of — I)     \    /  *         * 

ist,   60  wird  die  Gleichung  4. 

10.    ^V«+Cj?'2  +  /"  =  0, 

wo  aber  unter  A\  C  diejenigen  Werthe  zu  verstehen  «indl,  welche 
die  durch  dieselben  Buchstaben  in  den  Gleicl^ungen  6.  bezeich- 
neten Grössen  durch  die  Substitution  des  durch  Gleichung  9.  be- 
stimmten Werths  von  \  annehmen.  Diese  Gleichung  10.  bezieht 
sich  auf  ein  System,  dessen  Coordinatenaxen  die  Axen  der  Kurve 
sind,  und  die  Lage  der  letztern  gegen  die  Axe  der  x  des  primitiven 
Systems  wird  durdi  den  doppelten  Vji^erth  des  Winkels  ^  bestimmt, 
den  er  aus  der  Gleichung 

•  •, 
11      .       nt Csin2« — %Bsmu     2, 

erhält,  die  aus  9.  sehr  leicht  folgt« 

Auö  6.  findet  man  M'— tr)sifftt«  =  :4cos2|~-2Äce8(a-*t.2g 
+  Ccos2(a--|)=:  cos2S(iV+Ztang2£)  =  iVsec2| ;  ^ber  2V^sec2, 

=  +  VZ«  +  iV«  =  ±  Vi,  folglich 

12.    sec2r=  i-T-^T^-^ 


4— 2Äco8a+  Ccoß2a 


und 

13.    (4'  — COs«D«*  =  ±Vi*^ 


f  •    •.. 


.   *)  Der  Aotdrack  £=(il  — 2i7cMa-f-Cc*s2a)*-f  <Caln2a  — 2i?sina)* 
läMt  «ich  aaf  die  Form  bringea  (4-~a/>co8a  +  C)*-4-4(0'^j|(O"ii(<*- 
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Varbiadet  man  damit  die  Gfoicfaun^  7.,  so  kommt 

.,  _  A—2Bcosu+C±vL 

14     <  ^^•'"'^ 

^,       A—iBeo9a+CTVL 

26in€r^ 

ix)    Ist  mm   JB*^-  AC ^0,  wio  boi  der  Ellipse^    so^  ist 
A  positiv,    weil   oacfi  der  ersb^n  d^r  Olelchtngep  6«  if^sina^ 

=r{^co8S— Äcos(a— Öl*— (^— ^C)<5os(a— ö«*).    Ferner  ist 
auch    C   positiv,    weil   das   Prodact    ^'CsiDa*  =  — (B^—A€^,^ 
also  >0  ist.    Daher  ist  nach  10.  /^<0,   und   man  kann  setzen 

(fi  ==— y-— ,  Ä*  =  — ^ -.    Die  GieichuDg  10.  wird  dann  -s-  +  ?•  =  1> 
CA  er      b^ 

nnd  a,  b  sind  resp.  die  grosse  und  hleine  Haibaxe  der  Ellipse. 

Es  ist  folglich 


15. 


also 

16. 
und  nach  8. 


f\Y—       A—1B  cosa  +  C—VL 
\aj   ~  2i^8ioKa  * 

\b)    ■*"  YFsina'S  ' 


1 V  L.  /l  V  -       ^— 2Äcosa+  C 


(^-^0)=- 


F'sina« 


A)  Wenn  B^^AC>0,  wie  bei  der  Hyperbel,  so  ist  die  Glei- 
chüng  ^  Tv^'*  —  f^y^  ~  ^'    Vergleicht  man  dieselbe  mit  -^  — 'I5 

=  1,  und  nimmt  das  Vorzeichen  in  dem  Ausdrucke  für  C  so,.das8 

C        .  ,  Ä 

—  jgv  positiv  ist,  so  wird  — ^  für  das  entsprechende  Vorzeichen 

1     '      C     1       Ä 
negativ,  und  man  kann  setzen -^  =  — vt>  Ts  =  Y:^f»  oder 

ar  t       IT       t 


18. 


/l  \*  _      2<--2Jgcos«-f  CTVL 
W   "^""^  2F'sina2  > 

/1V_   .  ^  — 2Jgcosa+Cj:V  X 
V6/   "~"*"         ^  2F'  sin  «2  5 


also 


*)    0er  Ooefficient  ^  kann  immer  pottiiv  genommen  werden. 


'»•©'-a)"=- 
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F'sina** 


und  nach  8. 


*  a)'+ö)*=©*-a)' 


Anmerkung  1.  Zwei  «uf  tingndQr  senkrechte  Durchmesser 
der  Hyperbel  werden  diese  Kurve  nur  dann  zu  gleicher  Zeit 
schneiden 9  das  obige  Theorem  also  für  die  Hyperbel  auch  nur 
AiiweDdtttg  fmden ,  wenn  der  Asympieteowinkel  ein  stompfer  ist' 
Dies  voraas  gesetzt,  seien  OTs  ö^  die  Ai^ymptoten.  .0  der 
Mittelpunkt,  und  hi  ihm  auf  OT,  OT  resp.  die  Perpendikel  OM^ 
GM'  eMc^tet,  welche  die  AeeCe  in  M,  M'  schaelden  (Taf.  V» 
Fie.  4.).  In  den  .Winkelräumen  MOT,  MOT  werden  dann  un- 
enaficb  viele  Paare  auf  einander  senkrechter  Durchmesser  mtigDcii 
sein,  welche  die  Kurve  zugleich  treffen.  Wächst  der  eine  halbe 
Durchmesser  OiV  ins  Unendliche,  so  nähert  sich  der  andere  offeti- 
bar  der  Grenze  OM'y  und  d\e  Gleichung  20.  geht  dann  über  in 


"•  (i^r = ©•-  ax  • 


d.  h.  bei  einer  Hyperbel,  deren  Asvmptotenwinkel 
stampf,  ist  das  Quadrat  des  reciproKen  Werths  des- 
jenigen Perpendikels,  welches'man  im  Mittelpunkte 
auf  eine  Asymptote  bis  zum  Durchschnitt  mit  dem 
einen  Ast  gezogen  hat,  dem  Quadratunterschiede  der 
reciproken  Werthe  der  halben  Axen  gleich,         ' 

Anmerkung  2.  Aus  dem  obigen  Theorem  lässt  sich  noch 
ein  filr  die  Ellipse  und  Hyperbel  tugleieh  geltender  Satz  ableiten. 

&  seien  OD,  OD^  (Taf.  V.  Fig.  5.)  zwei  beliebige  auf  ein- 
ander senkrechte  Durchmesser»  O  der  Mittelpunkt,  ßJj  die  Ver- 
bindungslinie der  Endpunkte  der  Durchmesser.    Es  ist  OD  =  x\ 

ist  h  die  Länge  des  von  O  auf  3D'  geföllteo  Perpendikels,  so 
ist  OD.OD^DDr.h,{OD.OD)^-lom^OD'^)h\  folglich 

,V^   s=  ~,   und  daraus  der  Satz': 

Die  Entfernung  des  Mittelpunkts  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel  Ton  der  Sehne^  welche  die  Endpunkte 
zweier  auf  einander  senkrechten  halben  Durchmesser 
verbindet,  ist  eine  constaute  Grosse. 


^6» 


I  < 


Heller  die  niatttrlielie  "H^inkeleiiiliett 
in  der  analy^ctten  VOonlomelrle  und 
fiUer  die  Ansmermin^  des  lirelsIKN 
erens  ans  den  wissensduifllic^li'-seanien« 
frisclien  Krforsehnngen  der  Winkel. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  WillLM^atfeka, 

FrofeMor  der  Matheinätik  zu  Tarnow  in   GaUzien. 

t .  • 

'  •  •  J  •  I       ,        .  .  ,        I  (•   :      .  .»."»»  >  'I     .  ,  ; 

I  t  *• 

i       '■    «1   »■     ■■«  ■■   ■!    %  i  *     .  t       »  ^  -e         t 


's     *       I  j     I 


Einleitung.  ' 

'  li^  Die  apalytiscjhe  (roniom^trie»  yorndb^licbi.die  bfilhfife  in 
der  Differential-  und  Integralrechnung^  pfl^t  di^rchgäugig  4%!  ^o 
«  Rechnung[sVerbindungen  ^ifvischen  Winkelfuijctionen  und  jhren^^ip- 
keln  selbst  vorkommen ,  die  Zablwerthe  der  Winkel  ^urch  die 
Zählwertbe' def  die'Wiiaket  besijtimmeDd^n  Kreisbogen  zu  ersetzen^ 
indem  sie  diese  dnrcb  ihren  Halbmesser  ausmisst,  weil  so  die 
Reöbnüngsformeln  am  einfachsten  ausfallen.  Eigentlich  nimmt  sie 
-^  wui^  tteilich  fast  dirgends  in  de»  Lehrbüchern  der  Analysis  ße* 
sd^t  ^tvird  ^-^'  denjenigen  Winkel  zur '.Messeinheit,  dessen  b:ei^i|n* 
mender  Kreisbogen  die  Länge  f^inei^  Ha||)messers  hat. 

2*  Solche«  Hin-  und  Hers|itiDgen  vom  Winkel  -zum 'fiogieii 
nndvott  Böge»  zum.  Winkel /  ivio  matt  es  doch ^»u?} mit  Gl« er 
dUeser  zjcrai  .westf^tUdi  rvon  eiffSindePvcrsklnedendn^Arl  vonifirriM^li 
zu  /thnu .  haben:  ivill  ^'  km» .^von '  «iper  tvnbefangeneB \  Kritik  der  ivj»* 
senschaitliacheli  Ge€im«itrie  .durch  dtefiilUrdtag^i  hoebprtUUche 
und  für  die  angewandte  Geometrie^  bei  der  Messung  und  Zeichnung 
von  Wtnkelii  unscbätzbave  Fropurtlenalftät  der  Winkel  und  ihrer 
Kreisbogen  durchaus  eicht  gereehtfertigt  werden ;  immer  wird  sol- 
ches Durcheinandermengen  mdetchartf gier  Gri^ssen  nur  als  Krdeke 
angesehen  werden  müssen  y  deren  sich  die  Wissens<;hafl  gewiss 
entledigen  wird  y  sobald  sie  auf  sicherem  Fusse  einherzugehen  sich 
im  Stande  fühlen  wird. 
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3.  Am  meisteD  lag  mir  in  der^  von  mir  aufgestellten  Funda- 
mentallehre  der  Geometrie  daran,  die  Elemente  *)  alter  Raumge- 
bilde, nemlich  die  Strecken  und  Winkel  sowohl  einzeln  als  mit 
einander  verbunden,  und  auf  einander  einwirkend,  vollständig  und 
dermassen  durch  sie  a  1 1  e  in  zu  erforschen ,  dass  an  solche  niedere 
Goniometrie  die  höhere  unmittelbar,  ohne  Dazwischentreten  der 
Lehre  von  der  Kreislinie,  sich  ansch Hessen  könne.  Nach  vielem 
Sinnen  gelang  mir  dies  im  Jänner  des  Jahres  1841 ,  wo  ich  ent- 
deckte, dass  der  oben  beschriebene,  als  natürliche  Winkelmess- 
einheit der  analytischen  Goniometrie  dienende  Winkel  auch  die 
Grenee  ist,  w^elcher  diejenigen  Winkel  zugleich  ohne  Ende  sich 
näherii,  die  sich  bei  der  Theilung  elAAl  iJUnendlich  alinebiiteiiden 
Winkels  einerseits  durch  seinen  Sinus  andererseits  durch  seine 
Tangente  als  Quotienten  ergeben.  Dadurch  erst  wurde  meine 
geometrische  Fundamentallel^'e  in  sieb  selbst  vollkommen  abge- 
schlossen. Ich  hoffe,  die  Darstellung  dieses  nevartigen  Gegen- 
standes werde  den  Geometem  nicht  unwillkommen  sein. 


•  IL 

Proportionalität  unendlich  abnelvmander  Winkel 

zu  ihren  Sinus  und  Tangenten;   und  Grenze  der 

Quotienten  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels 

durch  dessen  Sinus  und  Tangente. 

4.  Nähert  sich  der  ablenkende  Endschenkel  eines  Winkels  a 
dem  Anfangsschenkel  unendlich,  d.  i.  nimmt  der  Winkel  cc  unend- 
lich ab  und  nähert  sich  so  seiner  Gi^enke  0  ohne  Ende,  so  nähern 
sich  auch  seine  goniometrischen  Functioi^en  den  gleichnamigen 
des  Winkels  t)  ab  ihte^  GrenzeYi  unendlich;  folglich  sein  Cosinus 
ohne  Ende  wachsend  der  Grenze  1,  sein  Siilus  und  seine  Tan- 
gente aber,  unendlich  abnehmend,  de/ gemeinschaftlichen  Grenze  0. . 

In  Zeichen  :  für  lim  a^=z(\i  ist  lini  ^osa^l,  lim  si|»«f::^0, 
lim  tanga=0. 

5.  Bfel  dfeset  gleichzeitigen  unencTJichen  Abnahme  des. Win- 
kels a,  seines"  Sinus  und  seiner  Tangente  .tritt  jedoch  der  buchst 
merkvrfiTdig*6  Ümfetartd  ein,  dass  dieselbe  nahe  und  desto  g^naji^r 
in^gleichem  Verhältnisse  oder  in  directer  Proportionali  tat  dieser 
dreierlei  Grössen  erfolgt,  ]e  kleiner' sie  insgesammt  schon  geirbr- 
den  sind;  nemlich,  d^s  iem  Verhältnisse' j^der  aswd  schdn  ffm- 
reicfaend  hieiner  Winkel  da»  Verb&ltniss  «sowohl  Ihrer' Sinuis  a1» 
ihrer  Tangenten  sehr  nahe,  und  am  «o. genauer  «"teicih*  w^iM,' Je 
näher  beide  Winkel  aüi  ihrem  ^nzKdhen  4rf^sohwihd«n  flehen.'  *"' 

6.  Seien  >  um  dies  zu  bewetsen,  tt  und  a  zweV'^ini^thimlk^e 
(zugloich  positive  oder  zugleksh « iiegatWe)  i*  und-  schon '  t «o  *ldeiiie 
Winkel.»  dass  in. den  bi&kannten  Glelcliusgen 


*)     Vergleiche    meinen  obigen  Aufsatz  Nro.  XXXIT.  ' 
Theil  VIII.  26 


i*j 


«02 

sid  (a-^-a)  =  sin  or  cos  a  +  sin  ft'  cos  a, 

^^  ^^       1— taog«  tanga' 

die  Cösifius  positiv  uhd  die  Tangenten  bereits  kleiner  als  1  aus- 
iaiien«  wozu  die  Winkel  einzeln  kleiner  als  Vin  halber  rechter 
sein  müssen. 

Um  DoppeUe^eichungen  —  das  nach  Umständen  Grusser- 
oder Kleidersein  —  zu  vermeiden,  und  weil  hier  mit  den  \VinkeiD 
ihre  Sinus  und  Tangenten  einstimmig  sind,  mögen  die  Winkel  so 
wie  ihre  Functionen  nur  absolut  —  weder  positiv  noch  negativ  — 
betrachtet  werden. 

Nehmen  nun  die  Winkel  er,  a  nach  und  nach  ohne  Ende  ab, 
was  durch 

lim .  (a,  a)  ^  0 

angedeutet  werden  soll ;  se  nehmen  auch  ihre  Sinus  und  Tangenten 
eben  so  ab,  ihre  Cosinus  dagegen  wachsen  liimälig  bis  auf  1, 
so  dass  man  hat: 

lim .  (cos  er,  cos  a  )  ^  1 ,    lim .  (*in  tt,  sin  a  )  ^  0 , 

lim.  (taYiga, tanga) ^0. 

Dann  ist^  wenn  man  in  der  ersten  Gleichung  cos  er,  cos  a' 
durch  die  gewöhnlich  grössere  und  nur  ausnahmsweise  am  Ende 
eben  so  grosse  Zahl  1  >  dagegen  im  Nenner  der  zweiten  Gleichung 
die  tang«,  tangce'  durch  die  gewöhnlich  kleinere  und  nur  ausnahms- 
weise am  Ende  eben  so  grosse  Zahl  0  ersetzt. 

Km  •  sin  (a-f  «  )  ^  sin a  -f  sin  a\ 

lim .  tang  (a+a  )  ^  tang  cc  +  tang  «'. 

Mit  den  hinreichend  abnehmenden  Winkeln  stehen  demnach 
nicht  blos  ihre  Sinus,  sondern  auch  ihre  Tangenten ,  dermassei|in 
Verbindung,  dass  zur  Summe  jeder  zweier  Winkel  desto  genauer 
nicht  nur  die  Summe  ihrer  Sinus,  sondern  auch  die  Summe  ihrer 
Tangenten  gehört,  je  kleiner  diese  Winkel  sind.  Folglich  sind 
den  hinreichend  kleinen  Winkeln  sowohl  ihre  Sinus 
als  auch  ihre  Tangenten  direct  proportionirt. 

7.    Nemlich  für  die  kleinsten  Winkel  ist,  wenn  wir  die  ange- 

BähOTte  Gleichheit  durch  ^  andeuten,  * 

•  • 

er :  er'  =:  sin  a :  sin  a  =  tang  er :  tang  a' , 

oder  auch : 
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«       •       «'  -       a        •       «' 

— —  ==  -; — 7  und  7 =  7 >> 

sin  a       sincK  taDga       tanga 

d.  h.  der  Quotient  jedes  hiDreichend  kleinen  Winkels 
durch  seinen  Sinus  oder  durch  seine  Tangente  ist  fast 
ganz  unveränderlich,  oder  bei  unendlich  abnehmendem 
Winkel  nähert  sich  bei  der  Theilung  des  Winkels  so- 
wohl durch  seinen  Sinus  als  auch  durcn  seine  Tangente 
der  Quotient,  welcher  also,  weil  die  Winkelfunctionen  Zahlen 
sind,  wieder  ein  Winkel  ist,  einer  fixen  Grenze,  die  demnach 
ebenfalls  ein  Winkel  sein  ranss. 

8.     Beide  diese  ver&Dderfichen  Quotienten  streben 
aber  der  nemlichen  Grenze  zu. 

^  .  sin  a    .  s .       a  a  . 

Denn    wegen    tang  a  =  ist  r =  —. —  cos  a  ,     also 

°  cosa  tanga       sma 

iL.  r=coso;   folglich»  well  fär  lima^^O,  lim  cos  a  ^  1  ist. 


tang  a     sm  a 

muss  lim  ~ — :  Km  -A-  '^  1,  also  lim  -—2 —  ^  Km  -A*  sein; 
tang  a  sin  er  "=  tang  a  =        sin  a 

9l    Bezeichnen  wir  nun  mit  JT  den  Winkel,  der  den  Quotienten 

-; —   und  7 als  gemeinschaftliche  Grenze  vorgesteckt  ist,    so 

sma  tango 

haben  w^ir 

a  Vi       ■•__.      a 


lim-J^  =  1"=  lim 


sma  tanga 


III. 


Der  erste  Quotient   nähert  sich  abnehmend, 
der    zweite    wachsend    ihrer    gemeinschaft- 
lichen Grenze. 

10-  feiüchst  wichtig  ist  die  Frage ,  wie  diese  beiden  veränder- 
lichen Quotienten  Ihrer  gemeinsamen  Grenze  F  zustreben,  ob 
wachsend  oder  abnehmend.  Öarüber  geben  obige  Vergleichungen 
(iii  6.)  Aufschluss.  Denn  ersetzt  man  in  ihnen  erst  a'  durch  a'+a'', 
dann  o"  durch  «"+a^",  nachher  wieder  a!"  durch  c^"-{-aJ^  u.  s.  f., 
so  findet  man 

sin(a+a+a"  +  a"'  +  ....)^sinc+sina'  +  sina"  +  sina'"+...., 
taBg(a+a+«^+a'"+....)  ^  tanga+tang«'+tanga''+taDga'"+..,.; 
und  wenn  man  hierin  alle  Winkel  gleich  werden  tösst: 

sin  WÄ  ^  n  sin  « ,  tangna  ^  n  tang  a. 

26* 
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Theilt  man  biedurch  den  Winket  na,  so  findet  man 

na     ^     a  na       <      a 

sinwa^^  sin«*    tangna  =^  tanga 

Sinkt  demnach  der  Winkel  auf  einen  vielten  (afi- 
Quoten)  Theii  seiner  selbst  herab,  so  muss  sein 
Quotient  durch  den  Sinus  abnehmen,  jener  durch  die 
Tangente  wachsen. 

Der  Quotient  eines  unendlich  abnehmenden  Winkels  durch 
SrÄte -«»»«rt  sich  al««  im  ^j£^-    der    ihnen   beiden 

gemeinschaftlichen  Grenze,  wenigstens  dann,  wenn  der  Winkel 
jedesmal  auf  einen  vielten  Theil  seiner  selbst,  insbesondere  also 
in  einer  geometrischen  Reihe  abnimmt. 

11.-  Ganz  allgemein  führt  man  aber  dfe  Untersuchung,  indem 
man  durch  obige  Vergleichungen  (in  6.)  die  Winkelsumme  a-\-a 
theilt,  H>odurch  man  zunächst 

«  +  «'      >        «  +  «'  a-fa         ^  a  +  a 

•    sin(«-|-a)  =  sin  «  + sin«      tang  {«+«')  —  tangft-f  tanga' 

erhält.  Die  zweiten  Quotienten  sind  aber  bekanntlich  eigenthüm- 
liche  (zusammengesetzte  arithmetische)  Mittel,  folglich  Ist 


JHK     >  Med  C-^,^,), 

m  (cf+or )  —  V  s>n  «     sin  a  y 

<^+«'      =  Med  {—-  ,  — — \ 
ig(a+a)  vtanga^   tanga'/ 


tang( 

Soll  aber  der  z"eUar«^e  ^^"^  Winkelsumme   a+a'  angehörige 

Qnotient  Fr^^Q^^^'*  sein  als  das.  Mittel  der  den  beiden  Theilen  a 
und  a' .enti^prechenden  Quotienten,  so  ^uss  er,  da  alle  die^e  Quo- 
tienten absolute  Grfissen  shid,  auch  gewiss  ^[^^^^^^  sei»  als 'einet 

/der  kleinere \  j^^  j^^j^^^  letzteren  Quotienten,  folglich  entweder 

^  ,}    grössere^ 

zwischen  sie  beide  hineinfallen  oder  auch  noch  ff".®^'    sein    als 

Kleiner 

der  andere. 

Jenes  Dazwischenfallen  Ist  jedoch  unmöglich.  Denn  da  die 
Summe  cc-i-a  grosser  als  Jeder  ihrer  Theile  a  i|nd  a  ist,  som€sste 
bei  abnehmenaem  Winkel  jeder  solche  Quotient  bald  abnehmen^ 
bald  wachsen.  Allein  die  Theile  dieser  Winkelsumme,  d.  h.  die 
Abnahmen  des  yeränderHchen  Winkels,  können  befiebig  klein,  iteit- 
hin  auch  so  klein  angenommen  werden ,  dass  derlei  abwechselndes 
Zu-  und  'Abnehmen  des  Quotienten  endlich  einmal  aufhört  und 
daher  nur  ununterbrochenes  Zu-  oder  Abnehmen  eintritt. 


m 

Mithin  mwss  der  ^^^^J}^^^    der  WiDkelsumme  «+«'  eotspre- 

cheode  Quotient  ^u*^^^^  ^®in   stl^  jeder  einzeloe  der  den  beiden 

Theilen  a  und  a'  entsprechenden  Quotienten;  nemüch  weil  a-^^a' 
>  {tc/a')  ist>  niU88  sein : 


!(«+«')  —  \sina     sino/ 
g  (a  +«')  —  \tang  a     tang  cc'J 


tang  ( 

12.    Der  Quotient  eines  bereits  hinreichend  kleinen  und  noch 
immer  weiter  abnehmenden  l^nkels   durch  *^*  *"t?!I|?'*  ♦  ^  ™wss 

-»—  AT.  -^  '«-«^  fc^  ^^- 

sch'aftliche  Grenze  beider  Quotienten,  nemlich  fär  Um  a^O  ist 

X 


äinor  —      —        tang«' 
und  für  hinreichend  kleine  Winkel  a  ist 


«   >r>    " 


sittce  tanga 

13.  Die  letzte  Vergleichung  lässt  sich  sogleich  benützen ,  um 
zwei  ausgezeichnete  einsch liessende  Grenzen  Für.  den  Grenzwinkel 
F  aufzustellen.  Setzt  man  nemlich  a^z^R,  so  ist  tanga=l; 
und  setzt  man  a  =  ^ £,  so  ist    sin  ce  =  4 ;  daher  findet  man 

Der  Grenzwinkel  F  ist  demtiach  ein  spitziger  zwischen  der 
Hälite  und  zwei  Drittheilen,  des  rechten  Winkels  oder  zwischen 
45  und  60  Grad  liegender  Winkel. 

Benenffung  des  Grenzwinkels. 

14.  Dieser  Winkel  muss  wegen  seiner  engsten  Verknüpfung 
mit  den>  Winkelfunctionen  nqtbwendig.  in  vielerlei  weiteren,  For- 
schungen der  Goniometrie  vorkoi^men,  und  weil  er  a|s  eine  fixe 
Grenze  mit  einer  bestimmten  —  sogleich  genügen^  scharf  zu  er- 
mittelnden —  Griisse  begabt  ist,  gleich  jedem  andern  bestimmten 
Winkel  feur  Messung  der  Winkel  geeignet  sein.  Desswegen  ver- 
dient er  gewiss  durch  eine  eigenthümliche  Benennung  ausge* 
zeftcbnettsu  werden*  Ich.  glaube  ^u  einer  solchen  lieber  ein  Nenn- 
wort als  ein  Eigenschaftswort  in  Antrag  bringen  zu  sollen;  theils 
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wegen  der  wunschenswerthen  Kurze»  theils  weil  man  auch  der 
eewohnlicfaen  Winkeleinheit,  dem  neunzigsten  Theile  des  rechten 
Winkels,  den  einsilbigen  Namen  Grad  (franz. degre)  beigelegt  hat. 
Darum  schlage  ich  vor,  ihm  den  kurzen  altdeutschen  Namen  „der 
Gehren^'  zu  geben  *)»  Denn  dieser  Winkel  ist,  wie  wir  90  eben 
nachgewiesen  haben,  ein  mittlerer  spitziger,  und  der  Gehren 
heisst  (landschaftlich)  ein  spitziges  Werkzeug ,  besonders  ein  Pfeil, 
Spiess,  Speer,  ferner  ein  spitz  zulaufendes  Stuck  Land,  ein  keil- 
förmiger Streifen  Zeug,  Keil  in  Hemden,  Zwickel  in  Strumpfen 
(franz.  le  chanteau,  engl,  goar);  daher  auch  das  Gehrmaass  oder 
-bolz,  bei  Holzarbeitern  ein  Ricfatseheit  mit  einem  nach  einem 
Winkel  von  45  Graden  ahgeschrfigten  Querbrettchen  zum  Vor- 
zeichnen einer  schrägen  Richtung ,  die  sie  eine  Gehre  oder  Geh- 
rung nennen  **). 


iV;  • 

Berechnung  des   Gehrens. 
15.   Sei  wieder  a  ein  genügend  kleiner  absoluter  Winkel.    Um 

die  Grossen  der  Winkel und   -; —  schätzen  zu  können,  ver- 

/  tane«(  sina 

gleichen  wir  sie  mit  einem  bereits  festbestimmten  Winkel ,  am  an- 

femessensten  mit  dem,  ganz  natGrlich  gleich  am  Anfange  der 
tehre  von  den  Winkeln  sich  aufdringenden»  gestreckten  Win- 
kel, den  man  jetzt  schon  gern  mit  Cr  zu  bezeichnen  pflegt.  Ihre 
Verhältnisse  zu  diesem  oder  ihreMaasse,  Maasszahlen,  Zahlwerthe, 
wenn  sie  durch  ihn  ausgemessen  werden,  mögen  durch  p  und  q 
bezeichnet  werden,  so  dass  man  hat 


tang  a  sin  a 

16.     Dann    geben    die    obigen  Vergleichungen  (in  12.)  durch 
G  getheilt 

r    ^ 

P  <  g  <  ^    und 
lim  p  ^jy^  lim  q. 

Das  Verhältniss  -^  ^^^   Gehrens  F  zum  gestreckten  Winkel 

G  liest  also  zwischen  zwei  zu  einerlei  Winkel  a  gehurigen  Zahlen 
p  und  q;  von  denen,  bei  unendlich  abnehmendem  Winkel  a,  die 
erstere  wachsend,  die  andere  abnehmend,  diesem  Verhältnisse 
ali^  ihrer  gemeinsamen  Grenze  ohne  £nde  zustrebt. 


*)    Wlc^  ich  bereits   in  einer  Note  zn  meinem  AoÜMitze  im  Archir. 
Theil  6.  Heft.  2.  Seite  120.   gethan  habe. 

**)    Vergleiche    die    Wörterbacher    von    Adelung,    Heia»i«i« 
Heyse,   u.  a. 
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17.    Setzen  wir  nun  den  Winkel  tt  auf  seine  Hälfte,  i«,  berab, 

1«     ..-.j     4« 


so  mögen  die  aus  ihr  faervorsehenden  Winkel  -» ■     . —  und     . 

^  ^  tangitt  sin  4a 

zum   gestreckten  Winkel   die  Verbältnisse  px  noa  9!i   haben,   so 
dass  nuiD  habe 

tangia  sioja  • 

V 

Sind  nun  (lir  einen  gewissen  Winkd  a  seine  Functionen  sin 
«Dd  teng  bekannt,  daher  auch  beide  Zahlen  p  und  q  bestimmbar, 
so  lassen  sich  aus  ihnen  auch  die  dem  halben  Winkel  ia  zukom- 
menden ähnlichen  Zahlen  px  und  q^  äusserst  leicht  berechnen. 
In  der  That,  obige  Gleichungen  geben  auf  der  Stelle, 

A            _L  sin  a         a         ,  a 

tanga=i: =  -7;»    sinft  =  -^; 

cos«        p(w  q(jr 

und  wenn  man  diese  Gleichung  durch  jene  tbeilt: 


cos  a  =z=  £ ; 
9 


daher  in  gleicher  Weise 


tangjas=™^,  sWi<^— ^^» 

cos  la  z^  2-^. 
9i 

Ferner  kunnen.  von  den  zwischen  den  goniometrischen  Func- 
tionen dets  ganzen  und  halben  Winkels  bestehenden  Beziehungs* 
gleichungen  hier  am  besten  folgende  zwei  benützt  werden; 

cosa  =  2coS9  0^  —  1,    sin  o;  =  2sin  |c;  cos|c(. 

Denn  die  Substitution  obiger  ausdrucke  für  die  Winkelfunctio- 
nen  verwandelt  diese  Gleichungen  in 

9^     Vi^        '    9^9r' 

Theilt  man  nun  die  erste  Gleichung  nach  Uebertra^ung  des 
Gliedes  — 1  durch  die  zweite  und  durch  2,  Ba  findet  man  so^eich 
für  pi  den  höchst  einfachea  Ausdruck  ^ 

Pl 2~ ' 

und  d«e  eweit^  Gleiehnog  gibt  dazu 

9i^  —  9Pi  ö^ßr  9i  ==  ^9Pi' 


4»» 

t 

Efi  iat  also  pi  das  «aiitbm^tteßho.  JUitl»!  (die  >  halbe  Suiniae) 

von  p  und  g;  « 

«Nid  ^1  das  geometrische  Mittel  (die  zweite  Wurzel  aus  dem 
Producte)  vop  g  und  p^.  - 

Weil  der  Winkel  cc  einen  rechten  nicht  übersteigt,  so  sind 
seine  Functionen  allesamnit  positiv ,   folglich  wegen  cos  a  =  ^  <^  1 

sicher  p  < 9.    Daher  ist  auch  p  <  Pi  <  9  und  Pi  ^  91  <  9»  also 
im  Zusammenhange  pKPi'^^i'^Q' 

18.  Will  man  nun  diese  Halbirung  des  Winkels  a  hinreichend 
oft  wiederholen,  und  aus  den,  fiir  einen  gewissen  Winkel  a^- 
kannten  Verhältnissen  p  und  q  zu  den  nach  und  nach'  sich  erge- 
benden Winkeln 

a        a        a 

2'     2^*    2^*  "" 

die  ähnlichen  Verhältnisse 

PiVi»  p^q%^  paqzf '"  • 

also  in  Gesammtheit  die  Zahlenreihe 

P^  q'y  Ply  9ll  P2S  92;  P^y  9d.',  •••• 

aufstellen,   so   wird  man  vom  dritten  Oliede  an  jedes  nach- 
kommende wie  folgt  berechnen. 

Zu  den  bekannten  zwei  ÄnfangsgRedern 'p,  9  rechnet  man  ihr 
arithmetisches  Mittel  pi  und  schreibt  es  als  drittes  Glied 
an.  Darauf  berechnet  mau  von  den  jetzigen  zwei  Schlussgliedero 
iy'Pi  das  ffeom'^trische  Mittel  öj,  und  feetzt  es  als  viertes 
Giiea  an^  Und  in  dieser  Weise  recnnet  man  fortwährend  von  den 
jedesmaligen  zwei  Schlus^giiedern  abwechselnd  das  arithmetische 
und  geometrische  Mittel  und  schreibt  dieses  als  unmittelbar  nach- 
folgendes Glied  an. 

Bei  einer  solchen  ^ßeihe  fällt  jedes  spätere  Gliexl 
zwischen  die  zwei  ihm  zunächst  vorangehenden,  also  auch  zwi- 
^ sehen  jedwede  zwei  unmittelbar  auf  einander  f<olgende 
^frühere  Glieder,  ,0es^wegen  müssen  die  Glieder  einet  derartigen 
Reihe  einer  gewissen  gemeinschaftlichen  Grenze  zustre- 
ben, der  sie  desto 'näher  liegen,  je  s}flltere  sie  sind,  und  welche 
zwischen  jeden  zwei  benachbarten  Gliedern  liegt.  Darum  sind  mxh 
die  gemeln^chaifUtchen'  Anf angstzittern  jeder  zwei  decimaf  ausge- 
drückten Nachfratglieder'  auch  dle'Anfangszfffern  der  decimaf  dar- 
gestellten Grenze,  hier  des  Verhältnisses  des  Gehrens  zcmi  ge- 
streckten Winkel. 

» 

,ldf  Die  Rechnung  .anlangend,  so  lässt  sich  noch 
bemerken,  dass  man  anstatt  des  geometriischen  Mittels 
zweier  nur  wenig  von  einander  unterschiedenen  Zahlen  ihr  arith- 
metisches Mittel  nehmen  könne ,  und  zwar  dann  schon  gewiss, 
wenn  diese  Zahlen,  10  Decim^ilen  ausgedrückt«  wenigstens  in  halb 


M9 

SO  vielen-  Anfafngfiziiern  libereinsthnmen ,  als  in  \vw  vielen  man 
das  geometrische  Mittel  berechnen  will.  Denn  sei  ö  der  Unter- 
scÜed .  as^eier  atoololer  ZßMma  a  und  ö ,  von  denen  a  >  A  ist« 
nemlich 

Nun  ist  Mikanntlirh 


daher 


(«.+*)'  >  „6-  und  ^  >  V^. 


t  • 


d.  h.  das  arithmetische  Mtttel  zweier  Zahlen  ist  jeden- 
falls grosser  als  ihr  geometrisches. 

Sei  d  der  Unterschied  und  m  das  arithmetische  Mittel  dieser 

zwei  Mittel,  also 

« 


^4-+  VäBr='  2»», 


2 


so  ist  /?+_y  _.  oÄ  =  24/»;  

folglich  nach  dem  Obigen     ^dm  =:  f  ^  j  .       Daraus  ergibt   sich 


und  sofort 


'0 


4  =  i/iV. 


Stimmeti  nun  die  Zahlen  a  und  b,  also  auch  ihr  Mittel  m  in 
ra  obersten  Ziffern  über^in,  äo  beginnt 'der  in  einen  Decimalbnicb 

verwandelte  Quotient  —  a«  der  »ten  Decimalstelle  mit  einer  von 

Null  verschiedenen  (geltenden)  Ziffer,  folglich  seine  zweite  Potenz 
an  der  2nten  Decimalstelle,   wenigstens  mit  1  und  höchstens  mt 

d9,  und  also  ihr  8te»  Theil  öder  der  Quotient  ^  spätestens  an  der 

(2n-l-l)ten  Decimalstelle  mit  einer  geltenden  Ziffer  oder  an  der  2nten 
Decimalstelle  höchstens  mit  12.     Mithin    beginnt  der  dem  Quo- 

tienten  —  gleiche  Decimalbruch  frühestens  an  der  (2n-~l)ten  De- 
m  °  , 

cimalstelle  und   da  höchstens  mit  1,  gewöhnlich  aber  erst  an  der 

2iiten  uad'  spätestens   an   der  (2n-^l)ten  Decimalstelle.    Folglich 
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stimmeD  da^  arithmetbche   und   geometrische  Mittel    -~—  und 


2 


V ab,  und  also  auch  ihr  eigenes  arithmetisches  Mittel  wenigstens 
in  2n — 1,  gewöhnlich  in  2ii,  und  höchstens  in  2n-{-l  oberst^n^oder 
Anfangsziffern  überein. 

Begehrt  man  demnach  das  geometrische  Mittel  derZahlen  a 
und  6  in  ^  obersten  Ziffern  genau»  so  rauss  sein,  ^n-f^l^O^^*!) 


==p;  also  ist  n  =r'\  ''^, — l^  n^mlieb  n  weiMgstens  die  kleinere, 

meistens  aber  die  grossere- Hälfte  von  f^,  wenn  p  angerad,  da- 
gegen die  genaue  Hälfte,  wenn  p  gerad  ist.  Z.  EL  für  /i  =7  ist 
n  =  4  oder  3 ;  für  p  =  8  ist  n  =  4. 

Man  kann  demnach  das  geometrische  Mittel  zweier  Zahlen 
durch  ihr  leichter  zu  berechnendes  arithmetisches  dann  schon  ganz 
gewiss  ersetzen,  wenn  die  zwei  Zahlen  entweder  in  der  genauen 
oder  ffrösseren.  Hälfte  der  Anzahl  ZUFern  übfreipstimmeD»  in  der 
man  das  Mittel  zu  berechnen  beabsichtigt. 

20.  Ist  man  sonach  in  der  aufzustelleoden  Zahlenreihe  (Art 
18.)  so   weit  vorgerückt,    dass   zwei  Glieder  in   der  ersten  oder 

frösseren  Hälfte  der  Ziffern,  in  der  man  die  Glieder  insgesammt 
erechnet,  übereinstimmen;  so  hat  man  fortan  von  den  jedesmali- 
gen zwei  Schlussgliedern  nur  immer  ihr  arithmetisches  Mittel  zu 
rechnen  und  als  nächst  kommendes  Glied,  anzusetzen.  Allein  die 
Grenze  einer  nach  diesem  Bildungsgesetze  der  einzelnen  Glieder 
aufzustellenden  Reihe  lässt  sich  ganz  einfach  durch  die  beiden 
gegebenen  Anfangsglieder  der  Reihe  ausdrücken. 

Denn  sind  a  und  b  diese  Anfangsglieder,  so  findet  man  für 
die  weiteren  Glieder  folgende  Ausdrücke:   . 


a 
2 

+  2' 

a 

2» 

^2  ^ 

b 

"  -1- 

55  + 

a 
2» 

+  f  + 

b 

2»» 

^+ 

a 

2i 

51  + 

b 

3» '■  2i  ^  2» '^^  5^  +  p  +  2i* 

^+^4-^4-*  4.iL   4.A+* 

2«  '^  5^  ^  2*  ^  2  ^  2»,  ^2*  ^  W 
u.  6*  w. 

Demnach  ist  von  diesen  das  2rte  Glied 

'^  2^^ 2*^ '2fi^ '  ' ^  1^ ^ 2  ^ ^^ ¥  " '^ ¥^^^ ^ 
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and  das  Cir4'l)te 


also«  wenn  man  diese  geometriscben  ReMen  in  um gelcehrter  Folge 
sanunitt, 

a "*  vg^  «4*  2o""  *»hi    ^1  -  >.     - 

jenes  Glied  = g .^ +  ^y 


^und  dieses  = g +  ^^p^^. 

Mithin  ist  die  gemeinsame  Grenze,  welcher  sämmt- 
liehe  Glieder  zustreben,  oder  der  die  Reihe  rustrebt, 

a+26        /    ,  a  —  b  "      ,       b — a 

nemlich  gleich  dem  zweiten  Gliede  mehr  od^r  weniger 
dem  Drittel  desUnterschiedes  beider  Anfangsglieaer, 
je  nachdem  das  erste  oder  zweite  Glied  das  grus^ere 
von  beiden  i«|t. 

21.  Sonach  braucht  man  die  Glieder  der  Zahlenreihe  (in  18.) 
dadurch,,  dass  man  abwechselnd  das  arithmetische  und  geometri- 
sche Mittel  nimmt,  nur  so  weit  zu  berechnen,  bis  einmal  die  bei- 
den iSchlussglieder  in  der  ersten  oder  grosseren  Hälfte  der  fiir 
alle  Glieder  festgesetzten  Ziffermeoge  übereinstimmen,  oder  viel- 
mehr, bis  ihr  geometrisches  Mittel  mit  ihrem  arithmetischen  über- 
einstimmt; da  man  dann  aus  diesen  zwei  Schlussgliedern  höchst 
leicbt  die  Grenzzahl,  nemlich  das  Verhältniss  des  Gehrens  zum 
gestreckten  Winkel,  berechnen  kann.  Bedient  man  sich  der  Lo- 
garithmen, so  kann  man  aus  den  Logarithmen  der  einander  schon 
sattsam  genäherten  Glieder  auf  gleiche  Weise  den  Logarithmen 
der  fraglichen  Grenze  berechnen ;  weil  der  Logarithme  des  geome- 
trischen Mittels  zweier  Zahlen  das  arithipetlsche  Mittel  der  Loga- 
rithmen dieser  Zahlen  ist. 

• 

22«  Zu  Winkeln /deren  goniometrische  Functionen  leieht  an- 
gebbar sind,  und  mit  denen  man  die  hier  beschriebene  Reehmmg 
anheben  kann,  eignen  sich  am  besten  diejenigen  vielten Theile  «I«b 
gestreckten  Winkels,  deren  Nenner  die  kleinsten  Primzahlen,  2 
und  3  sind,  d.  i.  die  Hälfte  und  das  Drittel  des  gestreckten  Win- 
kels.   Denn  für 

a  =  \G=.R  ist  costt=0,  sina=l,  tanga=0  9 
also  p  =  0,  9^=  J=:0*5; 

und  fiir 
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«=|Crs=§A  Ist  cofitf  =  I,  »in« 
daher  P  =  ^,    q 


JV3,  ta»g<f=:VS; 
2 


23*  Legt  man  nuo  09rsiens  die  Hälfte  deseestFeckten 
Winkels  zu  Grunde«  so  erhält  man  folgende  Tafel  ziisam- 
mengehuriger  Werthe : 


Anzahl 

der 

Winkerhatlii- 
magen. 


d.i.  der  Winkel 
a  ist  der  ....te 
Theil  des 
gestreckten 


I  ■■  f 


logp 


log  9 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


2 

4 

8 

16 

32 

64 

128 


0 
0-25 


0-3017767  0-326M07 


0-5 


0'353S534  9*3979400  9^5484550 


0-3142087  0-3203843  9*4972181 9*6066442 


0-3172865 
0-3180541 


0^824*80-3183417 


0-3188217 
0-3184376 


9-47968579^5140703 


9-5014516 
9-5025010 


9-6^^9700 


9-5035479 
9-5030244 


0-9027627  9-5<^28935 


Nun  fällt  bereits  das  geometrische  Mittel  0-3183417  der  beiden 
nächst  früheren  Glieder  mit  ihrem  arithmetischen  überein  *JU  daher 

lässt  sich  das  Verhältniss  j^  ^^^  ^^^^  Logaritbme  aus  4fvi  zwei 

Schlussgliedern  wie  folgt  berechnen. 


r    »     1 


ii; 


Vorletztes  Glied  0-3182458^  sein  Logaritbme  9-5027627 
lietztes  „     0-3183417      „  „  9-5028935 


,ti  ■  j»  ,» \i  i «^1 


,m»mt      ..»^J^  l.Jlt^. 


.it. 


9» 


Unterschied 959 

Dessen  Drittel 320 

Dieses  ab  vom  Letzten 


1908 
436 


Daher  die  Grenze  £  -Q-3183097  und  log  ~  =  9*6028499 

24*  Crebt  man  aber  zweitens  von  dem  Drittel  des  ge- 
streckten Winkel«  au«>  so  findet  man  folgende  Tafel  susam- 
mengehoriger  Werthe : 


*)    Hier  ist  ^  =  0*0001919,    m  =  0318 . . . ;   also    -=0*00060... 


und  —=0-0000000^.... 

m 
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Anzahl 

der 

Winkelha1bi< 
rungen. 


Gia 

d.  h.  derWinkel 

a  int  der  . . .  .te 

Theil  des 

gestreckten 


P 


wfmrn 


*F^ 


logp 


mmm 


logq 


0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 


3 
6 
12 
24 
48 
96 
192^ 


01924501 

0-2886751 

0-3110042 

0-31648970 

0-3178552 

0-31819620 


0-3849002 
0-3333333 
0-3219752 

3192207 
0-3186372 


3189666 
0-3182814|O-3183240|9-5028112t9 


9-2843181 

9-4604094 

9-4927663 

9-5003596 

9-502229319 

9-50269^99 


9-5853481 

9-5-228787 

9-5078225 

9-5040910 

•50316Q2 

6039-275 

•5028693 


Nun  kommt  schon  das  geometrische  Mittel  0'3]  83240  ^r  bei- 
den Vorläufer  mit  ibt^m  arithmetischen  überein  *).    Dahec.  findi^t 

msM  das  Verhältniss  -^  und    seinen  Logarit&men   aus   deh   zwei 
letzten  Gliedern  auf  folgende  Weise. 

Letztes       Glied  0-3]i83240,  sein  Logavithme  9^5028683 
Vorletztes      „     0*3182814      „  .„  9-5028112 


iW 


Cnterschied 426  , 

Dessen  Drittel 142  . 

Dieses  ab  Ton  dem  Letzten 


581 

194 


bleibt  die  Grenze  :^  =  0-3183098  und  log  ^  =  9  5028499. 

Cr  Cr 

25.    Es    ist    demnach    mit   einer    geringen   Unsicherheit  der 
letzten  Decimalziffer 

das  Verhältniss         ^  =  03183098 

€r 

und  sein  Logaritbme  log  v^  =-  9*5028499. 

4 

Fuhrt  man  die  Rechnung  in  mehr  Decimalen  aus ,  so  findet  man 

»  .       .  •- 

J  =  0S1830  «8861 '83790    .. 

Cr 


log ^  =  950285  01273  05866. 


il    >  iH 


!^< 


«)    Hier    hat    man    ^  =  0-0000852,    ^  ==2  0*318  y  41U1V  i^^!^  0«OQiQrr 

wt  — 

und  ^  ^  0*0000000091. 
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'Osltvr  ist  drr  Oi^lir«« 


r  =  0.318309886  G  in  gestreckten  Winkeln  «isgedrfickt 
=  0.636619772  R  „  rechten 
=  57.295T790        „  Graden 
=  57oi7'44-806"    „  Graden ,,  ftiin.  u.  See. 
=  206264*806''       ,,  Seciwden 


V. 

\ 

Der  Gehren  als  Winkeleinheit. 
Lttdolphische  Zahl 

26.  Da  der  Gehren  ein  bestimmter  Winkel  ist»  so  ist  er  eben 
so  wie  jeder  andere  bestimmte  Winkel,  wie  der  gestreckte  und 
der  rechte  Winkel  und  der  Grad,  sur  Messung  aller  übrigen 
Winkel  geeignet«  und  sogar  in  den  hdheren  goniometrischen  Rech- 
düngen  aie  gewöhnliche  Messeinheit  der  Winkel. 

Nimmt  ihan  den  Gehren  JT  zur. Winkeleinheit«  so  wird  der 
Zahlwerth  des  gestrecktea  Winkels ,  also  das  Verhältniss  -^  des 

Cr 

gestreckten  Winkels  G  zum  Gehren  F,  das  ist  das  umgekehrte  des 
frfiheren  Verhältnisses  -^,  des  Gehrens  F  zum  gestreckten  Win- 

kel  6r,  von  ihrem  ersten  ausführlichen  Berechner  Ludolph  Top 
Köln    die    Ludolphisehe    Zahl  genannt,    und  stets  mit  dem 

Buchstiüben  n  bezeichnet,  also  -pS«  gesetzt 

Auf  diese  Weise  ist  nach  unserem  obigen  Rechnungsergebnisse 

£  =  1  =  0318309886183790 
G      X 

log^  =  log  -  =  9-502850127305866, 

und  hieraus  folgt  durch  Umkehrung  der  Betrag  der  Ludolphischen 
Zahl  und  ihres  Logarithmen : 

_  \ 

^  =  »  =  314159  26535  89793 
log^  ;=  log»:  =  0-49714  9i8726  94133. 

Durch  den  Gehren  I*  ausgedrückt  oder  ausgemessen  ist  demnach 
,       •  der  gestreckte  Winkel    G=  tcF, 

der  rechte  Winkel  Ä  =  ^  IV . 
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dtor  toUe  Winkel    2 C  ^  4 « sa  2 »F, 
undderOrad     .    ß^  =  ^=^r. 

27«  Bisher  nahroeo  wir  die  Winkel  selbst«  ungemessen,  in 
Betrachtung  und  bezekhneten  sie  durch  Buchstaben.  Denken  wir 
sie  uns  nun  durch  den  Gehren  ausgemessen  und  lassen  wir  die 
früher  gebrauchten  Buchstaben  a,  6r,  R,  JT  gegenwärtig  die  Zahl- 
werthe  der  Winkel  vorstellen.    Dann  ijkI 

der  Gehren  T  =  1 , 

der  gestreckte  Winkel    G^^^^n, 

.  der  rechte  Winkel  R  =  -., 

•  2 

der  volle  Winkel  4Ä  =  2G  =  2», 


der  Grad 


180* 


^.  Tbellen  wir  durch  die  obigen  Vergleich ungen  (in  12.) 
insgexnein  den  Winkel  a,  so  finden  wir  für  jeden  hinreichend 
kleinen  Winkel  tc 


cc 


sin  ^  ^  -f^K,  tang  a, 

Und  füi*  einen  unendlich  tUmehip^nden  Winkel  u 

lim  sin«  ^  -^^lim  tanga. 

Man  ersieht  auf  den  ersten  Blick,  dass  diese  Vergleichungen 
am  ein&ciklteii  ausfallen,  wenn  man  den  Gehren  zur  Winkelein- 
beil; macht,  und  diese  Buchstaben  V  und  «r  wieder  Werthcahleti 
vorstelleQ,  also  r=l  sein  lässt.    Denn  so  erhält  man 


sin  a  <  a  <  tang  a. 


uml  fiir  lim  er  ^0 


lim  sin  a  ^  a  ^  lim  tang  a. 


Nimmt  man  demnach  den  Gehren  eur  WinkeieiaLeit ,  uo  ist 
der  Zahlwertfa  jedes  spitzen  Winkels  grosser  als  sein  Sinus  und 
kleiner  «U  seine  Tangente; 

und  bei  unendlichem  Abnehmen  des  Winkels  nähern  sich  sein 
Sinns  wachsend,  seine  Tangente  aber  abnelmiend  dem  2a]ilwertlM 
des  Winkels; 

oder  bei  den  kleinsten  Winkeln  sind  die  Sinus  und  Tangenten 
den  Zahlwertfaen  der  Winkel  gleich. 

Die  letzten  Grenz^leichungen  sind  bekanntlich  di«  Grundlage 
der  goniometrischen  Differentiations  -  Gesetze»  also  auch  der  Ent» 
wickelung  der  goniometrischen  Functionen  in  Reihen. 
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29«    Andei^  znweilen   brauchbariB  Crrenzgieichungen   ergeben 

sich,    Trenn  man  in  den  fruhefien  (in  15.)  für  p  und  q  ihre  Aus- 

J'  1 

drOcke  und  ffir  ^  auch  noch  —  einführt    8o  erhält  man 

Sin«  ~"  «  —        tanga 
und  wenn  man  alles  umkehrt  , 


oder 


lim  (G:  -?^)  ^  «  ^  lim  (G :  --?—). 
»inof  "^  tanga 


VI. 

Anwendung    des  Gehrens  in  der  Kreisrechnang. 

30.  Aus  dieser  ganzen  Darstellung  ersieht  man  nun,  dass 
und  wie  die  gesammte  niedere  und  höhere  Goniometrie  ohne  jene 
unwissenschaftliche  Einmenguns  des  Kreisbogens  abgehandelt 
werden  kann«  Zum  Schlüsse  soll  hier  'nur  noch  gewiesen  werden, 
wie  die  so  eben  gegebene^  Lehre  vom  Gebren  sowohl  in  der  Recti- 
fication  der  Kreisbogen  und  Kreislinien  als  auch  in  der  Quadratur 
der  Kreisausschnitte  und  Kreise  sich  anwenden  iässt.  f 

31.  RectificatioD  der  Kreisbogen  und  Quadratur 
der  Kreisausschnitte« 

Sei  a  die  LRnge  eifies  mit  dem  Halbmesser  t  beschriebenen 
Kreisbogens,  a  der  ihm  angehürige  Winkel  am  Mittelpunkte  und 
<S  der  Flächeninhalt   des  ihm  -entsptechenden   Kreisausschnittes. 

Man  betrachte  vom  Winkel  a  einen  beliebigen  Theil,  halbire 
ihn,  bezeichne  eine  solche  Hälfte  mit  o  und  führe  die  Sehne  des 
dem  vollen  Theile  2a)  angehürigen  Kreisbogens,  die  dann  auf  der 
Halbirungslinie  dieses  Winkeltneils  senkrecht  steht  und  durch  sie 
haibirt  wird.  Dann  kann  diese  Halbirungslinie  an  einer  jeden 
solchen  Winkelhälfte  co  als  Anfangsschenkel  und  Haujptprojections- 
axe  angesehen  werden.  Mfthinist  des  als  Ehdsehenkel  von  & 
vorfindigen  Halbmessers  r  Hauptprojection  der  Abstand  der  Sehne 
vom  Mittelpunkte  also  rcos  »,  und  seine  Nebenprojection  die  halbe 
S^luie  id^kbeft  ssrsiniia^  folgiKc^  der  FlächeDinhalt  des  HQU  diesen 
drei  Strecken;  gebildeten  rechtwinkligen  Dreieckes 

=  J  .  r  cos  CD  .  1*  sin  CO  =  J  r^  sin  cd  cos«»  =.  -J  r^  ^m  2o9.  .  _ 


\ 


Mithin  ist  die  ganze  Sehne  =-  2r  sin  co  und  der  Flächeninhalt 
des  von  ihr  und  von  den ,  ihren  6ren:&punkten  angeh5rigen  Halb- 
messern begrenzten  gleichschenkligen  Dreieckes  =:|r^sin2a}. 
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Theilt  man  nun  den  ganzen  Winkel  in  belieb^  T&eile,  deren 
Hälften  der  Reihe  nach  co,  cd',  g/\  lo"'.*.  sind,  und  zieht  die  den 
ganzen  Theilen  2(0,  "Ita',  2co'^  2o'". •.  zukommenden  Sehnen,  so 
ist  die  aus  ihnen  zusammengesetzte,  und  dem  Kreisbo^j^  a  ein« 
geschriebene  gebrochene  Linie 

*        • 

% 

=  2r(8inii»4'6inAi'4-sina/'-^8in'c»''^*f  ./.)^ 

und  der  FiScheninhalt  des  von  ihr  und  von  den,  dein  Winkel  a 
als  iSchenkel  dienenden  Halbmessern  begrenzten,  deili  Kreisans- 
schnitte j$  eingeschriebenen  Vieleckes 

=  \  r«  (sin  2co  +  i^in  2g)' + sin  2q" +sin  2«'^  +  ...)• 

Lässt  man  nun  sammtliche  Winkeltheile  o>,  cd',  cd^.  • .  unend* 
lieh  abnehmen,  so  ist  der  Kreisbogen  die  Grenze  der  ihm  einge- 
schriebenen gebrochenen  Linie,  tmd  der  Kreisausscbpitt  die  GrentEe 
des  ihin  eingeschriebenen  Vieleckes,  nemlic^  für 

lim  (uo,  cd',  ö)"...)  =  0 

» 

ist 

a  ==  lim  if(»iDii» .+ sin  (a'+»in^'' +*••)*  ^ 

S  =  lim  i  r*  (sin  2« + sin  2«'  +  sin  2a)" + . .. .). 

2ur  KedoctIoB  dieser  Ausdrücke  muttipiieiren  nir  dle^^tbeil, 
weil  •  \ 

» 

ist,  mit  o,  und  theilen  sie  durch  2ai-f2ttt'-^2«)"....     Da  erhaitei» 

wir  ^  ., ..  >...,. 

sin  Q)  +  wö  o  +  sm  co^'  + . , . . 

^       ,  *  '   ,•  2«>+2«'  +  2g>"  +  .... 

S  i=lr«a:lim-r-5 — ,    .    o    '  ■    -   o  '/#  i » 

^in2G)+sin2iö  4-si|i2ßi'  +  .,.. 

oder,  weil  die  vorkommenden  Quotienten  eigenthümliche  Mihel  sind : 

o=    ra;Med(lim-r — ,  lim -r—,  *  Um -r- *-/,,' •••)» 
.  smcö  siDco  i^inco  .        ^ 

S  =  jr««;Med  (lim^jjj^^,  hm^j-^,  lun^j^gjj^  ....)-. 

Alle  diese  Quotienten  haben  abe»  «ach  d«ii  oben  EtvriescnM 
eine  gemeins^^haftKelie  Grenze ,  nemlicfc  den  Gehren  F\  dafaef^  ist 
diesem  auch  ihr  Mittd  gleich,  und  sofort  erhält  man  die  Länge 
des  Kreisbogens 

m 

.         r 

.   .     ••  .     ^  .•   ,.    ■. 
Thcil  VIII.  2^ 
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Ma.D  berechnet  demnach  die  Länge  eines  Kreisbo- 
gens, Wenn  ma«  mit  dem  Zahlwerthe  s^nes  durch  den  Gehren 
gemessenen  Winkels  am  Mittelpunkte  den  Halbmesser  multipiieirt 

Sit  Noch  ist  hier  folgende  Wahinehmung  von  Wiehti^eit 
Für  a  =  r  wird  a  =  r. 

Mithin  ist  der  vpn  uns  .^Gehren''  genj^nnte  Grenz- 
winkel auch  derjenige  Winkel,  dessen  bestimmender 
Kreisbogen  so  lang  wie  sein  Halbmesser  ist*). 

33.  Reetificatlon  der  Kreislinie  und  Quadratur 
des  Kreises. 

Lassen  wir  in  den  letzten  Ausdrucken  von  a  und  S  den  Win- 
kel a  am  Mittelpunkte  in  einen  vollen  ==  2  teP  übergehen ,  und 
bezeichnen  wir  die  Länge  der  Kreislinie  mit  C  und  den  Flächen- 
inhalt des  Kreises  mit  K;  so  wird 

Lassen  wir  noch  d  den  Durchmesser  des  Kreises  bedeuten, 
dann  ist  r-r^^,  daher 

C=jrrf,    K='^d^. 

4 

"  C 

34.  Die  erstere  Gleichung  gibt  auch  ^  :=z  n* 

Mithin  ist  die  Ludolphlsche  Zahl  sb  auch  das  Ver-. 
hältniss  jeder  Kreislinie  zu  ihrem  Durchmesser^  oder 
das  sogenannte  Krelsverhältaiss;    in  welcher  Bedeutung  sie 
eigentlich  gewöhnlich  in  der  Geometrie  vorkommt. 


*)    Vergl.  nochmals  dVe  bereits  oben  citirte  Note  zu  meinem  Auf- 
sätze im  Archiv.  Tbl.  VI.  Heft  2.  S.  12a 


,  ••» 
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r      • 


HTote  snr  la  conTergpence  des  series. 

Par 

Monsieur  C.  J.  Malmsten, 

Profetsear  des  Matb.  k  VVnirernU  d*Upial. 


§•  1. 

Pour  d^cider  la  coDvergence  d*UDe  s^rie 

m.fa).r(^.^'j(n) w 

Mr.  Cauchy   a  propos^  le  tk^or^me   ai4vant  (Exerc.   de  Math. 
Tom.  IL  pag.  230.) : 

9,Lta,  Serie  (1),  dont  tous.les  termes  aont  posittfs,  est  conver- 
ffgente,  lorsque  des  valeurs  infinies  de  n  räduisent  toujours  ä 
,9z4to  Don  seulement  ie  produit 

nf(n) (2) 

,,inais  encore  le  produit 

^i+*./Tn) •    (3) 

,,8  d^signant  un  nombre  d^termio^,  m^is  4|ui  peut  ^tff  .auMil 
^^petit  ojue  Ton  voudra.  La  m^me  serie  est  diversente^  quand 
le  proauit  (2)  diff^re  sensiblemeDt  dezero,  et  devieot  sup^rieur 
,ä  une  certaine  ouaotit^  A,  toutes  les  fots  qu'oD  attrioue  au 
nombre  n  des  valeurs  consid^rables  et  sup^rieures  k  une  limite 


93 
99 
99 

.donn^e.^' 


*v 


Nous  dooneroDS  dans  la  note  pn^ente  une  eztension  trös  im- 
portante.de  ce  th^ordnie.  ' 


§.  2.  .     .        > 

Pour  cela  nouis  dänioDtreron«  en  ppeinier  lieu  les  trois  iMo- 
T^iaes  suivaots. 

.      27* 
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ThSoremeh    En  dösignaDt  comme  ä  rordinaire  par 
Ix  le  logarithme  N^pärien  de  x,  et  en  posant 

/*a:  = //!a:, /"a:  = //*a:,  . . . .  Wa:  = /Aj>— *)  j: . . . 
on  aura  toujoars 

pourvuque   n  soit   suffisammeDt  grand  pour  que  t^Ui 
soit  une  quantite  positive. 

Demonstratio 71.  Pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  on  a 

l(JL+x)<x (5) 

ou 


c'est  a  dire 


n        ft 


/(n+1)  — Zn  <  1 (6) 

n 


Cette  formule  donne  iramädiatement 


<(«+!)< /«(l  +  —^^). 


d'oü ,  en  prenant  les  logarithmes. 


et  ä  l'aide  de  (5) 


/»(«+!)-/««< -?g-.     .....    (7) 


De  cette  formule  on  aura 

.P(«+i)</««ji+;^j 

et,  en  prenant  les  logarithmes , 


/.(«+!)-/.«  </(l+;^-^). 


d*oü  encore,  li  Taide  de  (5)» 


/.(.+!) -/..<_». », 
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La  fonnuie  (4)  ^tani  ainsi  d4montt4e  pourp=!l  et  p=2y  il 
sufBt  actuellement  de  faire  voir  qu'elle  a  eDcore  Heu  pour  p-^-l, 
si  eile  est  vraie  pour  p.  Supposons  d^nc  qu'elle  est  vraie  pour 
p:  OD  aura 

^  '^  f    ^ nJn.Pn...PP)nJ^^^)n 

et,  en  prenant  les  logaritbmes , 

d*oü  enfio  a  Taide  de  (2) 

cest  a  dire  le  m^me  r^sultat  qne  celqi  de  (4)»  en  y  mettaut  p-^-l 
au  lieu  de  p.  C.  Q.  F.  D. 

Theoreme  IL    Les  mömes  cboses  ^tant  snppos^es 
que  daos  le  th^or^me  L,  on  a  toujours 

/(P+x,„-/(P+.(^l)>-^-y_ (9) 

Demonstration.    Etant  a;  .positif  et  iof^rieur  ä  l  od  a 
-  /(l-:t)  =  o:  + 1*  +1'  +  j  +  etc., 

d'oü  Tod  voit  que  7-/(1 — x)  est  une  quantit^  ppsitive  et  superieure 
k  x^  c'est  a  dire  que 

—  /(l— ar)  >  ar.     .     .     :         .  (10) 

A  I'aide  de  cette  formuie,  ötant 

/n-/(«— 1)=— i(l  — -),      • 

w 

on  aura 

n 
ou  ce  qui  est  la  m^me  chose 

d'oü ,  en  prenant  les  logarithmes , 
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« 

et  de  plus,  en  vertu  de  (10) , 

Ainsi   lä  formule  (9)  ^tant  demootrtfe  pour   p^ly    il  9ufBt 

actueileiueDt  de  "" "     -  '^^  -^  — ' -" *--•''*- 

eocore  paur  p 
OD  aura 


faire  voir,    qu'ötant  vraie  pour  p,  eile  subsiste 
-|-1.    SupposoD^  doDC  quelle  $oit  vraie  pour  p; 


d'oü,  en  preoaQt  le»  legarithmes,  on  aura  « 


et  ^ofin  ä  Taide  de  (10) 


cest  ä  dire  ie  m^me  r^sultat  que  celui  de  (10*),   en  y  mettant 
p-f  1  &u  lieu  de  p.  C.  Q.  F.  O. 

Thiorhrne  III.  Les  m^mes  choses  ^tant  supposees 
que  dans  les  th^orömes  pr^cödents,  od  a  toujpurs 

» 

toutes  les  fois  que  a>l. 

Dimonstrution*    Ed  vertu  de  la  formule  coDDue 

OD  voit  faeilemeot  que  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x  od  a 

e*>l  +a?.    .......   (12) 

Mais  la  formule  (9)  doone 


d'oü  il  suit 
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e'eat  A  cKfe 

Cette  formale  elevee  ä  1 — a  donnera,  toutefois  que  a>l» 

[/(P)  «]^"^.  e»i«-'^>»  <  £/(P)  (n— 1)]*"^, 
d'pü  ,,a  fortiori"  (ä  cau^e  de  (12))  il  provient 

c'est  ä  dire 

1  .  r/(P)(n-l)]*^— [/*)«]*-• 

lt./»..,  ft»-*)n.  (?P>»)«  ^  a-rl 

(«  >  l)i  C.  Q.  F.  D. 


'  • » 


§.  3. 

A  Taide  des  formules  (4)  et  (11)  nous  pouvons  dömontrer  tres 
facUement«  qu'en  posant 


«P= 


»*A^«*— *»^^i^iO^»M^— ^JJt^A^— ^^^a—^^-i      ■    I  »«^^A»-^ 


(m+Ä)./(m+A:),/»(/ii+i5:)^.A»-»)fm+iS:),(/(P)(m+A:))« 


(m  ^tant  suffisarameot  grand  pour  que  /^)msoit  posi- 
tif),  la  si^rie 

•      '  («)      <«)      («)      (»)  ■ 

Mb»      **!»      *'2>      M3,....      •      .      .      .      •      (13) 

est  divergente  pornt  ft^l^.et  convergente  poar  «>1. 

^)  La  sörie{13)  est  divergente  poar  «^1«  D^signoDs 

par  S^  la  softime  de  k  premiers  termes  de  la  sörie  (lä),  c'est 
k  dire 

-   •  '  j       ♦ 

et  faisoDS  dans  (4)  n  saccessive  ägal  h, 

m,  wt+1,  m-fS,  ....m  +  Ä  — 1; 
BD  ajoatant  les  resaltat^  noas  aarons  '   ' 


f 


* 


ce  qüi  lait  voir  qae  pour  des  valemrs  toojoars  croiflsaotes.de  k  ta 

somme  Sf^  croit  elle-möme  au  delä  dd  toute  limite,  d'oü  il  snit 
DöcessairemeDt  que  ia  sMe  (}S\  est  divergente  pour  ck=1;  eile 
Test  donc  eacore  plus  pour  a<l. 

B)  La  sörie  (13^  est  convergente  pour  a>l.    Faisons 
daus  (11)  n  successive  ägal  ä 

m^k,  fit-f£-f I9  «1+4+2,  ....wi+Ä:+r— 1; 

en  ajoutant  les  rösultats  nous  obtiendrons 

oW         o(«)    ^  [ft>)(m+A--l)?-«— [f(PKm+A:+r^l)]^-^ 
^k^—  ^k     < «J-l  ' 

d*oü  eo  passant  k  Ia  limite  pour  k  (a  etant  >  1) »  od  aura 

<  *  -  " 

pour  une  valeur  quelconque  de  r.  Cette  formule  ayant  lien,  Ia 
Serie  (13)  ue  pourra  qu'ötre  couvergente  pour  a>l. 


§.4. 

Eo'  vertu  de  ce  que  nous  venons  de  prouver,  nous  poqvons 
d^montrer  les  propositions  suivantes. 

Theoreme  IV.    Soit  proposöe  Ia  sörie  infinie 

.  ■  i   .        ,    . 

s'il  eziste  un  nombre  entiier  p  iel  que  non  seulement 
Ia  limite  du  produit 

mais  encore  celle  du  produit 

fi./w.Pn...^/(i»-i)«.(/(p)n)^Hui    .    •    .    (16) 

s^^vanouit  pour  n  =  x>,  d  designant  une  quantite  posi- 
tive aussi  petite  que  Ton  voudra,  mais  determinöe» 
Ia  sörie(l4)  sera  convergente;  si  au  contraire  Ia  limite 
du  produit  (15)'  differe  sensiblement  de  z^ro,  Ia  möme 
'sprie  sera  divergentei,(s.upposä  que  to'us  seis  termes 
soient  du  m^me  signe).  .  .^ 

D em onstration,  Ä)  Supposons  qüe  Texpression  (16)  s'^va- 
nouisse  toujours  pour  n=:ao>  et  designons  par  on  Ia  somme  des^  n 
Premiers  termes  de  Ia  s^rie  (14).  Soit  N  le  plus  grand  des  produits 

9>(»)  «Wn,  9>(«+l).««+i»  g>(n+'2).u^^2y  ....q)(n+fn'i-l).uii-|.m-i. 
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« 

Ott  MUS  avoi»  po8^  pour  abr^i^  Itm  «xpressiottB  '  ' 

(p(n)  =  «./ii.^ii..../(P-i)«.(ft')n)^+^; 

N  deviendra  nul  pour  n  =  x .    D'ailleurs  *  on  voit   aisetiient  que 
la  diffäreoce 

sera  iDfärieure  au  produit 

•  \g){n)  "^  g)(«+l)  "^  y(w+2)T---'^g,(n+fii— 1)  f ' 


3U1  s'evaoouit  pour  71  =  00,   quelque  grand  que  soit  m   (en  vertu 
e  ce  que  nous  avons  dämontr^  dans  le  paragraphe  pri^^deot).   La 
Serie  (14)  sera  donc  elle-meme  couvergente. 


B)  SupposoDs  en  second  lieu  que  pour  n  =  oo  TexpressioD  (15) 

diff^re  sensiblement  de  z^ro  et  qu  eile  devienne  coostamment  sup^- 

rieur   a  uue  quantit^  posifive  A.    Alors,    tous  ie  termes  de  la, 

8^rie(14)  etant  suppos^s  ^n  m^me  signe>  la  dtffi^rence  iSn+m— <Sa 

'  surpassera  le  proauit 

"^'I^K^  +  ^iTM^) +5Foi^ 

oü  nou8  avQus  pose«  pour  abrdger,  le«  ei^presidoos 

ff>(n)  z=  Ufln.  Pn^ . .  •  /^— ^)  n  ./(P)«.     .     .    •    (18) 

Donc  ootnnie  le  produit'  (17)  eroltva  ipdefinimeDt  avec  m,  atteudu 

Sie  la  särie'  (13)  pour  o=l  est  divereeDte,  il  est  clair  que  la  särle 
^  4)  dans  ce  cas  sera .  pareillement  divergente. 

C.  Q.  F.  D. 

Theoreme  V.    Etant  propos^eune  serie  Infi  nie 

u^>   »i>    «2»  ....ttn,     ....««    (19) 

soit  pour  itc^QO 

/. L___, 

lim    \     ttn*^»/w».»./(P-~^)n>  =  a.     .     ;    .      (20) 

oü  p  est  un  enti^r;  la  serie  (19)  sera  convergente,  s  il 
existe  un  tel  ^p  que  a  — 1  est  une  quantite  positive, 
^ui  differe  seDsiDlement  «de  zöro;  .  au  coutraire  la 
miinl«  Serie  sera  divergente  (suppose  qae  tous  s«s 
teJineis  soient  du  möme  signe).s'il  existe  untelp»  aue 
a  —  1  devient  une  quantit^  negative  sensiblement  aif- 
ferente  de  z^ro. 


et  diKreDt  de  z^ro;  doDc  ia  fonniile  (20)  denne  pour  des  valears 
infiDimeot  graodes  de  n 

/ _    ^     _      ^      =  (l+f)»^«fi, 

cest  a  dire 

oo  ce  qui  est  Ia  mtoe  chose 

i»i,*n*&l..-./'(P~^)«.  (**)«)*+•=  1. 

Mais  €  ^tant  positif  et  sensibtemeiit  diir<§rent  de  t4fo ,  ob  pent 
poser 

«  =  «+«*, 

oü  A  et  ^  sonttous  les  denx  positifs  et  sensiblement  diff^reDtsde. 
zt$ro.    Od  aara  donc  eofio 

c  est  ä  dire  ia  Ihnite  du  produit  (16)  s'^vaoouit  pour  n  ==  od  ;  d'o^ 
il  snit  (Tht$or.  IV.)  que  Ia  s^rie  (19)  est  convergente  dans  ie  cas 
oik  a — 1  est  positif  et  diff^rent  de  ziiro. 


JB)  Supposoas  en  second  lien  que  a-^l:=— a»  r^taat  , 
et  seDsiblemeni  dilMreDt  de  zero.    La  femuie  (30)  donoetponr 

c*est  ä  -dire 

=  (/(p)n)W, 


ou  enfiD 

Ainsi  Ia  iimite  du  produit  (15)  ^tant  diff^reute  de  aero,  il  suit 
du  tb^or^me  IV«,  que  Ia  s^ie  (19)  est  divergente  (süppos^  que 
totts  les  termes  soieut  du  m^nie  stgne),  si  nc-^l  est  oi^gatif  et  aeo- 
slUemeat  diffdrent  de  z^ro.  C*  Q.  F.  IX 
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§.  5. 

Le  th^or^me,  que  nous  venoos  de  d^montrer»  ne  fait  en  effet 
que  relever  ies  r^i^W  pour  dLscerner  la  conv^rgence  des  säries 
infiDies«  qui  se  troayent  expos^es  en  detail  dans  nn  Memoire  ex- 
cellent  de  M.  Bertrand  (dans  le  Journ.  de  Math,  par  M.  Lioii- 
viiie.  Tom.  7.  pag.  35.).  Ces  r^gles  con'stituent^  comroe  on  sait, 
un  criterium  tres  gänärai  pour  le  cas  exceptionel 

lim.*'^  =  l, 

ä  laide  duquel  on  pourra  ie  plu«  80uvent.4^cidefy  VU  f  4tCQQh 
vergence  ou  divergence.  Mais  ötant  iond^e^  esseptieUement  sur 
les  formales  (4)  et  (11),  dont  la  d^duction  a  exig^  jusqu'ä  pr^seift 
le  secours  du  calcul  integral  ^  eWea  n'ont  pu  4tre  proposöes  con- 
jointemeot  avec  les  autres  propositions  ^l^meotaires  sur  les  suites 
infinies.  , 

Ce  qu'il  y  a  de  plus  important  dans  la  note  präsente  c'est 

3ue  U0U9  avons  demonträ  les  ditej»  formale«  (4)  et  (w  sana  secours 
u  calcul  integral  et  par  cela  donne  aux  regles  de  M.  Bertrand 
leur  place  meritäe  daii9  la  theo^rie  ölementtaire  Ae^  suitie«. 


lieber  die  IiSIiereii  Diifereiizialqno- 
tlenten  IbelieMf^r   Fanktioneii  des 

liOf^arillimiis. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schi ö milch 

an  der  UiiiTer»itat  ku  Jena.    '.' 


Kennt  man  die  successiven  Differenzialquotienten  f'(z),  f"(z), 
f^{t)i  etc.  einer  beliebigen  Funktion  f(z)^  so  kann  man  hieraus  aeu 
tJiOberen  Drllerenzialqüotienten 

auf  folgende  sehr  einfache  Weise  aUetten. 


f2S 

Für  Ix  =  2,  also  82  =  —  ,  ist 

X 

dntx)_dnz)_dß^  dz  _^..vi 

~8~-"8^"   82    '85  ""'^^'^5 
oder 

Differenzürt  man  wieder  diese  Gleichung  nach  der  Regel  für 
die  Differenziation   der   Produkte  und  bemerkt»  dass  analog  dem 

Vorigen  -I^ — l:^^f''(lx)  ist,  so  erhält  man  leicht 

ex  JL 

Erneuerte  Differenziationen  fiihren  weiter  zu  den  Gleichungen: 

?^  =  - 1  |6/-(ir)-lir(£r)  +6r(te)-r''(te)|, 

u.  s.  w. 

* 

Man  schliesst  hieraus,  dass  der  nte  Differenzialqaotient  von 
f(tc)  unter  folgender  Form  stehen  werde: 

worin  Ai,  A^,  ,,,Am  gewisse  numerische  CoeflQzienten  bedeaten. 
Es  ist  in  der  That  sehr  leicht,  sich  mittelst  des  Schlusses  von 
n  auf  n  4- 1  von  der  formellen  Richtigkeit  der  induktorisch  abge- 
leiteten Gleichung  (1)  zu  überzeugen. 

Um  nun  die  Werthe  der  genannten  Coeffizienten  zu  bestimmen, 
braucht  man  blos  zu  bemerken,  dass  dieselben  nur  durch  ihre 
Stellung  bedingt  sind ,  keineswegs  aber  von  der  Natur  der  Funktion 
f(z)  ooer  filx)  abhängen,  dass  folglich  diese  n  unbekannten 
Grössen  ganz  im  Allgemeinen  bestimmt  sind,  wenn  man  sie  für 
irgend  eine  spezielle  rorm  von  /(z)  ermittelt  hat.  Um  aber  das 
Letztere  bewerkstelligen  zu  können,  wird  es  nuthig,  lür /(z)  eine 
solche  Wahl  zu  treffen,  dass  man  die  auf  beiden  Seiten  der  Glei- 
chung (1)  angedeuteten  Differenziationen  ganz  unmittelbar  aus- 
führen kann.    Diess  ist  nun  in  der  That  der  Fall,  wenn  man 


4S9 

B^i,  wobei  fb  eine  beliebige  Conslaiite  bedeutet.    Es  wird  daou 
für  ein  ganzes  positives  k. 

fi^){i)  =  (--l)*^»ir-i-., 
also 

Ferner  hat  man  nnmittelbi^ 

f{lx)  =  xH*, 
also 

Substituiren  wir  «Meaen  Werth  nebst  Dem,  was  sich  «us  der 
Torieeo  Gleichung  üQr  ksi\,  2, . . »  ersiebt ,  in  die  Gleichung 
(1) ,  so  folgt 

f»(j»+l)(»*+2)...  (/»+«-!) 


oder,  wenn  man  beiderseits  mit  x  -A*— »  hebt, 

f*(f*+l)(f*+2)...(^+»t--l) 

Diese  Relation  unter  den  Grossen  A^,  A^,  ,^^An  sagt  uns, 
dass  dieselben  mit  den  sogenannten  Fakultätenkoeff^izienten 
identisch  sind,  welche  die  CoefBzienten  der  successiven .Potenzen 
\on  |iA  bilden,  wenn  man  die  Fakultät  ii(|iA-fl)'-«(fH-'^~*l)  it>  ®in^ 
nach  steigenden  Potenzen  von  u  fortscnreitende  Reihe  verwandelt, 
was  durch  gewöhnliche  Multiplikation  {geschehen  kann.  Bezeichnen 
wir  die  FakultätenkoefBzienten  einer  {«"akultSt  vom  Gradb  n  mit 

*      n  n  n  n 

450  ist  für  jedes  ganze  positive  Ic 

n 

Ak  =    Ck, 

folglich  nach  Nro.  (t) 
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f 

und  hierniit  hat  Mneie  Aotj^akeifafe  voUstttadige  Ltemg  g«faitd)Mr, 
da  sich  die  Fakultätenkoef&ienten  vermag»  ihref  combiai^tiiscbM 
Bedeutung  Independent  berechnen  lassen. 

Beispielsweis    sei   /(z)  =  2*»    wobei   m  eine  ganz    beliebige 
Grosse  ist;  es  wird  dann  für  ein  positives  ganzes  i 


oder  >  wenn  wir  mit  mh  den  Aten  BinotaialfcoefBtfiimten  des  Expo 
nenten  m  und  1.2...iS;  mit  Ic  bezeichnen. 


/X«f)(2)  =  A'mtz* 
folglich 

Du  fenet  f{lx}x  {Ixy^  ist,  «o  erglebt  «id^  jetfirt 


3. 


8:r» 


...  +  (— l)»-»n'm«G.(&) 

*  ■ 

Mittelst  dieser  Formel  lässt  encsh  auch  der  Ausdruck  [/(1-f-^)]' 
für  ganze  positive  m  nach  dem  Taylorschen  Theoreme 

-        X  XaiS 

t 

in  eine  Reihe  verwaivleln,  wenn  man 

und  h^l  setzt.    Es  ist  dann  nach  dem  Vorigen 


. . .  +<—!)«--*  nmnCn  (te)«-» 

Hier  sind  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  ob  nämlich  n<m, 
n=m  oder  n>mjst  Im  ersten  Ueihen  die  Exponenleo  m^-^l, 
m— -2,  ...m— *n  sämmtlicb  positiv  und  grOsser  als  Null,  und  da- 
her wird  für  ar=A  =  l 

5.  jp(«)(l)i=0,    n<m. 


431 

Im  zweiten  falle  ist  cii-*9&=s:0,  folglicb .  das  Mtzte  Glied  in 
der  Parenthese 

wfthiend  to  allen  übrigen  Crliedeni  positive  von  Nuit  venchMene 
Exponenten  des  £r  vorkommen.    Es  wird  daher 

Für  ny-m  endlich  fallen  alle  diejenigen  Glieder  weg,  in  wel- 
chen Ix  negative  Exponenten  erhalten  würde,  weil  bekanntlich 

ist.    Es  redHzirt  sich  daher  die  Fonnel  (t)  auf 

woraus  für  .t  =  A  =  1  folgt 

7.  1^»)(1)  =  (—!)"•+- m'iHmC»,   n>m. 

Nehmen  wir  jetzt 

n=:0,  1,  2,  •..(m— 1),  m,  (m+1),  (m+2),  etc. 

so  giebt  das  Taj^br'sche  Theorem  unter  Benutseung  der  unter  (S), 
(6)  und  (7)  gefundenen  Werthe 

nimm   7,     ^  nimm      "^^.1^, 


■   1.2..(w+^ 
oder,  weil  Wm  =  l,  m'  — 1.2..m  ist. 


j:m+a  — 


a     [f(l+ar)J-  = 


Cmar"»  -.  Cm  -qi:i  +  Cmj 


m+1)  (m+2) 


Die  noch  niitbig^  Untersuchung  über  die  GrSnzen  der  Gültig- 
kait. dieses  Resultat«  (Gouvet^DsbetrachtUng)  reduzirt  sich  auf 
die  einfache  Bemerkung,  dass  die  v<init»ll«iide  GMehung  die  iiii«i 
Potenz  der  folgenden 
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sein  muss,  also  nur  so  lange  bestehen  kann»  aber  auch  bestehen 
muss,  als  die  letztere  gilt  Hieraus  folgt  sogleich,  dass  die  Gül- 
tigkeil, der  Gleichung  (8)  an  die  Grausen  x  ^sz  -i-l,  x  es  — 1  ge- 
bunden ist. 

Für  fit  =  2  hat  man  z.  B. 

4=1,  4=2+1  =  1. 2.a+|), 

4  =  3-2+3.1+2.1  =  1.2. 3. (1  +  ^  +  j),  u.'s.  w. 
woraus  man  leicht  das  schon  bekannte  Resultat  findet: 

Nimmt  man  in  der  Gleichung  (8)  . , 


1+*' 


wo  nun  X  durch  jedes  beliebige  positive  x  zum  Hebten  Bruche 
wird>  so  ergiebt  sich  \ 

^-  (itJ  +  iTpI  (rii)  .  f  («+!)(». +2)  {ikO     +    ' 

t 

+  00  ^  r  ^  0. 

.       < 

Die  Gleichung  (8)  kann  auch  zur  Transformation  von  Reihen 
dienen»  welche  nach  Potenzen  von  l(l+x)  fortschreiten.  Ein  be- 
sonders elegantes  Beispiel  hierzu  bietet  die  Reihe  für  den  Inte- 
grallogarithmus dar.    Man  hat  nämlich  für  jedes  z 


worin  A  die  von  Söldner   und  Mi^echerdnianf  0»577215tt& 
bestimmte- CoBslBtttel^edi&iltet.'   •  « •  • 

Für  ;?  =:  1  +ar  wird  hier 
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«1  ,  1     /(l+ar)  .  1    7(I+i)* 


.1  iä+F)\ 

Unter  der  Bedingung,  dassl^o:^ — 1  ist«    lässt  sich    biet 

jedes  einzelne  Glied  nach  Formel  (7)  für  m=:l,  2,  3,  etc.  in  eine 
Reihe  verwandeln.  Vereinigt  man  hierauf  diejebigen  Glieder, 
welche  gleiche  Potenzen  von  a^  enthalten,  so  gelangt  man  ohne 
alle  Schwierigkeit  zu  der < folgenden  Formel: 

,l>a:>:— 1, 


worin  irgend,  ein  KoefBzient'Oa.  mittelst  der  Gleichung 

n 


O«  —  j    Cj' —  2    VSB  "f"  T^  —  •••db~   (-m 


bestimmt  wird. 


f 


Uelier  eine  i^eodätlsehe  An%al»e. 

Von 

t 

dem  Herausgeber. 


g.  1. 

Fast  in  allen  Sammlungen  trigonometrischer  An%aben  konunt 
das  folgende  Problem  vor : 

Aus  drei  gegebenen  in  einer  horizontalen  Ebene  in  gerader 
Linie  liegenden  Punkten  werden  die  Meigungswinkel  der  von  diesen - 
drei  Punkten  nach  einem  vierten  beliebi^ep  Punkte  im  Raome  ge- 
zogenen Linien  gegen  die  horizontale  Ebene  >  in  welcher  die  drei 
gegebenen  .Punkte  liegen,  gemessen;   man  soll  die  Hohe  dieses 

Theil  VIII.  28 
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Yierteo    Pmfctes  aber  der  in  Rede  stehendeD  horizontalen  Ebene 
bestimmeB. 

Unter  'dieser  beschränkten  Form  hat  die  Aufgabe  nur  einen 
0ehr  gerineen  Werth  tat  die  Praxis.  Dagegen  scheint  mir  dieselbe 
unter  verallgemeinerter  Gestalt  öfters  eine  vortheilhafte  Anwendung 
bei  geodätischen  Messungen  finden  zu  kOnnen ,  und  ich  will  daher 
in  dfeser  Abhandlung  eine  Auflösung  des  folgenden  allgemeinen 
Problems  zur  geben  Tetsucben : 

Aufgabe. 

In  drei  durch  ihre  Coordinaten  in  Bezug  avf  ein  be- 
liebiges rechtwinkligesCoordinatensystemgegeheneB 
Punkten  ilf ,  ilfj ,  Jü 2  werden  die  180^  nicht  übersteigendei» 
Winkel  gemessen^  welche  die  Ton  den  drei  gegebenen 
Punkten  M,  iH^,'  M^  nach  einem  beliebigen  vierten 
Punkte  iV^im  Räume  gezogenen  Linien  MIV,  M^N,  M^N 
mit  den  positiven  xheilen  der  dritten  Azen  dreier 
durch  die  Punkte  M,  üf | ,  M^  gelegter  dem  primitiven 
Coordinatensysteme  paralleler  Coordinatensysteme 
einschliessen  ^);  man  soll  die  Lage  des  Punktes  iV  im 
Räume,  d.  h.  seine  Coordinaten  in  Bezag  auf  das  ^um 
Grunde  gelegte  Coordinatensystem,  bestimmen. 

Die  gegebenen  rechtwinkligen  Coordinaten  der^  Punkte  M,  üf^, 
M^  seien  respective 

ö>  *5  c;    Oiy  ^^  €^;    a^,  Äj,  c^; 

und  Xj  yy  1  seien  die  gesuchten  Coordinaten  des  Punktes  N  in 
Bezug  auf  dasselbe  System.    Die  von  den  Linien 

mit  den  positiven  Theilen  dreier  duich  die  Punkte  M,  Mi,  M^  ge- 
legter,  den  primitiven  Axen  paralleler  Coordinatenaxen  eingescnlos- 
senen»  180^  «icht  übeffsteigeaden  Winkel  seieo  res|MBotiVB 

wo  also  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die  drei  Winkel 
^9  h»  ^  A^s  bekannt  angenommen  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nun  offenbar  die  folgenden  Glei- 
chungen : 

Io:  =  a  -|-  ^  cos tp  =01+^  eos 9>i  =  Oa  -h  ^ cos 9)^» 
y  =:b  +  QC08'tlf  =  6]L-f  ^|Cosif^  =  62  4-^cosifx2, 
«=c+>cosi  =ci  +QiCosii  =c^  +  i^co»i^; 

und  nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie: 


*)    AUo  etwa   die  Zenithdistanseft  des  Piinktea  JV  in  den  Punkten 


o'der 
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CO89*  +  COBI^  +  cösi*  =  1, 

2)  { cos  9)1*  +  cos  1^1*  +  cos  ^*  =  1 , 
cos  g>a*  -f  cos^^  +  430s  ^^  =  1 ; 

cmtfl^  +  co!»^*    =  sint*, 

3)  { cos  tpi'^  +  cos  1^1*  =  sin  ^*, 
cos  q^*  +  cos  ^a*  =  sin  4*. 

Aus  den  Gleichungen  1)  erhält  man: 

und  folglich  wegen  der  deichangen  3): 

l(a— aa  +  ^cosg?)*+  (fi — b^+pcostj;)^  =.  Q^sini^^; 

also  nach  ffehuriger  Entwickelung  dieser  Gleichungen,  mit  Rück- 
sicht auf  die  erste  der  Gleichungen  3) : 

2{(a — ctjL)cos9  +  (Ä — &i)cost^)9 
=  ^i«sinH*— p«sifit*— (a— Ol)«— (6-.6i)«, 


6)    . 

2  { (o — «2)  cos  fp  +  (6— Äj)  cos  '^  I  ^ 

Ä  ^  srn  <3J» — ^«  sin  I«  —  (a— «a)' — (6— *a)'. 
Wegen  der.  Gleichungen  I)  ist 

COSt|  COS^ 

also 

^^  sin  4^  —  ^*sin  t* 
=  (c — Ct  +  ^cosQ^tengh* — ^*sini*, 

^*  sin  t^^  —  9*  sin  t* 
=:<c— Ca+9casf)*tang4* — ^"«ni*; 

und  folglich,  wie  leicht  erhellet,  wenn  der  Kürze  wegen 

[£.  =  V  (g-^i)^ + (6-fti)^ + (^-ci)«, 

gesetzt  wird: 

28* 


I 

4 
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+  2^  (c — e{)  costfiin  ii* 

— p*  (sin  I*  cos  ti* —  cos  »*  sin  ti*) , 

{ ea*  sin  »a^— ^^  «in  i«  —  (a— Oa)«  —  (fr— A»)* )  cos  4« 

+  2^  (c — Ca)  cos  i  sin  i^* 
'  —  ^  (sin  i*  cos  i'a* — cos  i*  sin  i^ ; 

oder 

I  pi« sin  ii«  —  ^2 sin i«— («— Oi)«— •  (fr-  fri)^  j  cos ii« 
=  ('•— '"i)* — JEi^costi* 

+  2^  (c — Ci)  cos  t  sin  «\^ 

—  f^  sin  (t + ti)  sin  (i — i'x) , 

t  V  s»ö  ^  —  ^*  sin  |2 — (a— fla)^ — (6— fra)*  I  cos  i^ 
—  (c — r^)^  —  JE^B^cosij? 

+  2p  (c — Ca)  cos  I  sin  i^      * 

—  p^sin  (t  f  y  sin  (/— i^^). 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

Ky  costi«  =  (c— c,)2— JBiSicosii* 

+  2p  (c — Cj)  cos  isin  t|2 
.  —  p2sin(i+ti)sin(i— i^)^ 

A^cost^^  =  (c— c^* — 1^*  cos  1^2 

+  2p  (c— Ca)  cos  i  sin  la^ 
—  p^sin  (i+»2)  sin  (i— ^) ; 

so  ist  nach  6): 

2  { (a— Ol)  cos  9  +  (fr— fri)  cos  1^ }  p  =  jKi , 


10)     , 

2  { (a— Oa)  cos  9  +  (fr — 6a)  cos  t/; )  p  =  Ä'a; 


folglich 


^9C08(p_        („_„^)(ft_^^)_(6_6^^(„_„^^> 

o-  -Q., ,,.  —  («— «a)  ^1  —  («—«1 )  ^ 

"       ^  (o_ai)(6— 62)— (6— 6i)(a-ffa)' 

Kach  der  ersten  der  Gleichungen  3)  ist  aber 
(2^  cos  9)2  +  (2j  cos  V»)«  =  4p«  sin »«; 
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aUo  ist  nach  11) : 

12)  4p« sin i^  =- ^  («-<^«)^  -  («-tfi)^2i'  +  {{h-b^)K^-{b-b{)K^ i» 

!  (a— «i)  (Ä-^a)— (6— *i)  (a— a^)  1« 

welche  Gleichung  nun  bloss  noch  die  eine  unbekannte  Grösse  q 
enthält. 

Setzt  man  der  Kürze  w^en : 

A   =:      («—»2)  i  ip—Ci)^  —  -El«  cos  i'i*  1  cos  i^* 

—  (a— Ol)  t  (c — Ca)^ —  E'a^cos  i^  ]  cos  i^^ , 
B  =     (ft-.«^){(c— ci)«— £i2cosii«|cö8ia« 

—  (&— ^1)  Kc— Ca)«  —  li^cos  ii« }  cos  I,  *; 

Lli  =      (a— £ia)(c— Ci)cosisinti«cosfa« 
l«v   ^  — (a— öi)(c— C2)cosisini!2«co8ii«, 

Bi  =     (6 — Äa)  (c — Ci )  cos  i  sin  i'i «  cos  i^« 

—  (6—61)  (c— Ca)  cos  zsin^^cos  1*2^; 

^a  = — (« — «^2)  sin  (i+ii)  si  n  (i — i^)  cos  i^« 
+  (a — ai)sin  (t+^)sin  (t — t2)costi«, 
B^  =  — (6 — Äa)  sin  (i+ii)  sin  {i — d)  cos  la* 

oder,  wenn 

,  Xi  =  (c— Cj — fJi  cosi'i)  (c— CjL  +  £1  cos  4)  cos  i^y 

«a  =  (c — ra — iE^  cos  i^  {c—c^  +  i5^  cos  4)  cos  i'i« ; 

l;ij  =  (c — Ci )  cos  t  sin  «1«  cos  i'a« , 

'    jAa  =  (c — Ckj)  cos  i sin  i'a^cos  >i« ; 

'f*i=: — sin  (?+ti)  sin  (1— ii)  cos?a^, 
ifia =  —  sin  (1+^2)  ß«n  (*-^2)  cos  ii« 

gesetzt  wird: 

A  .=  Xi  (a— CTa)  — "  «2  («—«1) » 
16)    {Ai=,l^ (ar-a^)  —  A^ (a— «i ) , 

^2  =f*i  (a— 02) — f«2  (a— «1 ) " 


und 


B  =K^(b — 6a) — ^(b — bi)y 

16)    ^  ^i==Ai(6-6a)-Aa(6-6i), 

B^=z  fi^  (6--//a)  —  f*2  (6—61) ; 


HO  ist 
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|.%v      ;  */      »  COS  »1*008  tj* 

COStjL^OOSts' 

« 

also  nach  12): 

18)  >ir2-.         (^+2^^g-f  J^py+(ir  f2ig^(>4l?ai>y 

'^       {(a— Ol)  (ft—Äa)--(6—Äi)(a— aa))«siöt«  cos  ii*  Costa*' 

oder,  wenn  der  Kurze  wegen  noch 

19)    Q  =  {(«—<%)  (6— 6j|)—  (Ä— 6,)  (o-ilj)}  sin  i  cos ^«  cos  £»« 

gesetzt  wird: 

oder 

« 

Durch  gehurige  Entwickelung  dieser  Gleichung  wird  man, aber 
auf  die  folgende  Gleielrang  des  vierten  Grades  zur  Bestimmung 
dter  Grösse  q  geführt: 

22)    0=     AA-i^BB 

+A(AA^+BBi)Q 

+  2(AA^+BB^^2A^Ai  +  2BiBi^2Q(\)Q^ 

+HA^A^  +  BiB^Q^ 

-i-iA^A^+B^B^Q*. 

Hat  man  mittelst  dieser  Gleichung  des  vierten  Grades  die 
Grosse  o  bestimmt,  so  ei^eben  sich  die  Winket  ^y  ^4;  mittelst 
der  aus  11)  fliessendeh  Formeln : 

_  (fr-^)Ät--(6-^)Jg^ 

^^«^  -     2Ka-ci,)(6-^^(Ä;-6i)(«-«2))^' 

welche  aber  wegen  17)  und  lü)  auch  auf  folgende  Art  ausgedrückt 
werden  können : 

cos  CD  =       = TT^ — =5L.sin  t , 

^^     ^          ,           A  +  2Aiö  +  A2Q^    .    . 
cos  t[;c= ! — -i^J^ — £l_smt« 

2Q9 

Die  Grössen  q^  ,  o«  erhält  man  mittelst  der  Gleichungen  7), 
nämlich  mittelst  der  Gleichungen : 
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COSlj  '        ^  cos  12 

Die  Winket  q>i,  if/ji ;  g»^,  ^  ergeben  sich  iiiittelst  der  Formeln-: 

26)     ^  f  ,    ,   ^^ 

oder 

(a— ai  +  0cosflp        .                     fr—^H-pcostf; 
cosopi= *-V^ ^.cosii,  €osi[;i  =:    ^  '^ ^.oost«; 

'    i  ö — Os-l-pcosffl        ,  ^        & — ^4-0  cos  tl; 

/  G0S9^= — r«-L_!L- — Tcosi^,  cosii;2= — ^^^-?^ -cost«; 

\  c — 02  4- P  cos  t         ■  c — c^+^cose 

und  die  gesuchteif  Coordinaten  ,r,  y,  z  de^  Punktes  N  erhält  map 
eodiich  mittelst  der  Formeln : 

Ia:=ii+^cos9=«4  +  ^ca«g),=fi2-|-^co8  9a» 
z = c -|- P  ^os  t  =:  Ol -f- ^1  cos  1}  =  Cg -f- ^  cos  4« 


§.  3- 

Wenn  c=e|=C2=0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  gegebenen 
Paukte  M,  HL,  M^  in  der  Ebene  der  üoy  )iegeQ>  so  ist  im  vor- 
hergehenden Paragraphen: 

«1= — £i*cos^*cosi^*, 
«2 =— E^  cos  ij*  cos  i^ ; 
ii=0, 

1*1= — sin(i-(-4)sin(t — ^)cosi^^, 
fi2  =  —  sin  (i  -f-  ij)  sin  (t — i^)  cos  ij* 

-4 = JCi  (o— ^ — «i(a— cj) . 
30)     i^,=0, 

^2  =  ^  (o-'fla)  —  fi2  (a— Ol) 

Ä  =  Ki(6-Ä2)-^(Ä^,), 
31)        jÄi=:0, 

i?2 = f*i  (ft— fta)  —  f*»  (6— *t). 


29) 


und 


und 
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fl 

Also  wird  iD  diesem  Falle  die  Gfoichnng  22): 

und  kanii  folglich  wie  eioe  quadratische  Gleichung  aufgelost  werden. 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  auf  die  ursprungliche  Gleichung 
21)  zurcick,  so  wird  dieselbe: 

Setzen  wir  also 

34)    X=A+A^Q^,  Y=B+B^Q^; 


so  ist 


35)      ^«r=__.=  -__, 
-«2  ^ 


und  nach  33)  haben  wir  also  zur  Bestimmung  von  X^   Y  die  bei- 
den folgenden  Gleichungen: 

^^  -^ii       ^ Tci^ — V2;^;+Vw' 

Setzen  wir  jetzt 

37)     P=;j, 
80  werden  diese  Gleichungen 

Aus  der  ersten  Gleichung 

A^  B*^ 

folgt:, 

Also  ist  9  wenn  man  dies  in  die  Gleichuns: 

X—A      /  Jf  \a 


=  (2^)(l+^^> 


einführt : 

_/A1t^-BA^y 


-{B-AIJ){B^-Ä^V)=(^S2^^'^  (l+tT«) 


oder 


r« 
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I 

40)    (dätZ^Jd+V 

=  -  BB^  +  {AB^  —  BA^)  U  —  AA^  C7«. 

Nun  ist  aber 
AB2  — «Ä-^  =     { %i  (a— oa)— •  «2 («—«1) i t f*i  (6—^2)  —  f« (*— *i) } 

d.  i.  nach  19): 

41)    ABv-BAt=z   .*\^~^*^.^Ci, 
»  sm  i  cos  ix''  cos  l^-* 

und  lolglich,  weil  nat;h  29) 

«1  ^  —  ^  «« 

— £a*  cos  ii*  cos  I2*  sin  ( t  +  /i )  sin  (i  —  t^ ) 

ist  * 

i  42)    AB^^BA.^ 

jB^^cos  it^sin  (t-f-i^)  sin  (j — fa) — i^a'cos  ilj^sin  (t+i\)  8in(i — 1|)  ^t 

sin/  ** 

Setzen  wir  also 

^v    w^  __  ^^cos  ii^ ein  (i-[-ia)sin(/--'i2) — E^ cos /g^sin(t-|-ii)sin(ifc — {{) 

2sini 

so  ist 

44)    AB^^BA^—lCiD^, 

und  nach  40)  haben  wir  also  die  Gleichung: 

45)    DiDiiHü^)=z-'BB.^+2CiDtü^AA^V^ 
oder 

46)    (^4j+Z)iA)^*-2CjAt7+ÄÄ2+AA=0* 
oder 

Lust  man  nun   diese  Gleichung  des  zweiten   Grades  auf  ge- 
wöhnliche Weise  auf,  so  erhält  man: 

^s   r-  gi^i  ±  ^^''A'-(^A+A A)  (BB^+Dt'Di) 

^  AAi+DiDi 

Hat  man  17  auf  diese  Weise  gefanden,  so  ergiebt  sieb  X  mit- 
telst der  Gleichung  39),  d.  i.  nach  44)  mittelst  der  Glelcbung: 
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und   F  mittelst  der  Formel: 

60)   *'=^f^=^:^^- 

Die  Grosse  ^  findet  man  endlich  mittelst  der  Formeln : 

Die  Winkel  9»  und  «^  erhält  man  mittelst  der  Formeln : 
52)   cos ^=57^— sin  t,  co8'^= —  sin»; 

und  für  o^  und  o«  hat  man  in  diesem  Falle  nach  dem  yorherge- 
faenden  Paragraphen  die  folgenden  Formeln : 


cos i  cos i 


cosix  Costa      ^ 

Die  Winkel  9>i>  ^ ;  9>2»  ^a  ergeben  sich  mittelst  der  Formeln: 

cos9,,=2=?L+£5?«J?,  cos^,=  ^=A±££2y'; 
S4)     ^  ^»  ^    ^ 

cosy,=  ^^  +  ^^^^y,cos^>^^^"^  +  ^^^^»; 

es  ea 


oder 


/  ,  fl— OivCosii  ,        ,        ,   ,  b — Äiv  cosii 

cos  9i  ==  (cos  g)  + —-^) -—^  cos ^,  =( cos  ^ +-—-*)  ^ 

,  Q         COSt  ^         COSt 

^^)     \ 

COS  9^a=  (cos  9>  +  ?— ?) -?,  cos  ^=  ( cos  ^  +— ^ 


Die  Coordinaten  x,  y,  z  des  Punktes  N  ergeben  sich  mittelst 
der  Formeln; 

Iar=a-|-pcos9=ai  ■^^coB^^^a^'\-Q^cQsq>^, 
yq^6-f*pcos '^i^Ai  4- (?i  cos  if^  =6^-^  fgcos  ^ 
7  =  ^cos  f  =  Qi  cos  t'x  =(»2  ^^s  ^* 

§  -». 

Weoo 

(a- «,)  (A  -  A^- (*- M  («— «ss)=0 

ist,  d.  h.,  wie  au9  den  bekannten  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie leicht  folgt,   wenn  die  Projectionen   der  drei  gegebenen 


443 

Punkte  M,  Mi,  M^  auf  der  Ebene  der  wy  in  einer  geraden  Li- 
nie^ oder»  was  dasselbe  i«t,  die  drei  gegebenen  Punkte  M,  Mi, 
M.I  in  einer  auf  der  £bene  der  a^  senkrecht  stehenden  Ebene 
liegen;  so  wird  C^i^O«  und  die  Formeln  24)  und  52)  versagen 
dann  ihre  Dienste.  In  diesem  Falle  muss  man  zu  den  beiden  ur- 
sprünglichen Gleichungen  10)»  nämlich  zu  den  beiden  Gleichungen 

2|(a — Ol)  coa  (p -\- (b — ^)cosif;}  (»==  JTi, 
2{(a — a^cosg)-{-(b — ^)cosif;)  ^=jK^ 

zurückgehen ,  aus  denen  sich  wegen  der  zum  Grunde  gelegten  Be- 
dingung 

(a—üi)  (6— fr«)  —  (6 — bi )  (a^Oj^znO 
sogleich  die  beiden  Gleichungen 


^^      \  (6--6a)*i— (6-Äi)A;=fl 

ergeben,  von  denen  jede  nur  die  eine  unbejcannte  Grosse  o  ent- 
hält.   Well  aber  nach  17) 

.  cosii*cos4* 

cos  ij*  cos  t2* 

ist  9  so  erhalten  wir  im  vorliegenden  Falle  zur  Bestimmung  von  q 
die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


aus  denen  sich 


59) 


9 j ^ 

-Bi±<rBi^-^BA, 

9 ^ ^ 


ersieht.  Am  besten  bedient  man  sich  aber  bei  der  Auflösung  der 
G&ichufl^en  58)  der  im  ersten  Theile  des  Archivs  S.  12.  gegebe- 
nen allgemeinen  gonlometri sehen  Methode  der  Auflosung  der  Glei- 
chungen des  zweiten  Grades.  Um  nämUch  z.  B.  die  erste  dieser 
beiden  Gleichungen  aufzulösen  >  bestimmt  man  die  Winkel  0,  0i 
mittelst  der  Formeln: 

cot(e+ej=    d=^, 

^)      <  A4.A 

cos(e-Ö,)=— :^tf!«sin(e  +  Ö,) ; 

and  hat  dann 
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(  tang  e 
«*)    ^=    !  tang  e/ 

Ffihrt  man  in  die  Gleichungen  60)  für  A,  Ai,  A^  ihre  Werthe 
aus  15)  ein,  so  eihält  mafi: 

cotrö+abz:   (^1—^)  («— «2)— (^-  (h)  (q~<»i) 

•2{ii(a-fl2)  — 12(0-01)) 

Zur  Bestimmung  der  Winkel  9  und  i(^  hat  man  nun  nach  dem 
Obigen  die  drei  Gleichungen: 

ieos  9)2 + cos  if;^ = sin  i* , 
2 1  (a—ai)  cos  9  +  (6— 64)  cos  1^  j  ^ = jÄLj  , 
2  { (a — cr^)  cos  9  +  (6 — ^^2)  cos  i}> )  9=  Ä^ '; 

und  kann  9,  i|;  sowohl  aus  der  ersten  und  zweiten,  als  auch  aus 
der  ersten  und  dritten  bestimmen,  aber  nicht  aus  der  zweiten  und 
dritten,  weil 

(a^ai)  (6— Äa)  -  (O^bi)  (a— o^) =0 

• 
ist.  Am,  besten  wird  man  jedoch  jederzeit  die  gerade  Linie,  in 
welcher  die  Projectionen  der  drei  gegebenen.  Punkte  M,  My,  M^ 
auf  der  Ebene  der  xy  liegen,  als  Axe  der  x  annehmen.  Dann 
ist  6  =  61=  6«  :=0,  und  wir  erhalten  zur  Bestimmung  von  9  die 
beiden  einfachen  Formeln: 

64)    coS9)=      *i       —       *^ 


2(€£"-ax)^      2(a— «2)9' 
zur  Bestimmung  von  if;  aber  die  Formel 

cos  if;  = + V^sin  i^ —  cos  q>^, 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

65)  cosi(;=4:V^ — cos(t  —  g?)  cos  (1  +  9). 
Die  Grössen  q  und  9^  ergaben  sich  mittelst  der  Formeln: 

66)  9.  =  g-gi+P««s» .   ^  =  «jrf a  +  f cosi       • 

COSIi  COSI2 

und  die  Winkel  91,  if;i;  q>^,  '^^  mittelst  der  Formeln 

ä — «1  +  o  COS  w  Q  cos  t[; 

cos9?i  = ^-^-^ ^,  cosii;i=  5!_rf_r ; 

67)  <                            ^^                        '       ^* 
«^cn  —  *^ — ff2+PCosg)           ,        o  COSIi; 
cos  92  = ^-^-^ -9  COS  i/;2=  ^ ^ ; 

?2  (>2 
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endlich  die  gesuchten  Coordioaten  x^  y,  i  des  Punktes iV  mittelst 
der  Formeln 

x-=ia  +  ^  cos  9>  =  «1  +  ^1  cos  tpx'=-o%-\-  ^^cos  ^>^, 
68)    I  ^  =  pcosif;  =  piCOSi/;i  =^2^os'4'2» 

'    2  =  C  +  p  cos  I  =  Cj  +  ^  cos  li  =  ^2  +  92  COS  i^« 

Ueber  die  Unbestimihthett,  welche^ in  allem  Vprhergehenden 
die  doppelten  Zeichen  oder  überhaupt  die  mehrfachen  Wurzeln 
der  Gleichungen  lassen/  muss  aus  der  Natur  jedes  einzelnen  vor- 
liegenden Falls  besonders  entschieden  werden »  was  bei  prakti- 
schen Anwendungen  selten  eine  Schwierigkeit  haben  wird. 


§.  5. 

Wenn  in  dem  im  vorhergehenden  Paragraphen  behandelten 
Falle  c=Ci=C2=0  ist,  d.  h.  wenn  die  drei  gegebenen  Punkte 
My  Mx>  M^  in  der  Ebene  der  xy  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
so  ist  ii=A2=0,  und  folglich  auch  ^i=:Ä  =0  Also  hat  man 
nach  58)  zur  Bestimmung  von  q  die  beiden  Gleichungen: 

69)    ^+^29^=0,    Ä+Ä2p2=0; 

V 

aus  deren  erster  sich  z.  B»,  weil  q  seiner  Natur  nach  eine  posi- 
tive Grösse  ist. 


70)  •e  =  V^ 


ergiebt.    Nach  15)  ist  also 

71)  p = \rz!^^^sp^^ , 

1        f*i(a— Ca)— f*2(a-ai) 
und  folglich  nach  14) 
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worin  man  auch  noch  a=:0  setzen  konnte,  wodurch  aber  die  For- 
mel eher  an  Eleganz  verlieren  als  gewinnen  würde. 

Ffir  Kl  und  K^   bat  man  im  vorliegenden  Falle  nach  9)  die 
Ausdrücke 


74) 


Kl  cos  ti« = — (a-oi)^  cos  h« — q^ sin  (i+ij) sin  (i-t|), 
Ä^  cos  ^*=  —  (a— aa)*cos  4^  —  g!^  sin  (i+4)  sin  (i— ^ ; 

also  nach  73) 
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Den  Winkel  9  erhält  man  mittelst  der  Formeln: 


76)   cos 9=         * 


K 


2 


2(a— 01)9       2(a — a^)Q ' 


d.  i.  nach  74)  mittelst  der  Formeln : 


u» 


cos  9)  =  —  («-«1)*  C08  iiH9^  MP  (t+»i)  8IP  tf— ti)  ^ 

cos9  =  —  (0—02)'  cos  J^Hq^  sin  (»+4)  «'p  (i—h) , 

2(a — a^QCOsi^^ 

oder  mittelst  der  Formeln: 

cos  cp  ==  —  5ll?i  —  ^8ip(H4)sip(»— »i)^ 
78)     ^  2p  2(a— «Ocosti« 

coflm—  -"— ^g       p  sin  (t  +  ?^  sip  (1— gg) 
^^         2p  2(a— ffa)cosijß*      • 

Auch  konnte  man  mittelst  der  Formeln  73),  75),  76)  leicht  ei- 
nen ganz  indepebdenten  Ausdruck  für  cos 9  entwickeln,  was  wir 
dem  Leser  überlassen. 

Den  Winkel  if;  erhält  man  nach  05)  wieder  mittelst  der  Formel 

79)    cos  1/; =+ V^ —  cos  (1 — (p)  cos  (i + (p ) , 

und  Qi  y  p2  mittelst  der  Formeln : 

öA\  cost  cosi 

COSli  ^  cost^  . 

Die  Winkel  q>i  ,  Tf/^ ;  g>2 »  '■Pa  ergeben  sich  mitteist  der  Formeln : 

a — öl  +  Q  cos  q>                     Q  cos  1/1 
C0S9?i= *  '  ^ i,    cosi/;i  =  ^^ ^; 

81)     {  ^'  ^' 

a — Oa-l-pcosq?  pcosil; 

coS9?2= i-^-^ -,  co8i/;2  =  ^ -; 

92  0% 

und  die  Coordinaten  ocy  y,  z  endlich  mittelst  der  Formeln : 

Ia: =a-f  p  coS  (p=  Oj  -J- pj  cos  9>i  =  «2  +  P2C0S  g?2 ? 
y  =  p  cos'i/;  ^=  pjL  cos  ^i  =  P2  COS  i/;^  ? 
r  =  p  cos  2  =  pi  cqs  t'i  :^  P2  cos  ?2« 

Durch  die  Coordinate  z  wird  die  mit  ihrem  gehörigen  Zeichen 
genommene  Entfernung  des  Punktes  N  von  der  Ebene  der  xy  be- 
stimmt.   Nach  73)  und  82)'ist 
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in  welcken  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen  genommen  wer- 
den müssen^  jenachdem  das  Product  cos^i  cosi2  positiv  oder  ne« 
gativ  ist. 

Ich  sollte,  wie  ich  auch  schon  im  Eingange  angedeutet  habe, 
meinen,  dass  sich  von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
aufgelösten  Aufgaben  in  der  Praxis  zuweilen  eine  recht  vortheil- 
hafte  Anwendung  machen  lassen  mSchte ;  der  bisher  allein  behan- 
delte spezielle  ifi'all ,  wenn  die  drei  gegebenen  Punkte  in  einer  der 
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drei  angemomm^ntn  Coordiiiateoebeii«»,  etwa  In  der  Ebene  der 
xy,  io  eioer  geraden  Ltoie  üegen,  dürfle  dazu  aber  gerade  am 
wenigeteD  geeigoet  sein. 


Hiscellen. 


AnschauBcher  Beweis  des  pythagoräiscben. Lehrsatzes. 

Von  Herrn  R.  Hoppe,  Lehrer  der  Mathematik  za  Keilhaa  hei  Rodolitadt. 

Unter  den  hundert  und  mehr  Beweisen ,  welche  bereits  für  den 
pytbageräiscbea  Lehrsatz  existireo  sollen^  mOcbte  ich  auf  einen 
aufmerksam  machen«  der  darin  besteht,  die  Fiächenräume ,  deren 
Gleichheit  bewiesen  werden  soll,  in  fünf  Paar  congruente  und  pa- 
rallel liegende  Studie  zu  zerlegen,  was  er  mittelst  einer  einzigen 
Hülfslinie  bewerkstelligt  Er  steht  demnach  mit  dem  gewohnli- 
chen Beweise  für  die  uleichheit  der  Parallelogramme  von  gleichen 
Grundlinien  und  Hohen  auf  einer  Linie,  an  welchem  Anlangem 
die  Anwendung  des  Beweises  zur  Sicherstellung  der  Richti^eit 
gewöhnlich  zuerst  klar  wird,  weil  er  von  der  unmittelbaren  An- 
schauung durch  einen  einfachen  Schlass  zu  dem  nicht  unmittelbar 
angeschauten  führt. 

Man  lege,  wenn  in  Taf.  V.  Fig.  6.  AE  das  rechtwinklige 
Drei^k  ist,  das  Quadrat  der  grossen  Kathete  CI/E'  nach  aus- 
sen, dagegen  die  Quadrate  der  Hypotenuse  und  der  kleinen  Ka- 
thete ASÖDE  und  AB*  nach  innen,  wie  es  in  der  ]^igur  geeche- 
hen  ist,  und  falle  von  der  ausserhalb  der  Kathetenqnadrate  liegen- 
den £cke  des  fiypotenusenquaärats  ein  Perpendikel  auf  die 
Verlä^igerun^  der  kleinen  Kathete:  so  fehlt  es  nicht  an  Stücken, 
aus  denen  steh  die  Congnienz  der  mit  gleichen  ßuehstaben  be- 
zeichneten Dreiecke  folgern  lässt.  Nun  braucht  man.  bloss  die 
Data  folgendermassen  ausaitimenBustellen : 

Quadrat  der  kl.  Kathete  2=  ^-|-^, 

Quadrat  der  er.  Kathete  =5  C+D'+ £', 

Quadrat  der  Hypotenuse =A+B+C+J>  +  t!, 

um  die  Gleichheit- der  Summe  der  ersten  beiden  mit  dem  letzten 
in  die  Augen  fallen  zu  lassen« 


Zur  Abhandlung  XLVII  in.  Theil  VU. 

Von  dem  Herrn  Dr.  J.  Dienger  zu  Sinsheim  bei  Heidelbeiy. 

Die  dort  angeführten  Resultate   koi^nen   leicht  auf  folgende 
Weise  noch  verallgeilielnert  werden.  t 

Die  Formel  (1)  des  §.  1.  jener  Abhandlung  giebt  nämlich 

f-Kä^^fKä.^^.  f  [(«-F1)(«;C.  (n-H>.)3 


4SI 

weiche  beide  Forniein  höchst  ailffemeine  SammtraogBfomiefai  siod. 
Soll  man  also  die  Summe  der  Gfieder  -des  Radgea  0,1,. «..r  der 
Reibe  finden,  deren  allgemeines  Glied  n.(n — l)..,..(iir— »i+l)ilii;r**-^» 

ist,  so  suche  man  die  Summe  EAnX^\  heisst  diese  iS,  dieerstere 

o 
o  ,  so  bat  man 

Soll  man  dagegen  die  Suihrne  £  ,    .  .,>  .    ,  ^x r"7 — r=  Si  ßn- 

den,  80  ist  dieselbe 

Si^f^Stbf    (2) 
wenn  S  die  nämliche  Bedeatung,  wie  io  (1)  hat.^  Ffir  msrl  folgtt 
»Teno  S=SA,a',  S'=s^£ttA»X^KSi^;S 


0  0  0      «+* 


S'= 


^.    S,=y5<te    (3) 


J,         ,  .      .      d. /(smf — af  mn  (r^  1) 1 4- x^^^  sin  rt)x 
-Sna:»^*8in»/c=-r-r  -^   » 


weiis 
fitoige 

von  S^  und  jSx  bekannt  sind. 
So  findet  sich 

L   _^  ^         .     d*  /l— ;rco8< — a:^-^^cos(r+l)t+af'^^oosri\ 
o  dsß\  1  —  2arcos<+^*  / 

J,a:*+^cos?i< /**/l  — a:co8^— a;*+*cos(r+l)<+a:»'+*cosWV  , 

f  ~1hFI Jo  V l~2xco8<  +  a^ J"^' 

(( sin f —  afsiü(r^l)t-^ x^^^  sin  rf) ^ \ 
l-^2arcosf+a7«  /' 

^^»+^sinn/ __  /*«  (8in<— a:^sio(r  +  l)/+a^^sinrg>a?  ;  ,     ' 
o      w+1      ~J  0  1  —  2xcos<  +  Ä*  * 

aus  welchen  Formeln  folgt; 
g,cosw^_  />!  1  — ;g  cos  <—  a;H-x  cos  (r-H)  <+  ir^^^^  cos  tt  .    '  : 
-^  n+1  "Vo  1— 2^co8/^^aj«  ^        *^' 

ysinyi<_  p^  (sin  <  —  x^  sin  (r  +  1)  <  +  arr+t  sjp  y^)  ^ 
fn+1     Jo  t— 2Ä:eos^  +  4r»  ^"^^ 

und  hieraus  wieder  '^  ' 

Nun  ist  /^^=^(i— a;), 

l-nT  r  +  1       r       r— I  ^        ' 


452 

was  identisch  das  Gleiche  ist^  so  dass  auf  diese  Art  der  Werth 

r      1 

voD  ^'~Tt  nicht  gefunden  wird.  Dagegen  aber  hat  man  hierdurch 
Mittet,  den  Werth  de»  hestimmten  Integrals    /      7"^ — dx 


ein 


5/0     1— ^ 


ztt  finden,  der  übrigens  ganz  eben  so  auf  anderm  W^e  zu  finden 
ist»    Die  Beispiele  lassen  sich  leicht  yermehreii. 


Berichtigungen. 

In  meinem  Einiges  von  d^n  Kegelschnitten  überschrie- 
benen  Aufsatze  Nr.  XLIl.  im  ersten  Theile  des  Archivs  sind 
auf  S.  322.  ehdige  Zeichen  verschrieben  worden.  Man  muss  nämlich 
auf  dieser  Seite  für  1 — cos  (6—»),  1 — cos(6i — «),  1 — cos(^x — «) 
fiberall  1  +  cos  (S —  »),  1  -{-tos  (öj— :»)  *  1  +  cos  (62  —  fi>)  9  ferner 
in  der  5ten  und  7ten  Zeile  von  unten  für  r — r^  und  r—r^  bezie- 
hungsweise —  (t^Ti)  und  — (r — Tj)  schreiben,  endlich  dem  Bra- 
che, ^urch  welchen  In  der  2ten  Zeile  von  unten  sinco  ausgedruckt 
wird ,  das  Zeichen  —  vorschreiben ,  das  Zeichen  —  vor  dem  Bru- 
che in  der  ersten  Zeile  von  wated ,  durch  welchen  cos  0»  dan;e- 
stellt  vfird«  abe^r  streichen«  Ich  bitte  diese  leicht  vorzuoehmenden 
Abänderungen  gefälligst  nicht  unberüpksichtigt  zu  lassen.  Feraer 
muss  es  auch  auf  S.  324.  oben 

statt    (1— cos  (6—61)«},  {1— cos  (©1—6 J«},  {l-cos(02— 6)«! 
heissen:  tl— cos(0— ©,)j«,  {l~cos(ei— 6^1»  {l-cos(ei2— ö)}«. 


ThL  Vit.  8.  69.  In  dem  gesperrt  gedruckten  Ausdracke 
der  anfzulusenden  Aufgabe  schalte  man  Z.  3.  v.  u.  hinter  dem 
Gedankenstriche  die  folgenden  Worte  ein:  „und  die  Neigungs- 
winkel der  von  dem  ersten  und  zweiten  gegebenen 
Punkte  nach  dem  drittep  Punkte  geeogenen  Linie*^ 
gegen  die  ditrch  die  beiden  gegebenen  Punkte  geleg 
ten  Horizontaiehenen.'^ 


eo 


Zugleich  bitte  ich  in  dem  Deber  eine  astronomische 
Aufgabe  uberschriebenen  Aufsatze  Thl.  VIII.  Nr.  VIII.  ^.  101. 
oben  Z.  4 ^^6  statt  der  Worte:  „nur  eine  Drehung  de« 
Fernrohrs  um  den  unverrückt  stehen  gebliebenen  Hu-  , 
henkreis  erfordert*'  das  Folgeode  zu  setzen:  „ntir  eine 
leicht  zu  bewirkende  Drehung  des  Höhenkreises  um 
180^  erfordert.'^  Der  Fehler  hatte  sich  bei  der  Redaction  des 
Aufsatzes  durch  eine  vorgefaiine  Verwechselung  mit  etwas  Ande- 
rem eingeschlichen  und  wurde  erst  später  bemerkt.  G. 


In   Thl.   VUI.   keft  2.  S.   147.  Z.  5.  ist  &  < -7^  i?i  statt 


1     ^ 

Ä  < Bi  zu  setzen. 

2~2 


n— 2 


JLtterarlsclier  Berlclit# 


Arlthnetlk. 


Lobatto>    Lassen  over  de  hoogere  Algebra,  opgesteld  ten 

Sebniike  bij  bet  onderwijs  aaii  de  Koninklijke  academie  ter  oplei« 
ing  van  burgerlijke  Ingenieurs,  enx.  te  Delft.    Amsterdam«  1845. 

Lehmus>  D.  C.  L.;  algebraische  Aufgaben  aus  dem  Gebiete 
der  reinen  Matbematik,  mit  Angabe  der  Resultate.'  BerÜD«  184& 

IS  Sgr. 

.  «      • 

Roy  er:  Solutions  des  probl^mes  d'arithm/ötique  et  4»  g^- 
m^trie,  a  Tusage  des  demoiseiles.    NancL  }845«. 

Lettres  jt  S.  A.  R.  le  Duc  regnant  de  Saxe*Cob.urg 
et  Gotha»  sur  la  Theorie  des  Probabilit^s,  appllqu^e 
aus  sciences  morales  et  poiitiques;  par  A.  Quetelet. 
Bruxelles.  1846.    a    3  Rthlr. 

In  diesen  an  einen  der  edelste»  Fürsten  Deutsohlands  ffeiSoh- 
teten  Briefen  hat  Herr  Quetelet  eine  ohne  alle  höhere  mathema« 
tische  Kenntnisse  verständliche  Darstellung  der  Wahrscheinlieh- 
keitsrechnuDg  mit  ihrer  Anwendung  auf  die  moralischen  und  poli- 
tischen Wissenschaften  zu  geben  versucht^  und  wir  glauben»  4aM 
ihm  dies  auf  eine  ausgezeichnete  Weise  gelungen  ist.  Mit  Aus- 
nahme der  »ylntroduction^'  zu  der  »»Theorie  analytiqne 
des  probabilit^s'*  von  Laplace  wlissten  wir  keid  Werk» 
welches  in  Bezu^  auf  den  beabsichtigten  Zweck  diesen  Briefen 
würdig  an  die  Seite  gestellt  zu  werden  verdiente.  Aber  auch  vor 
dieser  trefflichen  «Jntroduction*'  gebührt  Herrn  Quetelets 
Werke  nach  unserer  Ueberzeugung  insofern  ein  Vorzug»  weil  in 
demselben  in  «ner  besonderen  Abueilung  die  vielen  Beziehungen» 
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in  denen  dfe  Wahraclieinlicbkeitsrechnung  za  den  moralischen  und 
politischen  Wissenscbalten«  insbesondere  zur  Statistik,  steht/ auf 
eine  überaus  deutliche,  anziehende  und  belehrende  Weise  hervor- 

fehoben  worden  sind,  weshalb  kein  Statistiker ,  welcher  die  beste 
Lrt  und  Weise,  wie  sich  ans  statistischen  Daten  möglichst  sichere 
Resultate  ziehen  lassen,  dieses  auch  äusserlich  mit  fast  ver- 
schwenderischer £l^^nz  ausgestattete  schöne  Werk  ungele^n 
lassen  sollte.  Aber  auch.  Naturforscher,  und  zwar  nicht  bloss 
Astronomen  und  Physiker,  sondern  insbesondere  auch  Botaniker, 
überhaupt  aber  Jeder,  der  die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeiü»- 
rechnung  auf  die  Naturwissenschaften  in  einer  buchst  anziehenden 
völlig  populären  Darstellung  kennen  letfnen  will ,  wird  nach  unserer 
vollkommensten  Uebefzeugung  keinen  besseren  Wegweiser  als 
dieses  Werk  wählen  können.  Es  sind  46  in  4  Abtheilungen  ge- 
tbeill&  BiMe,  deren  Hauptinhalt  wir  fai  Folgenden  angeben 
wotten,  da  die  Bescbranktneit  des  Raums  uns  leider  verbietet 
noch  mehr  in's  Einzelne  einzugehen. 

Premiere  Partie.    Sur-Ia  thöorie  des  probabilites. 

I.  Nos  connaissances  et  nos  jugements  ne  sont  fondös,  en  geoe- 
ral,  que  sur  des  probabilites  plus  ou  moins  grandes  qu'il  faut  sa- 
voir  apprecier.  2.  De  la  probabilite  math^atique  d'un  ^v^nemeot 
simple.  DifBculte  de  ^awe.  les  ehantes  ^ales.  3.  De  la  proba- 
bili^  qu'un  övönement  observ^  plusieurs  fois  de  suite  se  repro- 
duira  encore.  4.^  De  la  probabilitä  qu'un  evenement  observe  plu- 
sieurs fois  de  suite  dopend  d*une  cause  qui  facilite  sa  reproduction. 

5.  De  la  probabilite  au*un  eveneraeot  observe  un  certain  nombre 
de  fois,   Clans  un  nomore  donnö  d'eprenves,  se  reproduira  encore. 

6.  pe  la  prebahclite  mathematique  d  un  ^vänement  composö.  7.  De 
Fesperaace  matbematiqeie.  Loteries,  societes  d'assurances.  8.  De 
Tesperance  morale ;  remarques  de  Buffon  ä  ce  sujet.  9.  Comment 
II  faut  envisag«:  le  caicul  des  probabilites.  De  Taccord  entre  la 
Ä^orie  et rexp^rience. —  Denxieme  partie.  Desmoyennes 
et  des  iimites.    10*  Des  moyennes  et  des  limites  en  giBoerai. 

II.  Des  moyennes  proprement  dites  et  des  moyennes  arithmetiques. 
1^.  Ejcemple  de  TeniMOf  des  moyennes  arithmetiques  daos  les 
Sciences  politiques.  l3.  Exemple  de  Templol  des  moyennes  arith- 
metiques dans  la  meteorologie.  14.  Loi  ae  sortie  de  deipc  especes , 
d'^eoements  simples  dont  les  cbances  sont  ega^es  et  les  combi- 
naisons  peii  nombreuses.  Aceord  de  la  th^orie  et  de  Texperience. 
15.  Loi  de  deux  especes  d'evenements  simples,  dont  les  cbances 
sont  egales,  et  qui  se  corobinent  d'un  nombre  considetable  de 
idAoieres;  ecbeile  4e  possibilite;  sa  eenstnictioii.  16.  L'oehelle 
de  possibilite  est  dun  ilsage  generaL  J7.  Theorie  des  moyeanes. 
18«  De^  moyemi^s*  proprement  dites.  Echellie  de  ppeeisiooi.  Eireor 
probable.  Modttle  de  precisio«.  10»  Exemple  de  Temploi  de  k 
theorie  des  moyennes  emprunite  ä  l'astronomie.  20.  RecoonwtKi  si 
une  moyenoe  aritbmetique  est  veritablement  moyenoeu  Type  de  la 
tailie  bumaine*  ^1.  Chaque  toace  (fhomnes  a  son  type  (larticaiIe^ 
EaqpUcatieo  de  cette  theorie.  HL  Evenements  erdinaices,  «xtlae^ 
dinaii^s«  Monstn^oeites«  *«-  Tr^isieme  p^rtie.  De  Tetade 
des  eauses-  .  2$.  De^  oenses  et.de  leor  anprAciatiook  Ctews 
ii^e$taf]4eB',  c^u/^es  variables,  causes  socidenMIes.  24»  f>eeQattsls 
dl  g^eraU  «t  en  partioulier  des  «auses  aeaideDtelles  quand  les 
dbaacMi  eetit  ^galea.    25w   Den  cause«  aeeideatcfaa,  gwnhd  les 
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ckances  8ont  in<(gales.  26.  Löi  die  sorlie  de  deUx  ^y^DemenUi  dobt 
les  chanees  «ont  ini^aleft*  27.  De9  causes  constantes.  28.  De« 
caiuies  variablej».  29«  Des  causes  variables  p^dodiques.  .30«  Sur 
les  causes  constantes  jOp'oo  peut  regarder  conme  varidbies.  Löl 
des  ^raads  nembres.  31.  De  Tätiide  des  causes  et  de  ia  marche 
a  suivre  daiis  Tobsenratioii.  32.  De  IVttide  des  causes.  Fioraisoo. 
33w  Suite  de  i'^tnde  des  eausea.  Fioraisoo.  —  Quatriente 
pariie.  De  Ia  S tit Ist ique.  34.  Des  sciences  d'obseryatioB 
et  de  Ia  statistique  ea  »artienlier.  36.  La  stattstique  est- eile  \jM 
art  Ott  une  Science?  3o.  Objets  dont  s'occupe  Ia  statistique.  37« 
Des  diff^reotes  formes  quaffeetent  ies  stätlstiques.  38.  De  U 
maui^re  de  räunir  les  documents  statistiques.  39^  Sur  Ia  mani^re 
de  contrdier  les  documents  statistiques.  40.'  Manidre  d^  mettre 
en  usage  les  documents  statistiques.  41.  11  favt  faire  de  Ia  sta» 
tistique  sans  id^es  pr^con^ues  et  ne  ii^lfger  aucun  chilFre.  42. 
Peut-on  tirer  avantage  de  documents  statisti^es  incomplets?  43. 
II  ne  faut  comparer  que  les  ^l^ments  comparables.    44.    De  Tem- 

Sloi  de  la^  statistique  dans  les  sciences  roedtcales.    45.  De  Tutiliti^ 
e  Ia  statiistique  pour  Fadministration.  40.  Des  progr^  ultörienres 
de  Ia  statistique. 

Auf  diese  Briefe,  welche  nicht  eine  einzige  Formel  enthalten, 
folgt  nun  eine  Reihe  von  30  Noten,  welche  zu  den  verschiedenen 
Briefen  mathematische  Zusätze  in  der  Sprache  dar  Analysis  ent- 
halten, und  fiir  alte  diejenigen,  welche  die  nuthigen  mathematischen 
Kenntnisse  besitzen,  natürlich  das  Interesse  an  der  Wissenschaft 
und  an  dem  vorliegenden  Werke  erhöhen* 

Möge  dieses  schone  Werk  in  recht  viele  HShde  kommen,  und 
zu  der  so  sehr  zu  wunschenden  immer  grosseren  Verbreitung  und 
häufigeren  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeifsrechnung  in  den 
verschiedenartigsten  Wissenschaften  recht  Vieled  beitragen. 

UnmittellMir  feigen  werden  diesem  Werke: 

Lettre»  A  Son  Altesse  Royale  Le  Prirnee  Albert 
'  sur  Ia  Physique  sociale;  pav  A.  Q>uetetet 

deren  baldigem  Erscheinen  wir  mit  Verlangen  entgegen  sehen. 


(Von  dem  Herrn  boctor  0.   Schlömilch,  Frivatdocenten  an  der 

Universität  zn  Jena.) 

Goethe  sagte  einmal,  man  solle  einem  Kritiker  nicht  ant- 
worten, auch  wenn  er  behaupte,  man  habe  einen  silbernen  Löffel 
gestohlen^  und  diese  Aeusserung  war  bei  ihm  natürlich,  well  er 
noch  genug  stand,  um  das  Gebell  hämischer  Rezensenten  Ignoriren 
zu  können  und  weil  er  sich  durch  ein  kurzes  und  bezeichnendes 
Epitheton,  womit  er  solche  Gegner  zu  beehren  pflegte,  über  di^ 
SMben  erhob.  Ich  bedaure  sehr,  hier  nicht  so  kurz  vf^egkommen 
zu  können,  einmal  weil  ich  nicht  Goethe  bin,  und  dann,  weU  jenes 
Epitheton  delikaten  Ohren  wie  eine  Injurie  klingen  möchte.  Es 
hat  sich  nämli<[^h  im-  Oteii  Doppelhefte  der  Heidelberger  Jahrbücher 
für  IMö'  Herr  Dk^.  Straudi  zu  Muri  (Kanton  Aargau)  mit  meinem 

28« 
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Handlracbe  der  algebndscheo  Analysis  so  wacker  bemragetaust, 
dass  mir  das  Pflichtgef&hl  gebietet  ^  meinein  armeo  Kinde  iieizu- 
epringeo»  damit  es  oicht  anter  deo  derben  Häadeo  des  Sobnes 
kubreicber  Alpen  jXmraerlicb  verende,  icb  weiss  zwar  nichti  vfw 
eigentticb  den  enteetzlicben  Grimm  des  Herrn  Strauch  vemrsaclit 
hat,  glaube  aber  in  der  Rezension  selbst  bemerkt  zu  haben,  dass 
die  erhitzte  Phantasie  des  verehrten  Herrn  Doctors  wie  weiland 
die  des  sinnreichen  Junkers  Don  Quixote  da  Gespenster  nnd  Un- 
holde hingezaubert  bat,  wo  doch  Alles  einfach  und  natfirlich  zh^ 
sammenhängt.  Ich  wage  daher  in  nüchterner  Rede  die  obschwe 
foenden  Missverständnisse  zu  beseitigen. 

Nro.  1.  *)  Der  erste  unter  den  kleinen  Irrthfimern,  in  die  Herr 
Strauch  verfallen  ist,  besteht  darin,  dass  er  mein  Buch  als  eio 
vollständiges  Organen  der  Wissenschaft  beurtheilt,  wobei  er  na- 
tfirlich die  Entdeckune^  macht,  dass  eine  Menge  Lehren  dariD 
fehlen;  es  heisst  in  dieser  Beziehung:  „Gewiss  hat  Jedermaou 
erwartet,  dass  das  Buch  mit  dem  A£tterial,  welches  sich  auch 
anderwärts  vorfindet,  ausgestattet  werde  (Nro.  4.)''.  Nun  will  aber  der 

feiehrte  Rezensent  mein  Such  „vom  Anfange  bis  zum  Ende  mit  aller 
Lufmerksamkeit  durcheelesen'^  haben ;  sind  ihm  denn  da  die  ersten 
Worte  der  Vorrede  nicnt  Fingerzeig  genug  gewesen ,  um  den  Zweck 
des  Buches  zu  begreifen?  Ich  habe  da  nämlich  gesagt:  „das Werk 
hat  einen  doppelten  Zweck:  einerseits  soll  es  äa  Leitfaden  (nt 
akademische  Vorlesungen  dienen,  ausserdem  aber  auch  zum  Selbst- 
studium benutzt  werden  können/'  Nun  weiss  aber  Jeder,  dass 
man  in  einem  vier-  oder  fünfstflndigen  Coliegio  nicht  im  Stande 
ist.  Alles  vorzutragen,  „was  sich  anderwärts  vorfindefS  und  dass 
man  demnach  sich  zu  einer  Auswahl  gewisser  Hauptpartieen  ent- 
schliessen  muss,  und  daher  darf  man  an  einen  Leitfaden  zu  den  Ver- 
lesungen selbst  noch  weniger  Ansprüche  auf  absolute  Vollständig- 
keit machen.  Ea  ist  freilich  eine  sehr  wohlfeile  Kunst,  ein  Budi 
hart  zu  tadeln,  wenn  man  vorher  das  Publikum  über  den  Zweck 
desselben  geradezu  getäuscht  hat;  ist  diese  Täuschung  eine  un- 
absichtliche gewesen,  so  kann  Ich  Herrn  Strauch  nur  den  Katb 
ertheilen,  das  Rezensirhandwerk  so  lange  aufzugeben,  bis  er  Ba- 
cher mit  Verstand  lesen  gelernt  hat ,  war  aber  jene  Täuschung 
eine  absichtliche,  so  verdient  Herr  Strauch  nur  Verachtune.  — 
Sonderbar  genue  ist  es  indessen,  dass  sich  Herr  Strauch  mit 
seiner  Klage  üner  Unvollständigkmt  im  Widerspruche  mit  den 
anderen  Beurtheilem  meines  Buches  befindet»  die  es  alle  f&r  reich- 
haltig (natürlich  in  seiner  Art)  erklären. 


(■ 


*)  Damit  Herr  Stranch  nicht  «agt,  daic  ich  einer  von  d«n  hart- 
hörigen Schriftstellern  cei,  die  ihr  Ohr  der  Stininie  der  Kritik  gau 
Terschlieiten ,  habe  ich  hier  die  unerhört  neae  und  geniale  Manier  de«- 
'  selben  adoptirt,  wonach  die  ganze  Rezension  mit  vielem  Aufbrande  von 
Seharftiim  höchst  systematisch  in  Nummern,  diese  in  Abschnitte  mit 
römischen  Zahlen,  letztere  wieder  in  Rnbriken  mit  a,  b,  c  ett«  lerfiUlt 

t). 

t)  Kommt  auch  hehr&iaches  Alphabel  vor? 

Anmerkung  des  Setsersb 
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Nro*  2«  Herr  Strauch  tadelt  feroer  meine  DarstelluDg  dea 
bioomisebeii  Satzes  und  dabei  heisst  es  u.  A.  (S.  895.):  j^Gehei» 
wir  nun  zur  Entwickelung  des  Binomialtheorems  selbst»  so  gewabrea 
^vir>  dass  i^oUe  dreizehii  Seiten  verwendet  sind  5  um  nur  die  Ent* 
wickeloDg  von  (a;-|-/r)"*  für  deo  Fall  berzusteilen ,  dass  m  eine 
positive  ganze  Zahl  \sV*  Herr  Strauch  muss,  hieraaeh  zu  ur- 
tbeilen,  wahrscheinlich  nicht  zahlen  können,  denn  die  fragliche 
Entwickelung  nimmt  nur  acht  uod  zweidrittel  Seiten  ein,  auf  deneo 
ausserdem  auch  noch  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Blnomial- 
koeffizienti^p  positiver  und  ganzer^  Exponenten  stehen  ^  was  Herr 
Strauch,  wie  es  scheint,  absichtlich  verschweigt.  Ich  setze 
zum  Beweise  den  lobalt  her: 

Cap»  V..    Uas  Biuomial  theo  rem. 

^.  27.  Bestimmung  der  hieher  gehörenden  Aufgabe  und  erste 
Schritte  zur  Losung  derselben.    (S.  130.  Zeile  12.  v.  0.) 

Hier  zeige  ich  die  Entstehungsweise  der  BinomialkoefSzienten 
bei  succesiver  Multiplikation  von  l-f^  mit  sich  selbst,  gebe  die 
Consruktion  der  Koefliziententafei  und  beweise  die  Eigenschaften 

wip  =  mm^p,  ntp-^i-i-mp  =,(m-|-l)|,, 
(«+ft»  =  «■  +  «»-1  ßi  +  a*-^Äfc  +  ...+]?«. 

§.  28.    Weitere  Betrachtung  der  Binomialreihe.    (S.  135.) 

Ich  leite  hier  aus  der  BinomialkoeffiziententaCel  induktorisch 
die  Formel 


m—p — 1 

ab ,  welche  zur  independenten  Bestimmung  der  Koeffizienten  dient, 
und  bemerke,  dass  die  vorhin  bewiesenen  Eigenschaften  von  mp 

auf  die  Form  — ^ r-'ir^ —     ^      ^  passen.  Um  aber  eine  strenge 

Controle    für   die  Richtigkeit   des  noch  hypothetischen  Resultats 

(l+:c)-.  =  1  +  ^a:  +  2L^=i>  :c« +.. . +^ 

zu  erhalten,  «chlage  ich  vor,  die  Reihe  rechts  für  sich  zu  sum- 
niiren;  käme  dabei  (l-f^)*"  als  Summe  heraus,  so  hätte  man  darin, 
die  Probe.  Hinzugesetzt  wird  aber  gleich,  dass  sich  dieser  Ge- 
danke allgemeiner  ausführen  lässt,  wenn  man  statt  m  eine  belie- 
bige Grosse  ft  setzt.    Jetzt  folgt 

§.  29.    &immirung  der  Binomialreihe.    (S.  138.  Z.  9.  v.  n.) 

worin  gar  nicht  mehr  von  positiven  ganzen  Exponenten  die  Rede 
ist.  Das  Binomialtheorem  fiir  ganze  positive  Exponenten  steht 
also  auf  dem  Räume  von  S.  130.  Z.  12.  v.  o.  bis  S.  138.  Z.  9. 
V.  u*  und  das  macht  circa  8]  Seiten,  aber  nicht  13!  Herr  Strauch 
verlangt;  dass  ich  hätte  Combinationsiehre  aufnehmen  und  mittelst 
dieser  den  binomischen  Satz  beweisen  sollen.  Da  Ich  aber  im 
ganzen  Buche  Combinationsiehre  nur  an  dieser  einzigen  Stelle  hätte 
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tntmchen  kStmeo^  so  wüte  sie  dc»ch  nur  ein  integrireiMler  Theil 
Tom  Capitei  Binoniiaithenrefn  gewesen  und  dasselbe  hierdurch  je- 
denfalls grosser  geworden,  als  bei  der  obi|;eii  Darstellung.  Uemri- 
gens  lag  mir  daran ,  den  Schüler  frühzeitig  mit  dem  acht  aoalvti- 
schen  Verfahren  bekannt  zu  machen ,  -wonach  man  in  eine  Zahten- 
reihe,  welche  sieh  aus  dem  Calcül  ergiebt,  erst  induktorisch  ein 
Gesetz  zu  bringen  und  dieses  nachher  zu  beweisen  sucht.  Euler 
bat  diese  M^hode  unzählige  Male  angewandt  und  miit  einigem 
Geschick  ist  sie  bei  Tielen  Untersuchungen  (z.  B.  über  höhere 
IKflereutialquotienten)  eine  wahre  Fundgrube  neuer  Resultate. 

Nro.  3.  In  Bezug  auf  Gränzbetrachtun^eu  hatte  ich  in  der 
Vorrede  bemerkt,  dass  es  gar  nicht  einerlei  sei,  ob  man  in  einer 
Funktion  von  x  die  VerätiderUche  gleich  einem  speziellen  Werthe 
ü  setze,  oder  sie  in  diesen  übergehen  lasse,  weil  dieser  Ueber- 
gang  auf  zweierlei  Weise  durch  continuirliche  Zunahme  oder  Ab- 
nahme möglich  ist  und  diess  an  einem  Beispiele  erläutert-.  Lässt 
man  nSmIich  in 

1  1 

f(ic)  r=  Arctan Arctan 


o — x  X — a 


x  durch  Zunahme  in  a  übergehen,  indem  man  jrs« — d  setzt,  wo 
d  bis  zur  Gränze  Mull  abnimmt,  so  wird 

/*(«)  =  Lim  (Arctan  ^  —  Arctan  —^ 


d 
=  Arctanao  — Arctan( — x>)  =q— (— s-)=^- 

Nimmt  man   dagegen    in  /*(a:)  jrcisa^d,   so   entsteht  der  Wertb 
ars=«  durch  Abnanme  ▼••  x  und  es  wird 

« 

f(p)  =  Lim  (Arctan  — ^ —  Arctan  ^) 


%      n 


=  Arctan  ( — oo) — Arctan  oo  =  — —— —  =  — «. 

Hinzugefügt  habe  ich  noch,  dass  man  diess  leicht  aus  einer 
geometrischen  Construktion  ersehen  könne.  Herr  Strauch  mochte 
nun  zuerst  diese  Construktion  kennen  lernen,  die  ihm  nicht  so 
nahe  zu  liegen  scheint.  Der  gelehrte  Kritikus  sieht  hier  den  Wald 
vor  lauter  Bäumeti  nicht,  denn  über  jene  Cons^ktion  kahn  jeder, 
der  S.  45.  4  gelesen  und  Fig.  18.  angesehen  hat,  nicht  einen 
Augenblick  in  Zweifri  sein.    JD^e  graptiische  Darstdflüng  Ton  der 

genannten  Funktion  fi^oS)  ist  der  von  Arctan  —  völlig  analog,    nur 

däss  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ein  anclärer  ist  und  die 
Ordinaten  doppelt  so  gross  wie  die  in  Flg.  18.  sind.  Diess  als  Probe 
vom  Scharfeinne  meines  Herrn  Gegners.  -^  Aber  er  geht  noch 
weiter  und  beweist  uns ,  dass  f(S)  unendlich  viel  verschiedene 
Weribe  hat.    Das  gebort  nun  gerade  in  das  Gebiet  des  Ünrnnus. 
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Die  Funktion  Arct^n-  hat  Dämlich  wie  —selbst  immer  nur  einen 

z  z 

1 

Werth»  ausgenommen  für  s:=:0;  d^on  fä>  7=3:0  mrd  die  Fttuktiön  ^ 

1  z 

unstetig»  indem  sie  aus  -^  od  nach  -f  x  überspringt»  oder  richtiger« 
ihre  graphische  Darstellung  als  Curve  (gleichseitige  Hyperbel)  l)e- 
steht  aus  zwei  ganz  getrennten  Zügen  >  die  ein  Perpendikel  im 
Anfangspunkte  der  Coordlnaten  zur  gemeinschaftlichen  Asjfm- 

ptote  haben.    Daher  hat  Arctan  —     für    2  =  0    zwei    Werthe 

Arctan  ( —  od  )  ==  —  t^-  und  Arctan  (^-od  )  =  -f  o  »    und   daraus  folgt 

ganz  unmittelbar,  dass  jene  Funktion  f(^)  für  ^^=a  oder  a — a;=0 
zwei  Werthe  annimmt»  von  denen  -i-n  der  Endwerth  der  bei  x=0 
anfangenden  Reihe  Ton  Werthen  ist  und  •*-»  den  ersten  der- dar- 
auf fol|;enden  Werthe  darstellt.  Es  wäre  wirklich  zu  wünschen» 
dass  Uns  Herr.Strdudi  eine  Zeichnung  von  fix)  mittheUte, 
einer  Funktion»  die  nach  seiner  gelehrten  Deduktion  immer  nur 
einen  Werth  hat»  aber  für  ar=a  urpl5tzlrch,  man  weiss  gar 
nicht  woher»  unendlich  viele  Werthe  annimmt. 

Nro.  4.  Herr  Strauch  redet  u.  A.  aut^h  den  divergenten 
Reihen  das  Wort,  und  hierauf  brauchte  ich  eigentlich  am  wenigsten 
zu  entgegnen»  da  dieser  Punkt  bereits  unter  den  Männern»  welche 
die  Analysis  in  neuerer  Zeit  erweitert  haben»  vSilig'entsdiieäen 
ist.  Man  muss  b»  nur  einmal  versucht  haben,  io  dieser  Bezlefanng 
etwas  zu  leisten  und  man  macht  gar  bald  die  Erfahnm,  auf  wei« 
chem  schwankenden  Boden  man  sich  befindet,  sobald  man  nicht 
mehr  im  Stande  ist»  die  Convergenz  oder  Divergenz  der  in  Rech- 
nung gezogenen  Reihep  zu  beurtneilet.  Ifß  Gegensaü^e  zu  dieser 
Erfahrung  meint  Herr  Strauch»  man  könne  mit  divergenten  Rei- 
hen in  Gottes  Namen  rechnen»  wenn  man  vorher  überlebt  habe» 
zu  welchem  Zwecke  man  die  Reihen  benutzen  wolle.  Da  diese 
Meinung  eine  bei  denjenigen  sehr  gewöhnliche  ist»  welche  einer 
Kritik  der  Methode  nicht  recht  trauen  und  keine  ErfaÜrtuig  obiget 
Art  haben  und  die  gewissermassen.  etn  juste  miHeu  bilden  moch- 
ten» was  In  einer  exakten  Wissenschaft  zwischen  diametral  ent- 
gegengesetzten Ansichten  ein  Wahres  Unding  ist»  so  will  ich  dier 
selbe  nier  etwas  näher  beleuchten. 

Wenn  über  Anwendungen  von  Reihen  diskutirt  werden  soU, 
so  werden  wir  zuerst  gen<ithigt  sein»  die  unnothi^en  und  über- 
flüssigen Anwendungen  von  den  durchaus  nothwendigen  und  nicht 
zu  vermeidenden  sondern  zu  müssen.  Unter  die  ersteren  gebort 
aber  sehr  Vieles»  z.  B.  die  Gründung  der  Differenzialrecbnung  auf 
die  Taylor'sche  Reihe»  womit  der  Zweck  dieser  Rechnung,  nü^m- 
lich  das  Gesetz  der  Stetigkeit  in  seinem  ganzen  Umfange  in  die 
Gewalt  des  Calcüls  zu  bringen ,  völlig  aus  den  Augen  gerückt  wird ; 
ferner  der  Beweis  für  die  Regel  zur  Aufsuchung  der  Maxima 
und  Minima 9  deir  viel  besser  mit  Hülfe  deif  Relation  f(a+h)=^f{a) 

+  |-^" — /t»)(a+U)  geführt  wird;   die  Ableitung  der  Gleichung 

der  Tangente  an  einer  Uurve»  die  Quadratur  der'Cvrven  und  in.  A. 
Der  wirMich  nothwendigen  Anwendungen  bleiben  dann  nur  zwei ; 
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entweder  will  maD  die  Werthe  einer  Funktion  näberungaweis  be- 
rechnen 9  oder  man  verwandelt  einen  Ausdruck  auf  doppelte  Weise 
In  Reihen,  welche  nach  Potenzen  einer  Hauptgrusse  fortgehen^ 
um  beiderseits  eine  Coeffizientenvergleichung  vornehmen  zu  kSmien. 
Dass  fOr  den  ersten  Zweck  nur  convergente  Reiben  brauchbar 
sind,  ven<tebt  sich  ganz  von  selbst;  aber  auch  für  den  zweiten 
erkennt  man  a  posteriori  leicht  die  !Notbwendigkeit ,  sich  erst  von 
der  Convergenz  der  fraglichen  Reihen  zu  überzeugen,  wenn  man 
nicht  mit  der  CoefBzientenvergleichung  auf  die  verkehrtesten  Re- 
sultate kommen  will.  Z.  B.  es  giebt  folgende  Formel ,  die  zuerst 
von  Lapiace  entwickelt  wurde: 


H/  0 


•cos  war  a« «._-  rt\ 


und  sie  gilt  Mr  alle  möglichen  positiven  u.  Setzt  man  fSr  cos8;r 
und  e*^  die  wirklich  gleichgeltenden  und  convergireirden 
Reihen ,  die  nach  Potenzen  von  uop  und  u  fortgehen ,  so  ergiebt  sieb 

y^«  Sa?    _  I««     /»«  x^da:  ,      «^       P^  ai^dx 
0    1+55      T7lJo     1+a:«"*"  1.2.3.4 Jo    1+^     "'    i       /2) 

~tÄ^       1*^1.2      1:23+1:2:3:4      ••^ 

und  niiD  sollte  man  denken,  es  müssten  die  Coeffizienten  gleicher 
PotenzeD  von  u  einander  gleich  sein,  aber  qtfod  non,  ^enn  es 
kommt  heraus  ^ 

y"*«   ftg   _  gg     P'^x^dx^      n     P'^3t^dx_  ,  n  ^ 
o    H^-"2Vo    1+^""      2V0    l+^*'""*^2^- 

r    1.2.3"  1.2.3.4.5         ^' 

und  von  diesen  Gleichungen  ist  nur  die  erste  richtig  (weil  die 
Formel  (1)  für  tf  =  0  gilt),  alles  Andere  dagegen  weist  sich  als 
falsch  ans ,  denn  die  Werthe  der  übrigen  Integrale  sind  unendlich 
gross.  Hier  kann  der  Fehler  nur  oarin  liegen,  dass  man  die 
Coeffizienten  zweier  Reihen  verglichen  hat,  ohne  die  Conver^enz 
der  letzteren  zu  kennen,  denn  die  Formel  (1)  ist  unbestritten 
richtig  und  ebenso  sind  es  die  Substitutionen  für  cos  «er  und  er^^ 
Wollte  man  also  auf  diesem  Wege  die  Werthe  bestimmter  Inte- 
grale suchen,  so  müsste  man  sich  vorher  überzeugen,  dass  die 
Reihe,  in  der  sie  vorkommen,  convergirt,  was  aber  oft  sehr 
schwer  ist.  Ich  könnte  dergleichen  Beispiele  aus  eigener  Praxis 
in  Menge  anführen,  wenn  ich  es  überhaupt  der  Mühe  werth  hielte, 
literarische  Nachzügler  zu  belehren« 

Herr  Strauch  mocquirt  sich  bei  seinem  Räsonniren  über 
meine  Behandlungsweise  der  Reihen  auch  über  die  Soitik  der 
Methode,  auf  welcher  er  mich  „herumreiten'^  *)  Iltsst;  statt  aber 


*)    Ich  kann  dieses  edle  Ross  Herrn  Strauch  bectem  empfehloi; 
wer  es  su  fuhren  versteht,  hommt  damit  eben  so  rasch  als  #if^er  vsv 
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m  xflieen»  worin  ilire  PrinzipieD  falsch  sein  sollen«  was  deip  grossen 
ScbartsiDDe  des  Rezensenteo  gewiss  sehr  leicht  geworden  wäre,  stellt 
er  mit  selbStgef älliger  Apodiktizität^  aberehne  Beweis«  eine  Aosicht 
hin,  dienritdem  Argumente  anfängt  dass  der  Begriff  der  unendlicheo 
Reihe  der  allgemeinere  und  dier  der  endlichen  der  speziellere  sei«  wor* 
aus  er  dann  ableiten  will,  dass  man  erst  die  unendlichen  und  danvdie 
eodllchen  Reihen  behandeln  müsse.  Hierauf  ist  zu  antworten ,  d|iss 
bloss  logische  DIstinktionen  uns  für  die  Mathematik  sehr  wenig  helfe» 
fcfinoeD,  denn  die  letztere  ist  keine  Wissenschaft  aus  blossen  Be« 
griffen  wie  die  Philosophie«  sondern  aus. Begriffen  und AnschattuM- 
pfen«  die  gerade  ihr  Fundament  ausmachen,  was  ein  gewisser  Kant 
in  seiner  Kritik  der  Vernunft  zuerst  nachgewiesen  hat-  Die  Scheu, 
Vielehe  manche  Mathenmtiker  vor  der  Eioniischung  philosophischer 
Betrachtungen  in  ihre  Wissenschaft  haben  (und  in  gewisser  Hin- 
sicht mit  vollem  Rechte)  ist  nichts  als  das  dunkle  Gefühl  dieser 
Wahrheit  und  der  daraus  entspringenden  Nichtigkeit  des  Schliessens 
ans  blossen  Begriffen.  Man  combinire  z.  B.  die  Begriffe  ««zwei'%  - 
9«Punkt''  und  ««Gerade'*  so  viel  man  wolle,  und  man  wird  niemals 
den  Satz,  dass  die  Gerade  zwischen  zwei  Punkten  der  kürzeste  Weg 
ist«  herausbringen;  ganz  ebenso  geht  es  in  der  Arithmetik,  nur 
dass  hier  die  Anschaulichkeit  eine  schematische  und  nicht  con- 
struktive  ist.  Ginge  die  Sache  bloss  lo^sch  zu,  so  musste  man 
zuerst  die  Theorie  des  Vielecks  In  der  Euklideischen  Geometrie 
entwickein,  da  Vieleck  der  allgemeine,  Viereck,  Dreieck  etc.  der 
besondere^  Begriff  ist ;  aber  dei^leicheo  wird  sich  kein  vernünftiger 
Mensch  einfallen  lassen.  Und  so  ist  der  Grunddes  Hetrn  Stranch 
völlig  nichtssagend  fär  die  Theorie  der  Reihen.  So  wie  man  aber 
immer  vom  Einfacheren  zum  Complicirteren  fortschreitet,  so  ist  es 
auch  natürlich,  erst  endliche  und  dann  naendliche  Reihen  zu  be- 
trachten. Diess  wird  aber  sogar  nothwendig,  wenn  wir  den 
Charakter  des  Mathematisch -Üneikd liehen  näher  besehen.  Es  ist 
diess  kein  Fertiges,  Abgeschlossenes  oder  Absolutes,  sondern  ein 
Unvollendbares«  und  wir  stossen  darauf,  sobald  Wir  bemeiicen, 
dass  irgend  eine  Operation  siqh  soweit  fortsetzen  lässt,  als  es  nur 
verlangt  wird.  So  entsteht  uns  die  unendllthe  Zahlenreihe  aus  der 
successiven  Addition  der  Einheit  und  ebenso  die  unendlich^  Reihe 
ans  der  endlichen. 

Nro.  5«  Auch  Inkooseqneoz  wirft  mir  mein  welser  Rezensent 
vor«  indem  er  bemerkt«  dass  ich  einerseits  gegen  die  Methode  der 
unbestimmten  CoefBzienten  aufgetreten  sei,  aber  selbst  von  ihr 
beim  Binomialtheorem  für  ganze  positive  Exponenten  Gebrauch 
gemacht  habe.  Nun  ist  aber  doch  wohl  einiger  Unterschied  darin«' 
ob  man  vorher  bewiesen  Jiat,  es  sei  eine  Funktion  f(x)  von  der 
Form  A  +  Bx+Ca^^...-t-M3ß^,  oder  ob  man  das  so  sus  Blaue 
hinein  annimmt.  Ueberall ,  wo  man  das  Erste  thtin  kann ,  habe  ich 
gar  nichts  gegen  jene  Methode  und  wende  sie  selbst  sehr  gern 
an,  wie  z.  B.  Bd.  IV.  des  Archivs.  Nro*  XL. ;  aber  ein  solches 
Verfahren  nennt  man  gewöhnlich  gar  nicht  die  Methode  der  unbe- 
stimmten  CoefBzienten    und  nur  Herr   Strauch   braucht    diesen 


Flecke  und  das  ist  heoi  zu  Tase,  wo  Alles  geschwind  gehen  soll,  jeden- 
fülls  nnendlidi  viel  besser ,  als  anf  einen  störrigen  Esel  hinterher  xu 
hnmpdn  Oder  wohl  gar,  wenn  das  Beest  toots  aUer  üiehe  nicht  weiter 
will,  völlig  sitzen  zu  bleiben. 
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NtBMB,  um  mch  hkr  ntch  Mfaier  bSrntechen  Wete  «ioM  Cmd 
zum  Tadeln  finden  zn  können.  Will  man  aber  Pnnkliotteo,  tob 
denen  man  glmh  anianes  beweinen  fainn,  dass  ele  keine  a^ 
braincben,  rationalen  una  ganaen  sind*),  nach  dieser  Metbode  in 
Reiben  Terwandeln»  so  M  1)  der  AnfaM  der  Reduning  eine  Hy* 
potbene  und  3)  weisn  nan  im  Vorans^  dass  die  Reibe  nnendKcb 
werden  mann;  nnn  sind  aber  nur  eonvei^nte  Reiben  einer  be- 
stimmten Grosse  gleich,  man  setzt  aber  deck  die  fVmktion  der 
Reihe  gleich  und  foleiicb  hat  man  ausser  der  ersten  Hypothese 
noch  die  zweite  der  Convergenz  gemacht  Was  dal»ei  heransfcom- 
men  kann,  will  ich  wieder  an  einem  Beispiele  aeigen.    Setzt  man 


secr  =  ilo-f  Jas^+i<4i*+-i«s^+..., 


.1 


so  findet  man  leicht  durch  Multiplikation  mit  cos:  =  l-^|^-|-..., 
dass 

ist»  wobei  B%,  B^,  B^  eta  eewisse  CoelBzieoten  bedenteii,  deren 
Bildongsgesetz  nidit  abzusehen  ist.  Ebeodesswegen  kann  mao 
auch  £e  Bedingnogen  dtf  Convergenz  nicht  aii^ben.   Nun  kunate 


man  foigeoden  W^  zur  Bestimmang  von  B^^,  S^  etc.  einschlagen. 
Man  setze  ux  für  z  und  multiplizire  beiderseits  mit  costix,  so  viiril 

1 2=  costftT  +  -r^  ^  costur  +  x^^^  fll*«osiur+.. . , 

und  durch  HuI^pHkation  mit     /'^     und  Integration  zwischen  den 
Giinaca  JtszO  «id  orssos: 

Die  Werthe  u  Immtlicber  integrale  finden  sich  nach  der  Formel 


^  Ah  FkroiNi  «oMler  BtfWtlse  Mbe  mim  den  FolgcndMU  Wlue  irfai* 
eine  ganz«  MCfenals  und  algebnlMihe  Fitiil[tiMi  dt«  SMai  Cltadet,  •# 
mäMt«  tfvgai  d«r  Gleicbbng  cemUäf^^l — 8sin*;r  aach  om&t  dad  ebenie 
eo9X  etae  selche  selo  aber  de#  (3^)^»  Gradei.  Aadereraeits  i«t 
«in3^=28in;rce8^,  wn  aacb  dem  Vorir^n  die  rechte  Seite  eineFanktian 
de«  {9m)Un  Grade«  nein  mass,  während  die  linlce  Seite  wie  sin^  s^bit 
bloM  Tom  mten  Grade  ist.  Da  nun  für  alle  indg-liclie  X  Iceine  Gleicbdng 
zwischen  ganzen  rationalen  and  algebraischen  Fnnictionen  Terschiedener 
Grade  bestehen  Icann,  so  folgt  daraus  die  Unrichtiakeit  der  Vorass- 
Setzung.  Wenn  sieh  also  slaiT  wiridieh  in  eine  Reihe  wn  der  Form 
A'^BX'irCx^'f.»  twwtaideUi  lassen  sollte,  so  kaaa  diese  Reihe  keinen- 
falls  eine  endliche  sein. 
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die  i^ch  aus  Formel  (1)  durch  Sitmalige  DifferensuitioD  nach  n  er* 
giebt,  und  so  wird 


oder  durch  Hebung  von  ^  und  Multiplikation  mit  e^i 

woraus  lauter  Absurditäten  folgen»   wenn  man  ffir  ^  die  gleich- 
geltende  Reibe  setzt. 

Mro.  6.  Ich  habe  in  mein  Buch  Manches  von  Cauchy  auf- 
genommen f  was  ich  nicht  anders  machen  konnte  oder  wollte,  wenn 
mir  die  Darstellung  dieses  Meisters  allen  Ansprflchen  zu  senägen 
schien.  Herr  Strauch  schämt  sich  nicht,  diess  Abschreioerei  zu 
nennen l  Da  ist  wohl  auch  der  ein  Abschreiber,  der  in  sein  Lehr- 
buch der  Geometrie  Euklids  Beweis  vom  Magister  Matheseos 
aufnimmt,  weil  er  ihn  für  den  besten  hältt  Das  sonderbarste  an 
der  Sache  ist  aber,  dass  Manches,  wie  2.  B.  die  Auflösung  der 
Gleichungen  f{x)-^f{y)=f(ßi^),  f\a:)f(y)z=:f{x+v)  u.m.  A.,  sich 
schlechterdings  nur  auf  eine  einzige  Art  bewerkstelligen  lässt, 
wenn  man  die  Aufgabe  nicht  auf  die  Integration  einer  Differenzial* 
gleichung  bringen  will.  UebrigeiiB  wird  man  in  der  üarsteihrogs- 
weise  immer  noch  nicht  unbedeutende  Differensen  zwischen  Cau- 
chy's  Buche  und  dem  meinigen  bemerke«. 

« 

Nro.  7.  In  der  Vorrede  hatte  ich  gesagt,  dass  ich  anaKrtischen 
Betrachtungen  gern  die  entsprechenden  geometrischen  an  die  Seite 
stelle  und  dass  mich  schon  eine  kurze  Erfahrui^  von  der  Zweck- 
mässigkeit dieser  Weise  belehrt  habe.  'Herr  Strauch  bemerkt 
hierauf,  diess.  hätte  ich  mir  nicht  erst  von  der  Erfahrung  sagen 
zu  lassen  u^^thig  sehabt,  ich  hätte  es  auch  aus  guten  Büchern 
lernen  kCnnen.  Allerdings  gelehrter  Mann ;  aber  ich  habe  ear 
nicht  gethan,  als  sei  ^]ene  Alethode  meine  Erfinduij^  und  es  ist 
«federmann  erlaubt  seine  eigene  Erfahrung  anzuführen.  Herr 
Strauch  mäkelt  weiter,  diess  rechtfertige  die  Aufnahme  geome- 
trischer Betrachtungen  in  ein  System  der  Analysis  nicht;  sehr 
wahr  weiser  Daniel ,  aber  ich  habe  gar  kein  sogenanntes  System, 
sondern  einen  Leitfaden  jfür  akadlBuiisdie  Vodesungen,  schreibe 
wollen. 

Mro.  8.  Ich  komme  nun  an  diejenige  Partie  der  fraslichen 
Rezension,  in  welcher  die  grobe  Unwissenheit  ihres  Verfassers 
am  auffallendsten  hervortritt.  Ich  hatte  nämlich  gelegentlich  daran 
erinnert,  dass  man  sich  hüten  müsse,  4/(2;^  una  h  für  identische 
Fepktionen  für  t  anzusehen  mid  dazu  bemerkt,  dass  diess  auch  für 
cBe  Integralrechnung  von  einiger  Wichtigkeit  sei;  da  hat  mm  der 
eminente  Scharfsinn  des  Herrn  Strauch  sogleleh  eirratiien,  dass 
meine  Bemerkung  auf  die  im  6ten  Theile  des  Archivs  S.  326.  dis- 
kutirte  Frage  geht,  obgleich  der  genannte  Aufsatz  später  geschrieben 
und  gedruckt  worden  ist,  als  aie  fragliche  Stelle  meines  Buches. 
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Ich  vnü  mit  meiiMm  Htfrni  Resensenten  nicht  darfibcr  rediteo, 
dass  er  die  BericbtiguDg»  die  er  fiber  einen  Jovrnalartikel  gebeo 
sn  können  glaubt»  an  einer  Stelle  giebt  •  wo  sie  gar  nicht  bing^ 
gebort,  w&brend  ibm  das  Arcbiv  ei>en  so  gut  offen  stand  wie  mir, 
leb  will  micb  bier  MoIm  an  der  Sacbe  balten.  Der  Herr  Heraus- 
ireber  des  Archirs  bat  bekanntlich  schon  1838  erinnert,  dass  es 

falsch  sei  /  —  =  tr-f  Const  an  setxan  und  dass  esbeissen 

r^^\l{a?^;   ich    habe  wiederholt  unf  die  Richtigkeit   dieser 

Bemerkung  aufmerksam  gemacht,  wobei  ich  den  Urheber  derselben 
nicht  verschwiegen  habe  (z.  B.  Archiv.  Tbl.  V.  S.  388.)»  am  aller- 
wenigsten habe  ich  dieselbe  als  eine  „neue  Entdeckung'*  von  mir 
„ausposaunt*',  wie  Herr  Strauch  frech  genug  ist,  mir  nachzusagen. 
Unter  der  Anwendung  der  zweiten  Formel  erhält  man  z.  B. 


mus8 


Herr  Strauch  traut  seinen  Augen  kaum,  wenn  er  sieht,  dass 
die  Integrale 

r*^  «od  r"- 

gleiche  Wertbe  haben  sollen  trotz  der  verschiedenen  Int^rations- 

§  ranzen.  Durch  diese  buchst  kowiscbe  Verwunderung  kfindigt  sich 
er  grundi^elehrte  Herr  Kritikus  gleich  als  Neuling  im  FeHe  be- 
stimmter integrale  an;  wenn  ihn  ^scheinungeo  der  Art  so.vei- 
wundern ,  so  wird  er  wohl  in  dieser  Branche  aus  der  Verwunderung 
gar  nicht  herauskommen;  z.  B.  ist 

yainaSx=  f      Bvaschxzs:  1      Anxdx.^,, 
o  t/  0  */  o 

gewiss  noch  viel  paradoxer  als  das  Obige.  t>as  einzig  Richtige, 
was  Herr  Straucn  vorbringt,,  ist  die  Consequenc:  wenn  die  ob^ 
Gleichung  bestehen  soll,  so  muss  auch  sein 

Dass  nun  wirklich  ganz  allgemein  ^  f 


z 


ist,  will  ich  Herrn  Strauch  hier  auf  doppelte  Art  beweisen. 

A.  Geometrischer  Beweis.  Vielleicht  bat  Herr  Strauch^ir- 
gendwo  eionud  etwas  davon  gebOrt,  dass. wenn' y==/'(a')  die  Glei- 
ebnng  einer  Curv«  bedeutet,  das  bestimmte  Integnil 


/. 


^  f(x)dx 
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nMkt^  Anderes  als  die  Fläche  M,  welche  vDn  der  Curve^  den  ea 
:ttsia,  arc=2d..geli6rendeu  Ordinalen  f(a),  f(ß)  und  dem  Stücke 
ß^^a  der  Ähecissenachse  begränzt  nird.  In  unserem  Falle  ist 
die  Cnrve  eine  gleicbseitige  Hyperbel ,  deren  Asymptoten  die  Coor 
dinateoachsen  sind  und  die  Fläche,  welche  zwiscnen  den  zax= 


und  a:=-|-a  gehörenden  Ordinaten  enthalten  ist,  besteht  aus  zwei 
congruenten  Theilen»  von  denen  der  eine  über,  der  andere  unter 
der  Ab^cissenachse  liegt,  und  mithin  dem  Zeichen  nach  einander 
entgegengesetzt  sind.  Daraus  folgt,  dass  jene  Fläche  ===0  ist, 
während  nach  Herrn  Strauch  ihrWerth  =:2(a)— /(— a)  =^  /(— 1) 
sein  müsste ,  so  dass  die  Fläche  einer  reellen  Gurre  imaginär  aus- 
fiele! Es  ist  wirklich  gut,  dass  die  Polizei  nicht  Integnurechnung 
versteht;  es  wäre  sonst  mindestens  zweifelhaft,  ob  sie  Herrn 
Strauch  noch  frei  herumlaufen  Hesse* 

B«  Analytbcher  fieweis*    Es  ist 

Man  setze  im  ersten  Integrale  ^  =-— z,  so  wird  x=0  und 
zz^+a,  wenn  ar.=.0  und  ar=s—a  geworden   ist,   uipd  nuui  hat 

folglich  wegen  —  =  — 

-«     J?       t/a     Z       t/o     *  t/o     *       t/o    *' 

und  der  Haupt  wer  th  dieser  Differenz  ist  Null,  aber  keinenfalls 
imaginär.  —  Herr  Strauch  sagt,  es  käme  Alles  auf  die  Werthe 
der  durch  die  Integration  hereingekommenen  willkürlichen  Coo- 
staoten  an;  armer  Herr  Strauch,  wissen  Sie  denn  nicht,  dass  in 
bestimmten  Integralen  (wie  die  obigen  sämmtlich  sind)  auf  die 
Integrationskonstanten  gar  nichts  ankommt,  weil  sie  durch  Einfüh«* 
rung^der Gränzen  weggeschafft  werden?  Das  ist  ja  ebenider  Grund 
der  jBenennune  „bestimmtes"  Integral.  .  Am  Endfe  Terwundert  sich 
Herr  Strauch  noch  einmal  und  zwar  darüber,  dass  ich  Dinge 
wie  die  oben  bewiesenen  behaupte,  trotz  dem,  dass  ich  ein  Bucn 
über  bestimmte  Integrale  geschrieben  habe.  Aber  eben  desswegen, 
weil  ich  mich  mit  mesem  interessanten  Gegenstande  viel  beschäf- 
tigt habe,  weiss  ich  mich  vor  Fehlern  zu  hüten,  in  die  man  bei 
einer  Unwissenheit  wie  die  meines  Gegners  nothwendig  ver- 
fallen muss. 

S  ch  I  u  s  s  w  o  r  t  *). 

Hiermit  glaube  ich  hinreichend  nachgewiesen  zu  haben,  dass 
die  Vorwurfe,  welche  mir  Herr  Strauch  macht,  entweder  auf 
einer  gänzlichen  Entstellung  von  Thatsacben  oder  auf  unbegreif- 
licher Ignoranz  beruhen;  einem  solchen VerfBihren ,  desisen  richtige 
Bezeichnung  ich  dem  Leser  überlasse,  gegenüber,  halte  Ich  es 
nicht  für  der  Mühe  werth,  etwa^^en  neuen  Anfeindungen  auf  diesem 


*)    Habe  ich  auch  von  Herrn  Strauch  gelenit 
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Wtgt  estMgeii  %a  treteü.  Es  besHamiC  mich  hkawa  auch  noch 
•die  rrachtios«  Muh# ,  welche  es  koatet»  sich  durch  den  gao«  im* 
dentf^ben  «od  holpriges  Jargon  des  Herrn  BeiBenseoten  dnrchzn- 
arbelten  *).  Wenn  der  i^istreiche  Fransose  mil  seinem  ,,le  style 
cest  fhemm^'  Recht  lutt»  weiche  Vorstellung  mnss  man  sich 
dann  vonHerm  Strauch  machen! 

Jena,  am  15.  Februar  1846. 

Schi  8mi  Ich. 


Oeometrle» 


Mann:  GrundzQge  eines  Systems  planimetrischer  Aufsaben. 
Nflmberg.    1846.    Tj  Ggr. 

UelierdieReettficatien  der  Perl pherredesKreisen. 
Von  Nicolai  Nawrotzki,  Doctor  der  Philosophie  der 
Universität  zu  Leipzig,  der  Kaiserlich  Russischen 
Akademieder  Wissenschaften  und  mehrerer  russischen 
und  ausl&ndi&chen  gelehrten  Gesellschaften  Mitglied. 
Hamburg. 

Diese  mit  einer  sehr  pomphaften  Vorrede  versehene  im  Gan- 
zen nur  i]  Seiten  umfassende  Schrift  enthält  weiter  nichts  als 
eine  annähernde'  Bestimmnng  der  Peripherie  eines  Kreises  ans 
seinem  Halbmesser  und*  ^ine  annähernde  Bestimmung  des  DuriJi- 
messers  aus  der  Peripherie  durch  Constructlon.  Wenn  auch 
bekanntRch  in  neuerer  Zeit  mehrere  derslelchetl  annähernde  Auf- 
lösungen wenigstei^s  des  ersten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
Probleme  gegelreq  worden  afnd,  so  wollen  wir  doch  die  von  dem 
Verfasser  mr  dieses  erste  Problem  gegebene  Auflösung  hier  in 
der  Kürze  mittheUen,  ersuchen  aber  den  Leser ,  steh  die  Figur 
selbst  zu  construiren,  was  keine  Schwierigkeit  haben  wird. 

Um  dkl  Peripherie  ^  eines  aus  dem  Mittelpunkte  O  Joit  dem 
Halbmesser  4^  beschriebenen  Kreises  zu  finden ,  ziehe  man  die 
beiden  auf  einander  senkrechten  Durchmesser  AB  und  Ci>;  Hier- 
auf schneide  man  auf  dem  Quadranten  AC  von  A  aus  auf  bekannti 
Weise  den  sechsten  Theil  AE  der  Peripherie  ab,  ziehe  durch  0 
und  E  den  Halbmesser  0£,  errichte  in  C  auf  den  Durchmesser 
CD  ein  Perpendikel ,  welches  sich  mit  dem  verlängerten  Halbmesser 
0£  in  P  schneidet,  schneide  auf  diesem  Perpendikel'  von'  dem 


*»^ 


^  Ekk  penr  SfylpMhAn  t  in  Nr».  2i  findet  «leli  ht^  der  Tofatfltaiigeb^ 
mthlem  BoclMs  der  FiMuiii  „ee  konmat''  oder  „dann  ktommC^*  nicht  ire* 
■iyfir  als  .sefamud  fainlcreiaSndeK ;  ■seh  der  UeliertelirÜt  ,,8thkMiBWft" 
heuflt  e«x  „Hiermit  soll  nun  geschloMen  werden"  ^  ich  möchte  wiMen, 
ob  Herr  Strauch  vielleich  eine  seiner  geistreichen  Rezensionen  mit  einem 
Sdüusfworte  angefangen  hat 
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Punkte  F  aus  nach  der  Seite  von  C  hin  eine  dem  dreifachen  Halb 
inesser  des  gegebenen  Kreises  gleiche  Linie  FG  ab,  und  ziehe 
dann  die  Linie  DG,  se  ist  diese  Uive  die  gesuchte  halbe  Peri- 
pherie des  gegebenen  fC^f^ses. 

Es  ist  nämlich  CF  offenbar  die  halbe  Seite  eines  um  den  Kreis 
beschriebenen  regulären  Sechsecks,  also^  wenn  wir  den  Halbmesser 

des  gegebenen  Kreises  als  Einheit  annehipen,,  CFr^r—pip:  folglich 
OG  s^  3 «— -^w  >  und  daher 

'  *  •    •        •        '  1 


also 


=  4+0— 2V3+^=s^-.2v3, 


DG:^  Vt4+(3-:^«}  =^  V(f-2V3), 


iViMraus  sieh  nach  der  in  der  Schrift  angesteHten  Reoknaoff;  *  die 
tvir  auch ,  jedoch  mir  ebeHlächlich  mit  iÜife  der  Logarittimeii> 

feprfift  «od  richtis  befunden  haben,    DO's::^il4l&I,  alsv'  eine 
febereinstimmung  ois  zur  5ten  Decimalstelle  mit  derLudolplilschea 
Zahl  ergiebt« 

Diese  Constniction  der  Peripherie  des  Kreises ,  wenn  man 
auch  bekanntlich  noch  sebauere  hat,  scheint  sich  uns  durch  ihre 
Letchtiskeit  in  der  Ausführung  zu  empfehlen,  und  fUr  den  prakti- 
schen Gebrauch  genau  genüg  zu  sein,  weshalb  T^lv  sie  hier  Iq 
,  der  Kürze  mitgetnellt  haben.  Die  in  der  Schrift  gegebene  Auf" 
lusung  des  umgekehrten  Problems  lässt  sich  ohne  eine  Figur  nicht 
gut  verständlich  mächen,  und  muss  )n  ihr  selbst  nachgesehen  werden» 

Ob  übrigens  diese  Schrift  wirklich  neu  o4er  nur  yeh  I^euem 
in  den  Buch£apc|e|  gebracht  worden*  ist i  was  wir  zu  vermuÄen 
Grund  zu  haben  glauben ,  l^^sseq  wir  dahin  gestejQl.t  sehi^  Ebeu  so 
lassen  wir  es*  unentschieden,  ob  dieselbe  nicht  vielleicht  eine,  von 
einem  der  Mathematik  ziernUah  .  Unkundigen  angefertigte  blosse 
Uebersetzung  aus  der  Kordiseben  JSäfenf  isi.  ^  Tersc|iiedene  falscik 
geschriebene  Formeln,  und  Namen  wie  ,»Z^iIon."r  „Mecius'^l 
u.  dgl.  lassen  das  letztere  wenigstens  n^it  grosser  Wahrscheinlich- 
keit annehmen.  Als.  ein  von  deuBraminen  gefundenes  Verhältniss 
des  Durchmessers  %ur  Peripherie  von  einem  höheren  Alter  wii? 
das  Archimedische  Verhältniss  wird  S.  8.  das  bis  wi  vierten  De« 
cimalstelle  richtig  sein  sollende  Verhältniss  125Q:3927  aj]|g9gebetlt 

Bloss  xim  die .  obise  annähernde  Construction  der  Peripherie, 
dre  sich,  wi^  schon  erinnert,  uns  namentlich  durch  7hre  Letchtig« 
keit  in  4^  AusßArun^  für  den  praktischen  Gebrauch  zu  empfeh- 
len scheint,  gelegenthch  mttzutfaeileti ,  haben  wir  uns.  bei  diei^^t 
sonst  ganz  unbedeutenden  Schrift  hier  so*  lange  v^rw^^flt,  utid 
bitten,  &shaib  iie  Leser  des  Literarischen  Berichts  um  Verzeihung» 
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M  e  eil  a  11  i  k. 


cu  ManDheim.    Mit  8  FigareDtafelu.    Stuttgart.   1845. 
8.    21  ggf. 

Diese  schon  vorläufig  im  LiterariscbeD  Bericht  Nro.  XXIV. 
S.  362.  angezeigte  Schrift  ist  zuflililg  erst  jetzt  in  unsere  Hände 
selangt»  verdient  aber  wegen  ihrer  allerdings  in  mehreren  Bezie- 
hungen eigenthdmiichen  Fassung  eine  etwas  ausführlichere  Anzeige. 
Der  Herr  Verfasser  sagt  in  der  Vorrede,  dass  ihn  bei  der  Aus- 
arbeitung dieses  Lehrbuches»  welches  hauptsächlich  zur  Vorbe- 
reitung auf  die  Maschinenlehre  bestimmt  sei,  die  Absicht  geleitet 
habe,  zur  allgemeineren  Verbreitung  der  in  Deutschland  noch  viel 
stt  wenig  bekannten,  ffir  die  Mascnioenlehre  so  wichtigen,  Prin- 
oipien  der  virtudlleo  Geschwindiffkeiten  und  der  lebendigen  Kräfte 
das  Srnnige  beizutragen.  DieBenauptung^  dass  bei  der  Anwendung 
der  allgemeinen  Principien  die  Resultate  nicht  begriffen  würden, 
weil  ihre  Entstehung  und  ihr  Zusammenhang  nicht  zur  Anschauung 

gelangten  9  k5nne  er  nicht  als  begründet  anerkennen.  Denn  was 
en  Zusi^mmeohang  der  Resultate  betreffe,^  so  könne  dieser  im 
Gegentheil  nur  dadurch  hervortreten,  dass  sie  sich  aus  einem  ein- 
zigen  Princip  ableiten  lassen.  Was  aber  die  Anschaulichkeit  ihrer 
Entstehung  anbelange ,  so  komme  es  nur  darauf  an ,  zum  Princip 
selbst  auf  möglichst  direktem  und  anschaulichem  Wege  zu  fuhren. 
Diesen  Zweck  glaube  er  hinsichtlich  des  Princips  oer  virtuellen 
Geschwindigkeiten  durch  unmittelbare  Ableitung  des  Parallelo- 
gramms der  Drucke  aus  dem  der  Beschleunigungen  und  durch  An- 
wendung des  einfachen  Hebels,  und  in  Bezug  auf  das  Princip  der 
lebendigen  Kräfte  durch  die  Anwendung  der  relativen  Drucke  er- 
reicht zu  haben,  deren  man  sich  zwar  schon  vor  langen  Jahren 
(wenn  nuch  in  anderer  Form  und  nicht  unter  besonderer  Benen- 
nung) in  einzelnen  Fällen  bedient  habe,  die  aber  später  durch  das 
D'Aleroberfsche  Princip  gänzlich  verdrängt,  und  auch  in  keinem 
Lehrbuche  als  Ba^is  der  Dynamik  aufgestellt  und  consequent 
benutzt  worden  seien.  Bei  solcher  Bebandluneswetse  erscheinen 
die  Statik  und  Dynamik  in  einer  natürlichen  und  deshalb  der  Fass- 
lichkeit  so'  giönstigen  Verbindung,  dass  allies  Dunkele  und  Mehr- 
deutige verschwinde. 

Die  Ueberschriften  der  vier  Hauptabschnitte  sind  folgende: 
Bewegung,  Beschleunigende  Kraft,  Druck,  Stoss,  wozu 
noch  zwei  Anhänge  über  die  Reibung  und  Steifigkeit  der 
Seile  >und  die  Festiekeit  kommen,  wobei  nicht .  unerwähnt 
bleiben  darf,  dass  die  Schrift  durchaus  nicht  bloss  auf  die  festen 
Körper  eingeschränkt  ist,  sondern  auch  die  tropfbaren  und  aus- 
dehnsamen  umÜEisst* 
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•^  Wegen  der  allerdings  eigenthümlichen  Darstellnnff  der  Haupt- 
iehren  der  Mechanik  und  der  einfachen  und  deutlichen  Behandlungs« 
weise  ist  diese  Schritt  jedenfalls  zu  allgemeinerer  Beachtung  zu 
empfehlen ,  und  zwar  um  so  mehr,  weil  es  wünschenswerth  ist, 
dass  die  so  höchst  fruchtbar^  Anwendung  der  beiden  mehrer« 
wähnten  allgemeinen  medianischen  Principe,  die,  wie  der  Herr 
Verfasser  ganz  richtig  bemerkt ,  unter  der  ziemlich  grossen  Anzahl 
solcher  allgemeinen  Principe,  welche  es  in  der  Mechanik  bekannt- 
lich giebt,  fär  die  Maschinenlehre  bei  Weitem  die  wichtigsten 
sind ,  immer  mehr  Eingang  und  Aufnahme  in  den  Unterricht  finde. 


i 


Astronomie. 


Neue  Theorie  der  Mechanik  des  Himmels  und  Be- 
weis der  Unhaltbarkeit  einer  allgemeinen  Gravitation. 
Von  Fr.  Buchholz.    Berliii.  1846.    8.     15  Sgr. 

Soli  bei  Schriften  wie  die  vorliegende  die  Kritik  etwas  nutzen, 
so  muss  dieselbe  nothwendig  in  einer  Ausdehnung  gegeben  wer- 
den ,  für  wielche  der  Raum  unserer  Literarischen  Berichte  zu  gering 
ist.  Das  Schriftchen  umfasst  nur  56  Seiten  und  von  Mathematil 
ist  begreiflicherweise  darin  nicht  viel  die  Rede.  Wir  begnügen 
uns  dsiher  mit  der  blossen  Anzeige  seiner  Existenz. 

Jahn:  über  den  neuen  Planeten  Asträa  und  den  Biela'schen 
Kometen.    Leipzig.  1846.    6^  gGr. 

Uranus  oder  tägliche  für  Jedermann  fassliche 
Uebersicht  aller  Himmelserscheinungen  im  Jahre  1846^ 
Für  dieZwecke  der  beobachtenden  Astronomie,  beson- 
ders^ aber  auch  für  die  Bedürfnisse  aller  Freunde  des 
gestirnten  Himmels  bearJ>eitet  und  zusammengestellt 
von  Ernst  Schubert  und  Hugo  von  Rothkirch,  und  her- 
ausgegeben von  Dr.  P.  H.  L.  von  Bogusiawski.  Glosau. 
1845.    8.    1  Rthlr.  15  Sgr.  ^  ^ 

Der  Zweck  dieses  Astronomischen  Jahrbuchs  in  einer  noch 
nie  dagewesenen  Form,  sagt  der  Herr  Herausgeber  in  der  Vor- 
rede, ist: 

1)  Es  soll  Jedermann  auf  eine  möglichst  vollständige  Weise 
in  den  Stand  setzen ,  dem  Gange  derjenigen  Hauptbegeben- 
heiten am  Himmel  folgen  zu  können,  welche  entweder  ent- 
schieden in  das  bürgerliche  Leben  eingreifen,  ja  selbst  den  Ver- 
kehr regeln,  oder  sonst  die  allgemeine  Aufmerksamkeit  In  Anspruch 
nehmen. 

• 

2)  ElB  soll  allen  denen,  welchen  es  um  eine  etwas  genauere 
Bestimmung  der  Zeit  zu  thnn  ist,  ohne  dazu  mit  geeigneten 


29 
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ItistninieDten  vers^faen  za  mid»  mOglicbst  riele  Gelegenheit  bieten 
und  mancherlei  Mittel  zeigen»  sich  zum  Oftern  der  Uhrzeit  we- 
nigstens bis  auf  eine  Minute  versichern  zu  kiinnen» 

3)  Es  soll  die  nicht  unbeträchtliche  Anzahl  mit  Fernrohren 
versehener  Liebhaber  der  Steri^kunde  zu  jeder  Zeit  aui 
diejenigen  Erscheinungen  am  Himmel  aufmerksam  machen»  welche 
geeignet  sind,  ihr  Interesse  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Wir  halten  dieses  Unternehmen  besonders  fdr  die  vielen  Lieb- 
haber der  Astronomie  9  welche  ed  jetzt  giebt,  recht  nützlich  und 
wünschen  demselben  einen  ungestörten  Fortgang,  fügen  aber  zu- 
gleich auch  die  Bitte  an  den  Herrn  Herausgeber  hinzu  >  dafür 
oorge  zu  tragen,  dass  jeder  Jahrgang  immer  schon  muglichst 
zeitig»  wenigstens  immer  vor  Anfang  des  betreffenden  Jahres 
in  die  Hände  des  Publikums  komme« 

Born  :  Gnomonique  ^phique  et  analjtique,  oul'Art  de  tracer 
les  cadrans  solaires«    Paris.  1845.    3  Fr.  50  Cent. 


Physik. 


Leclereq:  Note  sur  la  formation  de  la  glace  dans  les  eaox 
cpurantes.    Bruz.  1845. 

Quetelet:  Sur  le  climat  de  la  Belgique.    1.  partie.    Rayon- 
Dement  solaire  et  temperatures  de  lair  et  du  sol.    Brux.  1845. 

Houzeau:  Sur  les  ötoiles  filantes  periodioues  du  mois  d'aout 
et  en  particufier  sur  leur  apparition  de  1842.    dtux.  1845. 


¥eniiischte  filehriften. 


Memorie  di  matematica  e  di  fisica  dcfla  societa  italiana  deile 
scienze  residente  In  Modena.    Modena.  1845. 

Das  treffliche  Cambridge  mat  hematical  Journal,  dessen 
Inhalt  in  den  früheren  Literarischen  Berichten  immer  angezeigt 
worden  ist,  scheint  von  jetzt  an  unter  dem  folgendeo  etwas  ver- 
änderte» Titel  erscheinen  zu  sollen : 
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The  Cambridge  andDublin  roathematicalJournaL 
Edited  by  W.  Tborason^  B.  A.  Fellow  of  St.  Pe- 
ters College.  Cambridge. 

Nro.  L  und  Mro.  11,  die  zusammen  in  einem  Hefte  ausgege- 
ben worden  sind  •  ^Double  Numbcr,  Price  5  sJ),  und  Nro  HI. 
liegen  uns  vor  und  naben  folgenden  Inhalt : 

General  Theorems  on  Multiple  Integrals.  By  R.  L.EIlis.  — 
On  the  Equation  ot  Laplace*s  Functions.  Bv  G.  Boole.  •—  Od 
Formulae^  relative  to  Spherical  Coordinatei^.  fiy  W.  Thomson.  — 
On  the  Variation  of  Elements  in  the  Planetar^  Theory.  By  H. 
Biackbum.  —  On  Symbolical  Geometry.  By  Sir  W.  K.  Hamilton. 
—  On  the  Quadrature  of  Surfaces  of  the  iSiecond  Order.  By  J.  H. 
Jellet.  —    On  the  Polar  Equation  of  a  Cbord  to  a  Conic  Section» 

By  P.  Frost.  —  On  the  Reduction  of  •^.,  when  ITis  a  Function 

of  the  Fourth  Order.  .  By  A.  Cayley.  —  Note  on  the  Maxima  and 
Minima  of  Functions  of  Three  'Variables.  By  A.  Cayley.  —  On 
the  Matbematical  Theory  of  Electricity.  Part  L  On  the  Elemen- 
tary  Laws  of  Statical  Electricity.  -  By  W.  Thomson  (Uebersetzung 
aus  Liouville's  Journal.  Tbl.  X.  S.  209.).  -*  Matbematical  Notes. 
(Nro.  IlL  will  published  on  the  Ist  of  March.) 

Nro.  III.  On  Homogeneous  Functions  of  the  Third  Order 
with  Three  Variables.  Öy  A.  Cayley.  -^  On  Linear  Transiforma* 
tions.  By  A.  Cayley.  —  Investigation  of  Properties  of  Hyperbola. 
By  E.  K.  Turner.  —  Note  on  the  Rings  and  Brushes  in  the 
Spectra  produced  by  Biaxal  Crystals,  By  W.  Thomson.  —  On  4 
the  Principal  Axes  of  a  Rigid  Body.*  By  W.  Thomson.  ^-  On 
Circular  Sections  of  the  Locus  of  the  General  Equation  of  the 
Second  Order.  By  P.  Frost.  —  On  Symbolical  Geometry.  By 
Sir  W.  R.  Hamilton.  (Nro.  IV.  will  be  published  on  the  Ist  of 
May.) 

Wir  wünschen  sehr,  dass  diese  Zeitschrift  auch  in  Deutsch- 
land immer  bekannter  werde  und  allgemeinere  Verbreitung  gewinne« 
und  werden  uns  noch  mehr  als  früher  bemühen ,  dazu  durch  recht 
genaue  und  möglichst  zeitige  Anzeige  des  Inhalts  der  einzelnen 
erscheinenden  tiefte  das  Unsrige  nach  Kräften  beizutragen. 


l 


Annnaire  de  l'Observatbi're  Royal  de  Bruxelles, 
ar  A.  Quetelet,  Directeur  de  cet  etablissem  ent 'etc. 
846.    13«  annee.   Bruxelles.  1845.     12.    22  Sgr.  6  Pf. 

Dieses  „A n  n  ua i  r e'^  enthält  ausser  einer  kleinen  astronomi- 
schen Ephenieride  eine  so  grosse  Menge  für  die  praktische  Ma- 
thematik und  namentlich  auch  für  die  Physik  nützlicher  Tafeln» 
dass  kaum  irgend  etwas  von  Wichtigkeit  vermisst  werden  dürfte, 
weshalb' wir  glauben,  dass  dasselbe  bei  seinem  überaus  geringen 
Preise  nicht  genug  empfohlen  werden  kann,  indem  es  fui;  jeden 
Mathematiker  und  Physiker  ein  höchst  nützliches  Taschenbuch 
bildet.  Auf  die  astronomische  Ephemeride,  welche  alles  für  das 
gemeine  Leben  Wichtige  und  Nothwendige  enthält,  und  zugleich 
mehr  als  vollständig  die  Zwecke  eines  gewöbnlicheD  Kalenäers 
erfüllt,  folgen  Tafein  zur  Vergleichung  der  Maasse,  Münzen  und 
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Gewichte  Ter8€hiedeiier  Länder  unter  >  und  deren  Redaction  auf 
einander;  dann  Dichtigkeiten  der  Gase  und  DSmpfe»  der  tropfbaren 
und    festen    Korper;    Ausdehnung   der   festen  Korper  durch   die 
Wärme;  Expansivkraft  der  Wasserdäropfe ;  WärmeWaft  verschie- 
dener brennbarer  Stoffe ;  Scbmelzungspunkte ;  Kochpunkte ;  Wärme- 
strahlung; Tafeln  zurReduction  der  Daroroeterstände ;  Vergleichuog 
der  Thermometerscalen ;   Psychrometertafeln ;   Tafeln'  zur  Bestim- 
mung der  Höhenunterschiede  mittelst  de^  Barometers  (es  sind  die 
Tafein  von  Oltmanns);  Tafeln  zur  Bestimmung  des  Crewichts  des 
Hornviehs  aus  blossen  Messungen  desselben  ohne  Abwägune  (die 
englische  und  die  franzosische  Methode  und  eine  neue  von  Hemi 
Quetelet  angegebene  Methode  ^  die  aus  einer  Reihe  neuer  in  Ge- 
genwart  einer  dazu  ernannten  Kommission  angestellter  Versuche 
abgeleitet  worden  Ist).    Nun  folgt  eine  grosse  Anzahl  statistischer 
Tueln ,  die  zwar  sicn  zunächst  auf  Belgien  beziehen ,  und  gewiss 
eine  höchst  vortheilhafte  Meinung  von  diesem  jungen  Königreiche 
ei^zuflossen  geeignet  sind,  aber  doch  auch  viel  allgemein  Inter- 
essantes und  Anwendbares  enthalten;  und  den  Bescnluss  machen 
die  Meteorol(^e  und  die  Physik  der  Erde,  mit  Einschluss  der 
magnetischen  Dedination,  Incfination  und  Intensität. 

Sollte  diese,  weil  die  Beschränktheit  des  Raums  eine  andere 
uns  hier  nicht  gestattet,  freilich  nur  sehr  oberflächliche  Angabe 
des  reichen  Inhalts  dieses  trefflichen  „Annuaire^^  nicht  unser 
obiges  Urtheil  und  unsere  Empfehlung  zu  allgemeinerem  Gebrauch 
nicht  vollständig  zu  rechtfertigen  hinreichend  sein? 


JLtterarliselier  Berielit. 


OesM^hlchte  der  üatliematik  und 

Physik. 


JSesseVs  Tod. 

(Ans  den  Aitronomischen  Kachrichten,    Nro.  556.   entlehnt.) 

Am  17.  .Mär2  Abends  zwischen  6  und  7  Uhr  starb  Friedrich 
Wilhelm  ßessel.  Seine  langen  und  schweren  Leiden  schloss 
ein  ruhiger  schmersioser  Tod.  Er  schlief  von  Liebe  bewacht  sanft 
eio>  um  hier  nicht  wieder  zu  erwachen. 

Die  letzten  Tage  seines  Lebens  wurden  noch  durch  eine 
Freude  erheitert ,  welche  die  Gnade  Seiner  Majestät  des  Königs 
von  Preossen  ihm  bereitet  hatte.  Der  Erhabene  Monarch  Hess 
sich  für  Bessel  in  ganzer  Figur »  im  einfachen  Ueberrocke  an 
Seinen  Schreibtisch,  wie  von  der  Arbeit  aufstehend,  gelehnt, 
durch  Professor  Krüger  malen.  Dies  BiJd,  das  ein  mehr  als  goa>- 
diges  Handschreiben  ankündigte,  kam  am  2.  März  auf  der  Stern« 
warte  an,  und  war  von  der  Zeit  bis  zu  seinem  Tode  Bessei's 
einzige  Freude.  Er  dictirte  am  7.  März  seiner  Tochter  folgenden 
hier  wortlich  abgedruckten  Brief  an  den  Herausgeber  der  Astro- 
nomischen Nachrichten: 

„Das  Bild  ist  ein  Meisterwerk,  prachtvoll,  »ein  wahrhaft 
Königliches  Geschenk!  Der  Gedanke,  der  ihm  selve  Ent- 
stehung gegeben  hat,  macht  es  zu  einem  geschlchtttchen 
Denkmale,  welches  dem  Herzen  jedes  Preussen  uneiAdlich 
theuer  sein  muss.  Vermöchte  etwas  diesen  zwie&cheq  Wertfi 
desselben  noch  zu  steigern  und  das  Glück;  welches  ich  in 
seinem  Besitze  finde  zu  erhöhen ,  so  kötfnte  dies  nur  da^ 
Allerhöchste  Handschreiben  sein,  durch  welches  der  Monarch, 
mein  Gnädigster  Herr,  mir  zehn  Tage  vor  der  Ankunft  des 
Bildes  «eine  baldige  Absendang  ankündigte.  Ich  würde, 
seihet   in    den   gesundesten  Tagen,    vergebens   versuchen. 
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Ihnen  die  Tiefe  des  Eindnicks  zu  schildern,  welchen  mein 

i'etziger  ßesitz  auf  mich  gemacht  hat.  Wir  sind  aber  alte 
ii'reundey  die  sich  gegenseitig  durch  und  durch  kennen,  und 
deren  Einer,  auch  ohne  besondere  Schilderung,  wohl  weiss 
wie  der  Andere  denkf 

Ein  Brief  seiner  Tochter ,  des  Fräuleins  JohannaBessel,  an  den 
Herausgeber  Tom  18.  März  zeigt,  dass  die  letzten  Blicke  des 
Sterbenden'  noch  auf  diesem  Biioe  mheten. 

„Schon  seit  mehreren  Tagen ,  besonders  seit  Sonntag,  hatte 
mein  Vater  sich  sehr  verändert.  Der  Pulsschlae  war  kaum 
noch  bemerkbar,  und  er  lag  fast  fortwährend  in  einem 
Schlummer,'  in  dem  er  endlich  entschlief.  Mutter  und  ich 
Sassen  allein  an  seinem  Bette  und  freuten  uns  seines  ruhigen 
und  freien  Atfamens  während  des  Schlafes.  Dies  Athmen 
wurde  alimählich  immer  leiser,  bis  ich  es  zuletzt  nur  ange- 
strengt lauschend  noch  vernehmen  konnte.  Einmal  hob  er 
dann  noch  den  Kopf  —  und  der  letzte  Hauch  war  entflohen. 
Es  war  ein  schöner  sanfter  Tod,  wie  er  ihn  sich  immer  ge- 
wünscht hatte.  Wir  sassen  noch  lange  vor  seinem  Bette, 
ohne  es  zu  wagen,  die  heilige  Stille  durch  Laut  oder  Be 
wegung  zu  unterbrechen. 

Er  behielt  bis  zu  seinem  Ende  sein  volles  Bewusstseio. 
Nachmittags  sprach  er  noch  den  Dr.  Motherby,  der  ihn  be- 
suchte, und  meinen  Schwager,  der  ihm  das  tfild  des  Königs 
wieder  vor  das  Bett  stellte ,  was  ihn  innig  erauickte  und  er- 
freuete.  Er  hatte  sich  in  den  letzten  Tagen  aavon  getrennt, 
damit  Jedermann  es  sehen  könne,  und  es  machte  ihm  grosse 
Freude,  wenn  wir  ihm  erzählten,  wie  es  Alle  entzuckte. 
Wäre  iür  ihn  Hülfe  möglich  gewesen ,  die  Freude  über  das 
Geschenk  des  Königs  hätte  Him  geholfen ,  das ,  wie  er  zu 
sagen  pflegte ,  den  Menschen  noch  an  das  Leben  zu  fesseln 
im  Stande  sei.  Er  hoffte  immer  noch  dem  Könige  selbst 
für  das  liebe  Bild  danken  zu  können ,  aber  er  war  schon  zu 
schwach.  Der  Brief  an  Sie ,  den  er  mir  am  7.  März  dicdrte, 
war  sein  letzter.    Er  wird  Ihnen  ein  theures  Andenken  sein.'' 

Der  Herausgeber,  der  auf  das  Glück  der  vielen  Jahre,  die  er 
mit  Bessel  in  der  engsten  freundschaftlichen  Verbindung  durch- 
lebte ,  wehmüthig  zurücksieht ,  bewahrt  diesen  Brief  unii  den  letzten 
noch  von  Bessets  eisener  Hand  am  22.  Februar,  schon  auf  dem 
Sterbelager  geschrieoenen  Brief  unter  seinen  theuersten  Besitz- 
thümern.  S. 


Der  obigen  Anzeige  des  verehrten  Herrn  Herausgebers  der 
Astronomischen  Nachrichten  freue  iqh  mich  noch  hinzufügen  zu 
können,  dass  nach  einer  mir  gemachten  freundscbaßlichen  Mit- 
theilung Herr  Professor  Dr.  Anger  in  Danzig,  welcher  mit  Bessel 
in  einer  langjährigen  unmittelbaren  Verbindung  gestanden  hat,  mit 
der  Abfassung  einer  Gedächtnissrede  auf  diesen  grossep  Astronomen 
für  die  naturiorschende  Gesellschaft  in  Danzig  beschäftigt  ist,  die 
er  demnächst  bekannt  machen  und  sich  dadurch  gewiss  den  leb- 
haftesten Dank  eines  jeden  Mathematikers  erwerben  wird»  Denn 
wer  auch  nicht  Astronom  von  Fach  ist,  muss  doch  an  den  Lebens- 
schicksalen und  dem  Bildungsgange  eines  so  hervorragenden,  in 
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der  Oescbiefate  der  Wissenschaft  einzig  dasfebenden  Geistes,  wie 
Bessel  war,  das  grUsste  Interesse  nehmen »  und  sich  an  einem 
Bilde  wahrhaft  erwärmen,  durch  dessen  Ansebauung  ihm  klar 
werden  wird,  dass  mit  glänzenden  Eigenschaften  des  Geistes  und 
ausgebreiteter  Gelehrsamlceit  auch  sehr  wohl  grosse  Tugenden  des 
Herzens  verbunden  sein  können ,  und  dass  bei  unausgesetzen  tiefen 
wissenschaftlichen  Studien  doch  auch  das  rein  Menschliche  im 
Menschen  stets  erbalten  werden  kann.  Gr. 


Systeme,  Ijehr-  und  ^HTKrterbficlier. 


Compendium  der  elementaren  Mathematik,  enthal- 
tend die  Geometrie,  Arithmetik  und  ^bene  Trigono- 
metrie. Zum  Gebrauche  beim  Unterrichte  von  Dr.  A« 
Kramer,  Lehrer  der  Mathematik  am  Gymnasium  zu 
Nordbausen.  Mit  eingedrucktenFiguren.  Nordbausen. 
1846.    a    25  Sgr. 

Dieses  Schulbuch  enthält  die  Lehren  der  Planimetrie ,  Stereo- 
metrie ,  Arithmetik  und  ebenen  Trigonometrie  nach  der  so  eben 
angegebenen  Ordnung  in  dem  Umfange,  in  welchem  sie  gegen- 
wärtig auf  den  preussischen  Gymnasien  vorgetragen  zu  werden 
pflegen.  Zu  der  von  dem  gewöhnlichen  Gebrauche  abweichenden 
Anordnung  des  Stoffs  wird  dem  Herrn  Verfasser  wahrscheinlich 
die  Art  nnd  Weise,  wie  er  von  dem  Buche  bei  seinem  Unter- 
richte Gebrauch  macht,  Veranlassung  gegeben  haben.  Ob  indess 
er  nicht  vielleicht  besser  gethan  unil  dem  Buche  einen  allgemei- 
neren Eingang  verschafft  haben  würde,  wenn  er  dasselbe  in  meh- 
rere kleinere,  einzeln  verkäufliche  Abtheilungen  getheilt  und  da- 
durch einem  Jeden  Lehrer  die  Freiheit  gelassen  hätte,  von  dem- 
selben nach  Öelieben  Gebrauch  zu  machen ,  wollen  wir  dahingestellt 
sein  lassen.  Viele  Eigenthümlichkeiten  irgend  einer  Art,  oie  eine 
besondere  Hervorhebung  verdienten,  sind  uns  in  demselben  nicht 
entgegengetreten;  es  ist  aber  einfach,  klar  und  deutlich  abgefasst, 
und  entspricht  in  diesen  Beziehungen  den  an  ein  Schulbuch  zu 
machenden  Anforderungen  recht,  wohl.  Dass  der  Theorie  der  Pa- 
rallellinien ein  besonderer  dieser  Lehre  eigenthfimlicber  Grundsatz, 
ohne  den  man  nun  einmal  in  derselben  nicht  wird  auskommen 
können,  zum  Grunde  gelegt  und  deutlich  hervorgehoben,  nicht 
versteckt  in  die  Beweise  äer  Lehrsätze,  wie  dies  nicht  selten 
geschieht,  eingewebt  worden  ist,  verdient  Anerkennung.  Nur  ist 
nicht  recht  abzusehen,  warum  der  Herr  Verfasser  seinen  Grund- 
satz 75.  S.  10. : 

„Zwei  einander  schneidende  Gerade  können  nicht  einer  und 

derselben  dritten  Geraden  parallel  sein.'* 
nicht  lieber  directer  auf  folgende  Weise: 

Zwei  einer  und   derselben  dritten  Geraden  parallele  Gerade 

sind  einander  selbst  parallel 
ausgedrückt  hat;   denn  beides  kommt  doch  im  Wesentlichen  auf 
dasselbe  hinaus,  und  der  zweite  dir<H;te  Satz  scheint  uns  nament- 
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Hch  für  dcD  ersten  geometrischeo  Unterrieht  asweckraisnger  als 
der  erste  mehr  Indirecte  Satz  zn  sein.  Der  gute  Druck  und  die 
sehr  eaubera  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitte  gereichen 
Buche  gi^chialls  zur  Empfehlung. 


Arithmetlli. 


Esen,  P.  N.  C. :  die  allgemeine  Arithmetik.  1.  ThI.  Steirerb. 
Aufl.  1846.    2  Rthlr. 

Algebraische  Aufsahen  aus  den  ganzen  Gebiet 
der  reinen  Mathematik  mit  Angabe  der  Resultate. 
Als  Ergänzung  zn  Meier  Hirsch  Sammlung  Yon  Bei- 
spielen etc.»  so  wie  auch  zum  selbstständigenGebrauch 
bearbeitet  Yon  Dr.  D.  C.  L.  Lehmus,  Professor  der 
Mathematik  an  der  Kuoigl.  vereinigten  Artillerie-  nod 
Ingenieur-Schule  und  dem  Haupt-Bergwerks-Eleveo- 
'  Institut  in  Berlin.    Berlin.   1846.    8.    18  Sgr. 

Bekanntlich  enthalten  die  geometrischen  Aufgaben  yon  Meier 
Hirsch  nicht  bloss  die  Resultate,  sondern  die  Yollständigen  Anf- 
losuogen.    Dieser  Umstand,  meint  der  Herr  Verfasser  in  der  Vor- 
rede, sei  der  Grund,  dass  die  geometrischen  Aufgaben  von  Meier 
Hirsch  weit  weniger  Beifall,  als  die  algebraischen  gefunden  hatten. 
Dadurch    sei   er  zur  Herausgabe  dieser  bloss  die  Resultate  ohne 
die  Losungen   enthaltenden  Sammlung'  algebraischer  und  g e o- 
metrischer  Aufgaben  veranlasst  worden,,  deren  Inhalt  folgender 
ist.    Ente  Abtheilunq,   Aufgaben  ans  der  Arithmetik. 
1.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  ohne  Zuziehung  des  dekadischen 
Zahlensystems.    Nro.  1—^100.    II.    Aufgaben  aus   der  Arithmeäk 
mit  Zuziehung  des  dekadischen    Zahlensystems.    Nro.    1. — 127. 
Zweite    Abtheilung,      Aufgaben,    welche    auf    alge- 
braische  Gleichungenmtt  einer  Unbekannten  führee. 
Ul.    Algebraische  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  zu  ordnen. 
Nro.  1 — 12.    IV.  Aulsaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungeo 
vom  ersten  Grade  fünren.    Nro^  1  — 120.    V.  Aufgaben»   welche 
auf  algebraische  Gleichungen  vom  zweiten  Grade  führen.   Nro.  I 
— SO.     VI.  Aufgaben,    welche  auf  algebraische  Gleichungen  von 
höheren   Graden  lühren.    Nro.  l''--~22.     Dritte    Abtheiluna* 
Aufgaben,  welche  auf  algebraische  Gleichungen  mit 
mehr  Unbekannten  führen.   VIL  Vermischte  ohne  Anordnung 
nach  der  Anzahl  der  Unbekannten  und  dem  Grade  der  entsteheo* 
den  Endgleichung.    Nro.  1 — 49.    VIU.    Anwendungen  des  Satzes 
von  den    unbestimmten    Coefificienten.    Nro.  1  —  lo.     IX.    Unbe- 
stimmte Aufgaben.  Nro.  1—27.     Vierte  Abtheilung*    Alge- 
braische   Aufgaben    aiis    den    geometrischen   Wissen- 
schaften.   X.  Aufgaben  aus  der  ebenen  Geometrie.  Nro.  1 — 47. 
XI.    Aulgaben  aus  der  ebenen  Trigonometrie.    Nro.  1 — 68.    XII. 
Aufgaben    aus   der  Kurperiehre    und    sphKrischen    Trigonometrie. 
Nro.   1 — 46.    XIII.    Aufgaben   aus  der  Coordtnaten- Theorie  und 
den  Kegelschnitten.    Nro.  1 — 32.    Anhang.    Aufgaben,  welche 
auf  transcendente  Gleichungen  führen.    Nro.  1 — 14! 
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Eine  Seite  iSMt  diese  Sanimliing  eeometriteher  Aufgaben, 
indem  8le  bloss  die  Resaltate  in  Formeln  angiebt»  so  gut  wie 
ganz  iinb«*iicksiebtigt ,  nämlich  die  Herleitung  geometrischer  Con-* 
structionen  aus  den  gefundenen  algebraischen  Ausdrücken,  wozu 
Meier  Hirsch  allerdings  Anleitung  giebt,  und  die  also  hier  ganz 
dem  mündlichen  Unterrichte  anheim  gestellt  bleibt. 

Neun  mathematische  Abhandlungen  von  Dr.  Fr. 
Arndt»  Gymnasiallehrer  zu  Stralsund.  (Besonders 
abgedruckt  ans  Crelle's  Jaurnal  für  reine  und  ange«' 
wandte  Mathematik.    Band  XXXI.).    Berlin.  1846.    4. 

Die  Titel  dieser  Abhandlungen ,  die  alte  von  dem  ScharCsinne 
des  Herrn  Verfassers  ein  neues  sehr  erfreuliches  Zeugniss  ablegen» 
»hid  feigende :   Ueber  die  Summimng  der  betdeo  Reihen 

yo -^  »i  y»  +  «2  y2— •  •  •  +  (— i)''yn, 
yo  +  «iyi+««ya  +  **-  +  y«* 

in  welchen  die  Grössen  y  willkührlich  und  die  Goefficlenten  Binoraial- 
coefBdenten  des  ganzen  Exponenten  n  sind^  mittels  höherer  Diffe* 
renzen  und  Suromen.  —  MoYa  solotio  problematls  determinandi  mul- 
titudinem  numerorum,  qui  ad  nnmerum  aliquem  sint  prImi  eoque 
minores.  —  Entwickelung  der  Summe  der  nten  Potenzen  der  natör* 
liehen  Zahlen  nach  den  Potenzen  des  Index  mittelst  des  Taylor'- 
schen  Lehrsatzes.  —  Ueber  die  Betnouilische  Methode  siiramiribare 
Reiben  zu  finden.  *-^  Nova  raetbodces  determinandi  muititudinem 
radicum  congruentiae  a;^^l(mod.^  aliaque  ad  hanc  materiem 
spectantia.  —  Demonstratio  duorum  tbeorematum  Gaussianis  his 
gf  neraliorum  :  I.  Productum  ex  omnibus  radicibus  primitivis  moduli 
imparis  p  unitati  sec^.  congruum  est,  exeepto  casu»  iii  auop=^9, 
n.  Summa  omnium  radicum  primitivarum  moduli  priml  imparis  p 
est  ^0,  quando  p — 1  per  quadratum  aliquod  divisibilis  est;  quaupo 
vero  per  nulium  quadratum  divisibilis ,  summa  est  ^Jbl»  prout 
mnititudo  factorura  ipsuis  ^-r-l  primorum  Gst  par  ant  impar. —  De- 
monstratio nova  theorematis  Wilsoniani  a  summo  Gauss  hoc  modo 
generalius  enunciati :  Productum  omnium  nümerorum  ad  numerum 
quemcunque  M  primorum  eoque  inferiorum  unitati  negativae  aut 
positirae  sec,M  congnaum  est;  et  quidem  negative  sumenda  est 
unitas»  (|uando  M  petestas  numeri  primi  imparis  Tel  ejus  duplum, 
vel  deni^ue  4,  positive  autem  in  omnibus  casibus  reliquis.  — 
Disquisitiones  de  residuis  cujusvis  ordinis.  *—  Bemerkungen  über 
die  Verivandlung  der  irrationaiep  Quadratwurzel  in  einen.  Ketten- 
bruch. —  Man  sieht  aus  dieser  Angabe  des  Inhalts^  mit  der  wir 
uns  der  Beschränktheit  des  Raums  wegen  hier  leider  begnügen 
müssen»  dass  diese  Abhandlungen  des  Interessanten  nicht  wenig 
darbieten. 


Cleometrie. 


Lehrbuch  der  Mathematik  für  den  Schul-  und  Selb  st- 
untefTich  von  Dr.  W.  A.  Wilde,  Professor  an^  Gyroda- 
sium  zuStargard.  DritterBand.   Auch  unter  dem  Titel: 
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Lehrbuch  der  Geometrie  fflr  den  Schul-  und  Selbst- 
tt^terricht.  Erster  Band.  Die  ebene  Geometrie  mit 
Einschiuss  der  Trigonometrie.  (Mit  acht  Figurenta- 
feln.)   Leipzig.    1846.    8.    26  Sgr* 

Der  erste  Band  dieses  Lehrbuch^  ist  in  Nro.  XXIV.  S.  357. 
des  Literarischen  Berichts  angezeigt  worden.  Der  Inhalt  des  vor- 
liegenden ersten  geometrischen  Theils  ist  im  Aligemeinen  folgen- 
fl^der.  Einleitung.  Longimetrie*  Erster  Abschnitt. 
Lage  gerader  Linien  in  der  Ebene.  Zweiter  Abschnitt.  Zu- 
sammenhang unter -den  Linien  und  Winkeln  der  Figuren.  Dritter 
Abschnitt.  Constructionelie  Aufgaben.  Vierter  Abschnitt. 
Zusammenhang  unter  den  Linienverh&ltnissen  und  Winkeln  der 
Figuren.  Aeholichkeit.  Anhang  zum  vierten  Abschnitt. 
(Transversalen.    Harmonische  Punkte.    Anwendungen  des  Pytha- 

Sorischen  Satzes  beim  Dreieck  und  Viereck.  Lmien  in  und  am 
[reise.  Verjüngter  Maassstab.  Vernier  oder  Nonius.).  Fünfter 
Abschnitt.  Aufgaben  zum  vierten  Abschnitt.  (Constnictionen. 
Geometrisch -algebraische  Aufgaben.  Construction  algebraischer 
Ausdrücke).  Planimetrie.  Sechster  Abschnitt.  Flächen- 
lehre oder  Planimetrie  im  engem  Sinne.  Siebenter  Abschnitt. 
Aufgaben  zum  sechsten  Abschnitt.^  Trigonometrie,  Achter 
Abschnitt.  Von  den  trigonometrischen  Functionen  (Goniometrie). 
Neunter  Abschnitt.  Trigonometrische  Rechnungen. 

So  wie  in  dem  ersten  Bande  ist  auch  in  diesem  zweiten  ein 
sehr  löbliches  Streben  nach  systematischer  Anordnung  unverkenn- 
bar.   Daneben    enthält  das  ISuch  aber  auch  Anleitung  und  Stof 
zu  eignen  Uebungen  der  Schüler  ^enug»  lässt  die  praktische  Seite 
nicht  ganz  unberücksichtigt ,  und  sucht  auch,  wie  z.  B.  der  An- 
hang zum  vierten  Abschnitte   zeigt ,   die  Erweiterungen ,   mit  weir 
eben  die  Geometrie  in  neuerer  Zeit  bereit^hert  worden  ist ,  för  den 
Schulunterricht  zu  benutzen»  ohne  darin  jedoch,  wie  es  recht  ist, 
zu  weit  zu  gehen.    Zugleich  enthält  der  fünfte  Abschnitt  eine  An- 
leitune  zur  analytischen  Geometrie,  so  weit  dieselbe  in  den  Kreis 
des   ochulunlerrichts  gehSrt,    oder   vielmehr   eine  Anleitung  zur 
algebraischen  Auflösung  geometrischer  Auf^ben,  und  zur  Her- 
leitung  geometrischer  Constructionen  aus  gefundenen  algebraischen 
Ausdrücken,  Alles  in  sehr  einfacher,   fasslicher,  dabei  aber  den 
gerechten  Anforderungen  geometrischer  Strenge  genügender  Weise, 
und  in  einer  für '  den  Schulunterricht  jedenfalls  vollkommen  aus- 
reichenden Vollständigkeit.    Am  wenigsten  hat  uns  nach  den  An- 
sichten, die  wir  nun  einmal  über  diesen  vielbesprochenen  Gegen- 
stand haben  und  als  hinreichend  bekannt  voraussetzen  dürfen,  die 
Behandlung  der  Lehre  von  den  Parallelen  angesprochen.   Bei  allen 
solchen  Darstellungen   wie  die  hier  gegebene  wird,  wie  es  uns 
scheint,  zu  häufig  an  die  blosse  Anscnauung  apellirt.    Stellt  man 
aber  einen  dieser  Lehre  eigenthümlichen  Grundsatz  kurz ,  klar  und 
bestimmt  aut,  und  weiset  die  Schüler  darauf  hin,  dass  erstlich 
überhaupt  gewisse  nothwendige  Axiome  das  eigentliche  Fundament 
der  sesammten  Mathematik  bilden,  dass  ferner  die  Lehre  von  den 
Paral^len,  in  welcher  es  auf  Vergleichungen  von  Linien  mit  ein- 
ander rücksichtlich  der  Gleichheit  ihrer' ^genseitigen  Lage  an-' 
komme,  mindestens  ein  ihr  eigenthümliches  Axiom   nothwendig 
fordere,  und  leitet  dann  alles  Uebrige  aus  diesem  einen  Axiome 
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durch  folgerechte  S<^lfUse  kurz/ klar  und  bestimmt  ab,  so  hat  man, 
glauben  wir,  sein  wissenshaftliches  Gemssen  gerettet,  uod^  alle 
Gelegenheit  zu  EinwürfeD  von  Seiten  der  Schuler  abgeschnitteD. 
JMehr  als  das  Vorhergehende  wird  sich  in  dieser  Lehre  wohl  auch 
schwerlich  jemals  erreichen  lässeq ,  und  es  kommt  nur  darauf  an, 
denjenigen  Satz  ausfindig  zu  machen ,  welcher  am  meisten  auf  den 
]\amen  eines  Axioms  Anspruch  zu  machen  berechtigt  ist.  Keines- 
ivegs  wollen  wir  aber  dem  Herrn  Verfasser  dieses  I^ehrbuchs  hier- 
durch einen  Vorwurf  machen ,  dass  er  wenigstens  nicht  ganz  den* 
selben  Ansichten  ge(olgt  ist,  da  wir  recht  gut  wissen ,  dass  gerade 
bei  diesem  Gegenstande  schwerlich  jemals  eine  Uebereinstimmung 
der  Ansichten  zu  erreichen  sein,  und  der  Herr  Verfasser  gewiss 
auch  seiner  Darstellung  bei  den  Schülern  den  gehörigen  Eingang 
zu  verschaffen  verstehen  wird. 

Juan  et:  annotation  k  la  gäomätrie  ^lömentaire  de  Legendre. 
2.  edit.    Paris. 

Fünf  berühn^te    Fragen    aus    der  Bildlehre.     Vom 
Professor  Dr.  G.  Paucker.    Mitau.  1845.    8. 

Die  in  dieser  kleinen  Schrift  enthalteoei^,  mehr  angedeuteten 
als  ausgeführten  Betrachtungen  sind,  wie  der  Herr  Verfasser  auf 
S.  13.  sagt,  einem  Werke  über  die  neuere  Bildlehre  (Geometrie) 
entnommen,  zu  dessen  Herausgabe  derselbe  nur  günstige  Umstände 
erwartet.  Der  Inhalt  dieses  kleinen  Vorläufers  des  grösseren 
Werkes  ist  in  den  von  den  gewöhnlichen  häufig  abweichenden 
Ausdrücken  des  Herrn  Verfassers  folgender :  1.  Die  Bildgleichung 
und  Doppelbildung.  2.  Der  Doppelschnitt.  3.  Der  Verhältnlss- 
schnitt  und  Flächenschnitt.    4.    Eine  Fügung  (Figur)  in  und  um 

fegebene  Fügungen  zu  beschreiben.  5.  Eme  Fügung  um  eine  an« 
ere  Fügung  und  in  einen  Abkreis  (Kegelschnitt)  zu  beschreiben.  — 
Die  neuen  durch  Einfachheit  sich  auszeichnenden  Behandlungen 
einiger  der  wichtigsten  Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie,  welche 
der  Herr  Verfasser  in  dieser  Schrift  andeutet,  machen  allerdings 
auf  das  angekündigte  grössere  Werk  begierig.  Ueber  Nro.  5.  sagt 
derselbe,  dass  er  die  nier  gesehene  ungemein ^i^infache  Auflösung 
im  Winter  1844/45  gefunden  habe ,  und  bem^t'kt  auf  S.  14. ,  um 
Missyerständnissen  vorzubeugen ,  „dass  Herr  Oberlehrer  Seydewitz 
zu  Heiligenstadt  sich  gleichzeitig  mit  derselben  beschäftigt  habe 
und  durcn  seine  scharfsinnigen  Betrachtungen  (Grunert  Archiv  für 
Mathematik.  Tbl.  IV.  S.  421.  1844.)  zu  ähnlichen  Ergebnissen 
geführt  worden  sei.''  —  Wir  wünschen  im  Interesse  der  Wissen- 
schaft, dass  der  Herr  Verfasser  durch  die  von  ihm  erwarteten 
fünstigen  Umstände  recht  bald  zur  Herausgabe  seines  grösseren 
V^erks  in  den  Stand  gesetzt  werden  möge. 

Das  Malfattische  Problem,  neu  gelöst  von  C. 
Adams,  Lehrer  der  Mathematik  an  der  Gewerbschule 
in  Winterthur.  Mit  einer  lithographirten  Tafel.  Win- 
tert hur.  1846.    4. 

Das  Malfattische  Problem  ist  bekanntlich  die  Aufgabe: 
In  ein   gegebenes  Dreieck  drei  Kreise  so  zu  be- 
schreiben^  dass  jeder  derselben  die   beiden  aq- 
dern  und  zwei  Seiten  des  Dreiecks  berühre^ 
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nod  acnerst  anfgelust  too  dem  IttAitntr  Malfatti  io  dem  ersten 
Titeile  des  zehnten  Bandes  der  Men.  d.  Soc«  ItaL  1803^ 

Die  obige  Schrift  aserföllt  in  die  drei  folgenden  Abschnitte: 
Erster  Abschnitt.  Die  älteren  Auflösungen..  Zweiter 
AhschnitU  Die  Steiner'dche  Constructlon.  Dritter 
Abschnitt    Neue  Auflösung. 

In  dem  ersten  Abschnitte  charakterisirt  der  Herr  Verfasser  « 
die  älteren  Ton  Malfatti  selbst»  Gereonne  und  Lavernede, 
Tedenat,   Crelle»  Lehnius    und    dem    Herausgeber  des 
Archivs  in  d^n  Supplementen  zu  dem  mathematiscihen  Wurter- 
buche.  Tbl.  I.  S.  29.  gegebenen  Auflösungen  näher  und  bereichert 
die  von   Gereonne    und  Laver uede  gegebene  Auflösung  mit 
einigen  schätzbaren   ei$nien   Bemerkungen.    Da  alle  diese  älteren 
Behandlungen   des  Problems  mehr  eine  möglichst  elegante  analy- 
tische Auflösung  als  eine  geometrische   Construction  bezweckten, 
so  wird  ganz  zweckmässig  in  dem  zweiten  besonderen  Abschnitte 
die  von  Steiner  ohne  Beweis  gegebene  Construction  mitgetheilt, 
und  der    von  Zornow    gegebene  Beweis    derselben    vereinfacht, 
überhaupt   wieder    mit    verschiedenen   beacbtenswerthen    eigenen 
BemerkungeD   bereichert»    Im  dritteo  Abschnitte  theilt  der  Herr 
VerÜMser  endUch  seine  eigne  durch  Einfachheit  sich  empfehlende 
Censtmetion  nebst  der  vollständigen  Analysis  derselben  mu,  welche 
letztere,  was  man  nicht  unbemerkt  zu  lassen  hat>  auch, unmittelbar 
sowohl  zu  den  vonMalfatti,  als  auch  au  den  von  T  ä de  dat gegebe* 
nen,  durch  besondere  Eleganz  sich  auszeichnenden  Ausdrücken  iiihrt. 
Jedenfalls  ist  diese  Schrift  allen  denen«  welche  die  Aufgabe»  mit 
d^  sich  dieselbe  io  ziemlicher  Ausführlichkeit  beschäftigt,  näher 
kennen  lernen  wollen ,  sehr  zu  empfehlen»  so  wie  das  Immer  hSu- 
figpere  Erscheinen  solcher  Monographien  ans  überhaupt  wünschens- 
werth  tmd  oft  verdienstliche:  als  die  Ausarbeitung  eines  gewöbo- 
liehen   Lehrbuchs  oder  die  Anfertigung  von  Uebersetz^ngen  aas 
dem  Französischen  oder  Englischen  z«  sein  scheint,  da  namentlich 
letztere  sehr  hauig  fast  gar  Bichlts  weiter  als  das  Abschreiben  von 
Formeln  erfordern*    .     . 

Die  Stereotomie  (Lehre  vom  Rörperschnitte),  enthaltend  die 
Anwendungen  der  darstellenden  Geometrie  auf  aie  Schattenlehre, 
Linearperspective »  Gnomonik,  den  Steinschnitt  und  die  Holzver- 
bindungen ,  mit  einem  Atlas  von  74  Tafeln  in  Folio ,  von  E.  F.  A. 
Leroy«  Aus  dem  Französischen  von  E.  F.  Kauffmann«  Stuttgart. 
184&    Erste  Lieferung.  Bogen  1  bis  6.    Mit  Atlas.    ]  Rthlr. 


Pra&tisclie  Oeometrie. 


Williams,  J.  B. :  practical  geodesy.    8.    Vi  S.  6  d. 

Breton,  P/(I)eth^ttp);  descriptSon  des  coürbes  ä  plosieurs 
centres,  iTapres  le  proc<<(!^  Perronet;  tabfeaux  nmneriqnes  etc. 
Paris. 
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Brauhäuser,  J.:  TaMu  sur  approximatiTen  Bestiimnung 
der  Grossen  eines  Jeden  Winkels.  lo  Gnuien  und  .Minuten  vermit- 
telst des  gewöhnlichen  Taschenmaassstabes.  Augsburg.  1846. 
l  Rthlr. 


Praktische  Mecliaiiik« 


Poppe,  A. :  Grundlehren  der  Mechanik  und  des  Maschinen-' 
weseus  mit  Beispielen  d»r  AnweDdune  auf  4  Tafein.  Frankfurt. 
1846.     ii  Rthir. 

Einfache  und  leichtverständliche  Anleitung  zur  Berechnung  der 
Kraft  fler  Dampfmaschinen,  Vom  Grafen  G.  de  Pambour.  Deutsch 
von  Dr.  E.  H.  Schnuse.    Braunschweig;  1846.    8.    7  Sgr.  6  Pi. 


Astronomie« 


Elementare  Darstellung  der  Analyse  der  Fixstern- 
Bedeckungen  des  Herrn  Geheimen  Raths  Bessel.  Von 
C.  Rflmker.    Hamburg.   1846.    4.* 

Durch  diese  kleine  Schrift,  deren  Zweck  durch  ihren  Titel 
mit  hinreicheDder  Deutlichkeit  bezeichnet  wird,  hat  sich  der  Herr 
Verfasser  um  alle  diejenigen  ein  Verdienst  erworben,  denen  eine 
sich  unmittelbar  an  eine  Figur  anschliessende,  und  dadurch  jeden* 
falls  an  Anschaulichkeit  gewinnende  Darstellung  mehr  als  eine  die 
allgemeinen  Lehren  der  analytischen  Geometrie  in  Anspruch  neh^ 
mende  Bebandlungsweise  zusagt.  Dass  aber  gerade  unter  denen; 
welche  sich  namentlich  praktischer  Zwecke  wegen  mit  Astronottiie 
beschäftigen ,  wie  z.  B.  unter  den  wissenschaftlich  gebildeten  See- 
fahrern, viele  sind,  welche  das  Bedü'rfniss  einer  solchen  mehr 
elementaren  und  anschaulichen  Darstellung  fühlen,  ist  schou  in 
Nro.  XXII.  des  Literarischen  Berichts.  3.  340.  bei  Gelegenheit 
der  Anzeige  der  von  Herrn  C.  Rümker  besorgten  vortreuiichen 
vierten  Auflage  des  Hamburger  Lehrbuchs  der  Schifffahrtskunde 
von  uns  hervorgehoben  worden.  Da  nun  ausserdem  Bessel's  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Länge  aus  beobachteten  Sternbedeckun- 
gen  (denn  hierauf  bezieht  sich  die  obis^e  Schrift,  nicht  auf  Bessels 
iethode  zur  Vorausberechnuug  der  ^ternbedeckungen ,  was  wir, 
um  jedem  möglichen  Missverständnisse  vorzubeugeu,  besonders 
bemerken)  allerdings  sehr  verdient,  immer  noch  häufiger  in  An- 
wendung gebracht  zu  werden  •  so  glauben  wir  auf  die  obige  kleine 
Schrift  die  Leser  des  Archivs  nicht  bloss  im  Allgemeinen,  sondern 
insbesondere  auch  die  Lehrer  an  Schifffahrtsschulen  aufmerksam 
machen  zu  müssen,  und  dieselbe  ihrer  Beachtung  zu  empfehlen. 
Die  Anwendung  der  Methode  ist  in  derselben  von  dem  Herrn 
Verfasser  auch  durch  ein  vollständig  ausgerechnetes  Beispiel  er* 
läutert  worden. 
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Taxen,  »S.  L.:  Laerehoe  i  StyrmandskuDsteo  eHer  Styrrnands- 
kunsten  praktisk  og  theoretisk  forklaret.  2  opl.  2  Dele  hup.  8« 
f)  Rbd.  64  Sk. 

Bewegliche  Uimmelskarte  mit  UorizoDt,  nebst  Erklärung  ihrer 
Construction  von  O.  Mollinger,  Professor  an  der  höheren  Lehr- 
anstalt in  Solothum.    Schaffhausen«    1.  Rthlr.  6  Sgr. 


Physik. 


Katzfey^  J. :  Naturlehre  für  h5here  Lehranstalten.  I.  Expe- 
rimentalphysik.   Verb.  Ausg.    Coln.  1^46.    12  Sgr. 

Die  Elemente  der  Physik  nach  mathematischen 
Priocipien  *zum  Gebrauche  für  höhere  Schulen  und 
Gymnasien  von  Dr.  J.  Götz,  Professor  der  Mathematik 
und  Mitgliede  mehrerer  gelehrten  Gesellschaften. 
Nebst  343  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Leipzig. 
1846.    8.    2  Rthlr.  18  Sgr. 

Die  mathematische  Darstellung  in  diesem  Lehrbuche  beschränkt 
sieb  nur  auf  den  mechanischen  Theil  der  Physik,  und  auf  das 
Allergewuhnlichste  in  der  Lehre  vom  Lichte.  In  der  Lehre  von 
der  Electricität,  dem  Galvanismus,  Magnetismus  und  demElectro- 
magnetismus  ist  von  Mathematik  keine  Rede  weiter,  so  wie  denn 
auch  die  ^physikalische  Theorie  des  Lichts,  selbst  auch  die  Lehre 
▼om  Achromatismus ,  nur  eine  sehr  oberflächliche  Berücksiehti« 
gung  in  demselben  gefunden  hat.  Ueberhaupt  enthält  die  Lehre 
von  den  sogenannten  Imponderabilien  nichts  weiter,  als  was  man 
in  den  gewöhnlichsten  Compendien  findet ,  ohne  alle  Eigenthüm- 
lichkeit  der  Darstellung  und  Behandlungsweise.  Da  also  in  diesem 
Theile  die  Kritik  nichts  zu  thun  findet,  so  wenden  wir  uns  zu  den 
mech^anischen  Abschnitten,  und  namentlich  zu  der  denselben  zu 
Theil  gewordenen  auf  dem  Titel  des  Buchs  besonders  hervorge- 
hobenen mathematischen  Darstellung.  Diese  letztere  miisseu  wir 
aber  leider  als  sehr  schwach  bezeichnen,  und  haben  in  derselben 
nichts  weiter  gefunden,  als  was  in  derselben  Weise  schon  in  den 
deutschen  physikalischen  Lehrbüchern  etwa  aus  den  Zeiten  Gren'szn 
finden  ist.  Denn  bei  Schlüssen ,  wie  z.  B.  dem  in  der  Lehre  vom  Fall 
auf  S.  18.  sich  findenden:  „weil  mzzitx)  sich  zeigt  und  also 
m  für  7714-1  gesetzt  werden  kann/*  ist  dem  Herrn  Verfasser 
wohl  noch  nie  ein  Bedenken  aufgestossen ,  und  derselbe  scheint 
nach  einer  solchen  Probe  noch  nicht  hinter  das ,  was  an  derglei- 
chen Dingen  das  allein  Wahre  und  Richtige  ist,  gekommen  zu 
sein.  Das  kann  aber  nicht  auHallen,  wenn  man  aus  vielen  Er- 
scheinungen auf  dem  Gebiete  der  'raatbematis'chen  Literatur  leider 
immer  mehr  und  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnen  muss,  dass  die 
grossen  lediglich  der  neuesten  Zeit  angehurenden  Leistungen  för 
eine  bessere  Begründung  aller  Theile  der  Mathematik  sich  im 
Ganzen  nur  noch  einer  höchst  geringen  Verbreitung  erfreuen,  und 
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an  viel«D  SchriftsteUern  sporlos  forfibergegangen  sind.    Mit  uds 
möge  man  machen ^    was  man  will,    wir  werden  es  nie  zugeben» 
dass  in   irgend  einem  'Falle  in  ftir  m-\-\  gesetzt  werden  könne, 
auch  wenn  m  noch  so  gross  geworden  sein  mag.    Bei  dem  Unter- 
richte auf  Schulen  simf  aber  dergleichen  Absurditäten  um  so  ge- 
fährlicher,  weil  die  Schäler  den  eigentlichen  Sinn  solcher  Betrach- 
tungen noch  gar  nicht  kennen,    sondern   eben  erst  in  denselben 
eingeführt  werden  sollen,  und  wir  mochten  doch  den  Lehrer  sehen, 
der  sich   nicht  in  grosser  Verlegenheit  befinden  sollte,    wenn  er 
einen   ihm  gegenüber  die  Behauptung,   ^bsh  m ■\-\^m  sex ^   auf« 
stellenden    Schüler  zu    der   Ueberzeugung   bringen  wollte,   dass 
rn-fl=m   sei.    Wenn  aber  ein  Lehrer  der  Mathematik  nur  den 
Widerspruchsgeist  seiner  Schüler  zu  wecken  versteht  und  zu  wecken 
den  realichen  willen  hat,  so  kann  er  uns  aufs  Wort  glauben,  dass 
es  an  solchen  Einwürfen  wie    der  vorhergehende,    insofern  der 
Liehrer  selbst  durch  seine  ungenügende  Darstellung  zu  denselben 
mehr  als  zu  viel  Gelegenheit  giebt,  nicht  fehlen  wird.  Wir  haben, 
da  der  Raum  mehr  m's  Einzelne  zu  gehen  uns  nicht  verstattet, 
absichtlich  den  obigen  ganz  trivialen  Fall  hervorgehoben,  weil  der- 
selbe nach  unserer  Meinung  ganz  geeignet  ist,   einem  jeden  der 
•Sache  gehörig  Kundigen  den  Geist  der  ganzen  in  diesem  Buche 
gecrebenen   mathematischen  Darstellung  der  Lehren  des  mechani- 
schen Theils  der  Physik  mit  einem  Male  vollständig  zur  Anschauung 
zu  bringen,    und  zur  Bildung  eines  eigenen  Urtneils  die  nothige 
Richtschnur  abzugeben.    Dabei  müssen  wir   aber  auch  noch  be* 
merken ,  dass  für  Vieles,  was  unbedingt  eine  mathematische  Xheorie 
fordert,  gar  keine  solche  gegeben  worden  ist.    So  muss  z.  B.  die 
Bestimmung  des  Feuchtigkeitszustandes  der    Luft  aus  Beobach- 
tungen des  Psychrometers  durchaus  auf  bestimmte  mathematische 
Formeln   zurückgeführt  werden,  und  ohne  eine  strenge  mathema- 
tische Theorie  ist  das  Psychrometer  überhaupt  ein  ganz  unnützes 
Instrument.    Diesen  ganzen  so  wichtigen  Apparat  thut  aber  ausser 
einer  kurzen  Beschreibung  desselben  der  Herr  Verfasser  auf  S.  241. 
mit  den  Worten   ab :    „Der  Unterschied  der  durch  beide  Thermo- 
meter angegebenen  Temperaturen ,  d.  h.  die  Psychrottieter-DüBferenz, 
bestimmt  Aie  Feuchtigkeit  der  Luft'';  freilich  aber  konnte  von  einer 
Theorie  des  Psychrometers  nicht  die  Rede  sein ,  weil  die  so  wich- 
tigen mathematischen  Untersuchungen  über  die  Expansivkraft  der 
Dämpfe   ganz  ausserhalb    des    Planes,    den  der  Herr  Verfasser 
sich   bei  Abfassung    dieses    Buches   machte,    gelegen  zu  haben 
scheinen.    Endlich  genügt  dasselbe  auch  einer  Anforderung  nicht 
im  Mindesten,  welche  man  an  eine  mathematische  Darstellung  der 
Physik  durchaus  zu  machen  berechtigt  ist,  indem  es  nämlicn  nir- 
gends die  vielfachen  Correctionen,  welche  fast  alle  physikalischen 
Versuche  erfordern ,  wenn  sie  nur  irgend  auf  wissenschaftliche  Ge- 
nauigkeit sollen  Anspruch  machen  können,  gehörig  berücksichtigt, 
und  überhaupt  diese  so  höchst  wichtige  una  interessante  Seite- der 
Physik  ganz  bei  Seite  liegen  iässt.   Man  sieht  daher  hieraus,  dass 
dieses  neue  Lehrbuch  der   Physik  bloss  die  bekanntesten  Dinge 
enthält,  und  dass  die  auf  dem  litel  hervorgehobene  mathematische 
Behandlung  wohl,  wenn  man  die  Sache  aus  einem  mehr  wissen- 
schaftlichen Standpunkte  betrachtet,  gerade  seine  schwächste  Seite 
ist.    Die  Holzschnitte  können  zwar  genügen,  sind  aber  nicht  sehr 
sauber  ausgeführt ;  und  sollen  dieselben,  wie  es  fast  scheint,  Abbil- 
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düngen  der  Tfaeile  eines  wirklioh  vorhandenen  physikalischen  Ap- 
paratH  sein»  so  gehSrt  derselbe  wenigstens  nicht  zu  den  vorzüglich 
eleganten,  und  erinnert ,  wie  das  ganze  Buch,  vielfach  an  eine 
ältere  Zeit 

Sollten  einige  der  oben  zuletzt  erwähnten  UnVollständigkeiten 
vielleicht  darin  ihre  Rntscliuldigung  suchen,  dass  das  Buch  zu- 
nächst nur  für  den  Schulunterricht  bestimmt  sei ,  so  müsste  das 
vorherrschend  sein  sollende  mathematische  Element  nicht  auf  dem 
Titel  und  in  der  Vorrede  als  ein  besonderes  Gewicht  in  die  Wag- 
schale  legend  hervorgehoben  worden  sein. 

Wir  nahen  die  obigen  Bemerkungen  nicht  unterdrücken  wollen, 
weil  wir  sehr  wünschen,  dass  auch  der  mathematischen  Physik 
immer  mehr  und  mehr  eine  der  ff^ometrischeo  Strenge  sich  mog* 
liehst  nähernde  Darstellung  zu  Tbeil  werden  möge,  wofür  uns  m 
Deutschland  u,  A.  der  verdiente  Bohnenberge r  in  dem  dritten 
Theile  «einer  Astronomie  ein  vortreffliches  JÜluster  aufgestellt 
bat»  welches,  wie  Wir  boren»  noch  jetzt  von  einem  der  grussten 
lebenden  Matbematiker  angebenden  Astronomen  vorzüglich  zum 
Studium  empfohlen  zu  werden  pflegt.  Ausserdem  sind  wir  der 
Meinung ,  dass  die  mathematische  Physik»  aus  einem  richtigen 
Gesichtspunkte  dargestellt,  d.  fa.  immer  auf  die  strenge, 
hier  fmst  nirgends  zu  umgehende  Betrachtuno  der 
Grämen  zurückgeführt,  ein  ganz  vorzügliches  BiTdongs- 
mittel  des  mathematlscben  Geistes  überhaupt,  und  eine  -vortreffliche 
Vorbereitung  zum  Studium  der  bohern  Mathematik,  insbesondere 
der  bSheren  Mechanik  ist  Wer  diesen  Gesichtspunkt  nicht  fest- 
hält, und  ohne  vorzügliche  Rücksicht  auf  die  Strenge  der  Methode 
bloss  eine  Keuntniss  4er  hauptsächlichsten  physikalischen  Gesetze 
und  der  gewöhnlichsten  Formeln,  in  denen  dieselben  sich  darstellen 
lassen,  sucht,  und  eben  bloss  in  diesen  Formeln  an  sich  da8  ma- 
thematische Wesen  der  Physik  findet,  mag  sich  das  vorliegende 
Buch  immerhin  zum  Führer  wählen  und  wird  sich  vielleicht  selbst 
dem  fierro  Verfasser  hin  und  wieder  zu  Dank  verpflichtet  fuUen, 
indem  das  Buch  vor  maochen  andern  öiters  gerühmten  physikali- 
schen Lehrbüchern,  die  aber  häufig  ihre  Aufgabe  nur  durch  eine 
möglichste ,  Anhäufung  von  Material  ohne  scimrfe  Begründung  zu 
losen  «ucheoj  u.  A.  die  gute  Seite  hat,  dasj»  es  die,  eigentuche 
wissenschaftliche  Bedeutung  habenden,  Resultate^  überall  mit  mög- 
lichster Klarheit  und  Bestimmtheit  hervorzuheben  sucht.  Möge 
daher  dasselbe  immerhin  auch  seinen  Nutzen  stiften,  den  wir  dem- 
selben keineswegs  ganz  absprechen  wollen. 

Rigrts:    la  gi^ologie  11^  ä  Fastronomie,  ou  nonv.  Systeme 
solaire. 

L,  Sehr5n:  Stochiometrische  Hülfstafeln.  gr.  8.  Hannover. 
1S46.  Ü  Rthlr. 


Jilterarlsclier   IBerleTäU 


Systeme,  I^ehr-  und  ^WKrCerlifielier. 


Lebrbach  der  Mathematik  für  die  mittleren  Klasse  d 
b  Stierer  Lehranstalten  von  Joh.  Aug.  Grüner  t.  Erster 
Thell.  Gemeine  Arithmetik.  Dritte  verbesserte  Aus- 
gabe. Auch  unter  dem  Titel:  Lehrbuch  der  gemeinen 
Arithmetik  für  die  mittleren  Klassen  höherer  Lebran* 
stalten  Yon  Joh.  Aug.  Grunert.  Dritte  verbesserte 
Ausgabe.    Brandenburg.  1845«    8. 

Vermehrungen  dieser  dritten  Auflage  meines  Lehrbuchs  der 
gemeinen  Arithmetik  für  die  mittleren  Klassen  höherer  Lehr- 
anstalten habe  ich  nicht  für  nöthig  und  zweckmässig  erachten 
können.  Dagegen  glaube  ich  dieselbe  mit  Recht  eine  verbes- 
serte nenneri  zu  dürfen;  auch  ist  die  angehängte  kleine  Factoren- 
tafel,  in  welche  sich  früher  einige  Fehler  eingeschlichen  hatten, 
yon  einem  der  besten  meineHetzigen  Schüler»  Herrn  Lohse,  gans 
neu  berechnet  worden,  die  E/mrichtuog  derselben  aber  im  Ganzen 
völlig  ungeändert  geblieben,  was  schon  deshalb  nötbig  war,  weil 
jede  wesentliche  Veränderung  bei  dem  Gebrauche  der  dritten  Auf» 
läge  neben  den  früheren  Auflagen  dieses,  eben  so  wie  die  übrigen 
Theile  meines  ganzen  ans  sechs  Theiien  bestehenden  mathemati- 
schen Lehrbuchs  für  Schulen,  in  vielen  Tausend  Exemplaren  ver- 
breiteten Lehrbuchs  dem  Gedeihen  des  Unterrichts  nach  demselben 
binderlich  entgegen  getreten  sein  würde.  —  Von  der  die  Kegel- 
schnitte enthaltenden  vierten  Abtheilung  des  Lehrbuchs  für  die 
obern  Klassen  wird  auch  noch  in  diesem  Jahre  eine  dritte  Auf- 
lage erscheinen  und  damit  die  dritte  Auflage  aller  sechs  Theile 
bändigt  sein«  G. 


Band  Vni. 
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Aritlimetik. 


Jargensen,  E. :  die  elementair  Arithmetik  og  Algebra.  8. 
Kopenhagen.    1  Rhd. 

Calculi  differentiaruni  finitarum  inversi  exercita- 
tiones.  Auetore  Mag.  Em.  Gabr.  Bjorling,  ad  Reg. 
Acad.  Upsal.  Math.  Doc,  ad  Reg.  Gynin.  Aros.  Math. 
L,ect.  design.  Pars  Ilda«  ffis;  A^itis  Reg.  8ociet.  Scieot. 
Üpsal.).    üpsaliae.  MÖCCCXLV.  4. 

DiTctrisae  serieruip  infjvitarirm  exer cltation^s. 
Atfclore  Ha^»  Km.  Gabr.Bjurling,  adlleg.  Ae4dL  Ofiaal. 
Math.  Doc,  ad  Reg.  Gymn.  Aro8.  Math.  Lect.  de^ign. 
Pars  Iraa.  (Ex  Actis  Reg.  Societ.  Upsal.).  üpsaliae. 
MDCCCXLVI.    4. 

Die  erste  Abtheilung  der  ersten  dieser  beiden  Abhandlungen 
\si  im  iütfrartacbeii  Berkbt  Nr».  Xi^.  Si  m%  anmei;^  N»«f4^n. 
Üie  vorliegeuile  zweite  Abtheilung  beschäftigt  sich  mit  dem '^end- 
lichen Integrale  hZfx,  und  führt  die  Ueberschrift :  Deintegrali 
hZfx   secundum   dignitates  ipsiusA  crescentes  expli- 
p  a  n  d  o.     Der  Herr  Verfasser  gelangt  zu  einer  grossen  Anzahl  he< 
inerkenswerther   Relationen,    auch  zwischen  den    BernouUi'scheii 
Zahlen,    und  schliesst  sieh  ganz   den    neueren   Ansichten   in  der 
Analysis  an ,   so  dass  diese  Abhandlung  auch  für  die  allgemeine 
Theorie  der  Convergenz  und  Divergenz  der  Reihe  nicht  ohne  Ans- 
)[)eute  geblieben  ist.  Da  in  den  Lehrbüchern  der  Analysis  gewuholich 
die  nach  den  Potenzen  von  jc  fortschreitenden  Reihen  für  \äc  cot  «^» 
\xXaiüQ^\x,  \'xcosec\x  nicht  entwickelt  werden,  — in  den,  älteren 
Atrslchten  folgenden   Schriften   wohl  der  Weitläufigkeit   der  Ent- 
Wickelung  wegen ;  in  den ,  neueren  Ansichten-  huldigendeb  Werken 
Wohl  hauptsächlieb  deshalb,  weil  es  .nicht  leicht  ist,   die  Bedin- 
gungen der  Convergenz   dieser  Reiben  anzugeben  — ,  so  verdient 
der  Anhang  zu  dieser  Abhandlung,  in  welchem  der  Herr  Verfasser 
diese  Reihen  auf  eigenthvimliche  Weise  entwickeit  und  die  Be* 
dingungen  ihrer  Convergenz  und  Divergenz  gehörig  festzustellen 
gesucht   hat,   auch   noch    besondere   Beachtung,   wobei   wir  nur 
wünschen  möchten ,  dass  derselbe  seine  Anfmencsamkeit  airch  der 
Reihe  für  die  Secante,   welche   sich  bekanntlich  durch  die  Ber* 
tioulti*schen  Zahlen  nicht  ausdrücken  lässt,  zngewandt  hStte. 

Die  zweite  Abhandlung  führt  die  Ueberschrift:  Nota  in 
Theorema  Binom iale.  Was  der  Herr  Verfasser  in  derselben 
zu  leisten  beabsichtigt,  geben  wir  absichtlich  im  Folgenden , mit 
seinea  eigenen  Worten  an : 

„Satüi  superque  cognitum  e^i,  aequationem  il|am, 

veram  esse  y  reali  qualibet  atque  x  quantitate  quallbet  (reali 
aeque  ac  imaginaria)  modulo  <1  praedita.  Neclatet,  haud  modica 
Analyst  contigisse  emolumenta  ex  positione  illa 
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in  hac  aequatione  (I).  —  *) 

Qua6  cum  ita  sint,  non  »atis  queo  mirari  quid  91t  quod  uus- 

auam  -^-quod  nos  quidem  sciamus  — •  rerilas  bujüsce  aequationis' 
)  in  feuere  (h.  e.  y  Ipsa  qnahtitafe'quaßbet,  reali  aeqne  ac 
imaginaria)  rite  fuerit  probata  atque  en^olnmenta ,  quae  inde  AuA'' 
lysi  coDÜDgaiit»  exfMisita*    Nobis  ««4  propositum  4iO€  loco  pro^are, 
aequatiooem  <le  qua  quaeritut  ven^  e»Be  omDtbn« 

X  :=  u  (Cos  w  -|-  V^-^1 .  Sin  w), 
y  =  n  (Cosft  +  ST^ .  Sinft), 

2«^  «2,  a  «t  6  real^  denotantibus  qaaotitates,  dummodo  u  nume^ 
rice  <1  Sit;  ouo  facto  breviter  quae  inde  Analysi  ß.  d.  Inferiori- 
et  quideni  nominatim  doctrinae  seriemm  infinitanim  proficiscaeto; 
emulunie^ta .  in  ve$tigabiniu8.  '^ 

Man  sieht  also ,  dass  der  Herr  Verfasser  das  Binomialtbeorem, 
welches  bisher  immer  auf  reelle  Exponenten  eingese&ränfct  irorden 
ist**),  ganz  im  Iveiste  der  neveren  Analysis  auch  auf  imagiiiäre^ 
Exponenteo  zu  erweitern  sucht,  was  jedenfalls  nidit  unirichtig  ist. 
"Wir  hoffen ,  für  jetzt  wns  mit  dieser  kurzen  Aneeige  begnügend; 
späterhin  aüsfürtieher  auf  diese  Abhandlung  zurückzuicommen«  und 
eiii]Kfehlen  beide  Abhandlungen  nochmals  <ter  Aufinerksamkeit  der 
Liebhaber  «ier  neueren  Analysis  recht  sehr,  können  auch  nieht 
unterlassen,  unsere  Freude  darüber  auszusprechen,  dass  die  in 
derselben  herrschenden  strengen  Ansichten  sich,  trofür Miese  Ab- 
bau Jluneen  und  fröliere  Arbeiten  des  Herrn  Df.  Biörli«g  den 
Beweis  liefern,  nach  und  nach  doch  immer  aitgemeinere  Geltung 
verschaffen.  Möge  sich  nur  hierin  Deutsehland  nicht  von  seinem 
nordischen  Nachbarländern,  wie  es  fast  einigermassen  den  Anschein 
hat 5  Gberflügeln  lassen! 

Löriais:  essai  sur  les  lonctions  eHiptiques.    4.    Paris. 
Aritknetiska  Konststyken.    12.    Stockholm.  1846.    8  sk. 


Oeometrie. 


Die'Planiihetrie  und  Stereometrie  für  den  Schul  -  und  Selbst- 
unterricht bearbeitet  von  Carl  Koppe,  Oberlehrer  am  Gyttinasiürii' 
zu  Soest.  Zweite  umgearbeitete  und  durch  zahlreiche  Aufgaben; 
vermehrte  Auflage.  Mit  6  Figurentafeln.  (Anfang^gfönde  d^r 
reinen  Mathematik  ffir  don  Schul  -  und  Selbstunterridit  bearbeitet' 


■—  /■  4    *< — r- 


*)  Ich  glaube  hierbei  die  mit  den  F'ortsrJiritten  der  neueren  Analysis 
noch  weniger  Tertranten  Leser  des  Archivs  auf  meine  In  diesem  Hefte 
beflifdlich»  Adibfinfllniig.Kro.  XXV,  verwHsoi  «11  dürfen.        .  G. 

**)  M.  «.die  vorher  angeführte  Abhandlung.  G. 
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▼OD  Cari  Koppe  n.  s.  w»   Zvreifer  Theil.    Planimetrie  nod  Stereo- 
metrie.   Zweite  Annage.)    Essen  1846.    8.    27  Sgr. 

Enclidis  femte  och  ajette Böcker  med  furändrinear 
ai  E.  G.  Bjorling,  Phil.  Mag.  Matbes.  Doc.  Tid  Ups. 
Altad.  Andra  Upplagan  af  j,AllmäD  ProportioDslära'* 
af  samma  furfattare.    Upsala.  1845.  8. 

Da  es  geftenwSrtig  m  einem  Lieblingsthema  einer  gewissen 
Klasse  von  Schriftstellern  in  Deotscbland  gehört,  die  Euklidische 
Methode  rücksicbtiich  ihres  Cjrebraucbs  lieim  geometrischeD  Unter- 
richte herabzusetzen»  nnd  statt  derselben  einer  andern  Methode, 
die  schon  an  mehreren  Steilen  des  Archivs  *)  etwas  näher  be- 
zeichnet worden  ist,  Geltung  zu  verschaffen  zu  suchen ,  so  scheint 
es  zw#K;kmSs8ig,  wenn  auch  durch  die  blosse  Nennung  des  Titels 
von  Schriften  wie  die  obige  nachzuweisen.,  dass  dies  in  vielen 
andern  Ländern  keineswegs  eben  so  wie  bei  uns  der  Fall  ist, 
sondern  dass  vielmehr,  wie  u.  A.  auch  schon  im  Literarischen 
Berichte  Nro.  XXVOl.  S.  416.  Iiemerkt  worden  ist,  namentlich 
in  England,  Holland,  Schweden,  u.  s.  w.,  wo  es  immer  viele  be- 
sonders durch  ihre  GrGndlichkeit  ausgezeichnete  Matbemafiker 
gegeben  hat  and  jetzt  mehr  als  sonst  giebt,  der  geometrische 
Unterricht,  besonders  auf  Schulen  —  und  zwar  nach  anseier 
Ueberzeognng  mit  vollem  Recbte'uod  wesentlichem  Yortheile  dar 
das-  Gedeihen  dieses  so  wichtigen  Unterrichtszweiges  überhaii^, 
und  dessen  Wirkung  aof  die  töchtige  Ausbildung  des  jugendlichen 
Geistes  -—  immer  vorzugsweise ,  man  kann  wohl  sagen ,  allein  in 
EaklidischSer  Weise  ertheilt  wird.  Ffir  wie  wichtig  dies  auch  üBr 
dai<  Stadium  der  sogenannten  höheren  Mathematik  nach  den  letzt 
sich  immer  mehr  und  mehr  Geltung  verschaffenden,  im  Verhält- 
ntss  zu  der  älteren  Darstellungsweise  durch  eine  viel  grössere 
Strenge  und  wahre  mathematische  Evidenz  sich  auf  das  Vortheil- 
hafteste  auszeichnenden  Ansichten  erkannt  werden  muss^  ist  imr 
erst  in  dem  vorliegenden  Hefte  des  Archivs  S.  303.  besonders 
hervorgehoben  worden. 

Ueber  die  Schrift  selbst  genügt  es  zu  bemerken,  dass  die- 
selbe ganz  mit  Euklidischer  Strenge  verfasst  ist. 

Erstes  Buch  der  Stereometrie.  Nicht  allseitig  be- 
gränzte    Ranmformen.      Vom   Oberlehrer  Dr.  Hincke. 

i Programm  des  Dorogymnasiums  zu  Halberstadt  von 
> Stern  1846.)   4. 
» 

In  dem  Vorworte  sagt  der  Herr  Verfasser :  es  sei  eine  auf- 
fallende Erscheinung,  dass  fast  alle  Mathematiker  nicht  nach 
einem  Lehrbuche,  wenn  es  nicht  von  ihnen  selbst  verfasst  sei, 
unterrichten  wollten  und  dass  dieselben  an  jedem  Lehrbuche  Etwas 
zu  tadeln  fänden;  indet  mit  Herrn  Schulrath  Dr.  Uhde  zuBraon- 
achweig  die  Ursache  dieses  Umstaades  darin,  dass  die  mathema- 
tischen LehrbiScher  noch  nicht  von  der  Art  seien ,  dass  alle  Ma-' 
thematiker  nach  einem  derselben  mit  Erfolg  unterrichten  konnten. 


*)    Z.  B.   Literariiieber  Bericht.   Nro«  II.   8.  19.  und  Nro.  \XVII1. 
S.  416. 
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und  will  bun  dufch  die  vorliegende  Bearbeitung  eines  AbecbDitt« 
der  Stereometrie  ale  an  einem  Beispiele  zeigen«  wie. ein  mathe- 
matisches Lehrbuch  beschaffen  sein  müsste,  um  neben  der  stren- 
gen B^;rfindung  der  einzelnen  Sätze  ein  organisches  Ganze  zu 
geben  f  so  dass  jeder  Satz  an  seiner  Stelle  stehen  muss  und  nir- 
gend ein  Satz  fehlt 

Wir  finden  die  Ursache  des  erwähnten  Umstandet»  mit  dem 
CS  allerdings  bis  zu  einem  gewissen  Grade  seine  Richtigkeit  hat, 
keineswegs  mit  den  genannten  Herren  in  der  Beschaffenheit  unserer 
liehrbficher,    sondern  in  der  Wissenschaft  selbst«  namentlich  in 
der   ungemeinen    Bildungsföhigkeit   derselben,    und  darin«    dass 
eigentlich  ein  Jeder  die  ganze  AVissenscbaft  ohne  alle  Hülfe  eines 
Lehrbuchs  aus  sich  selbst  zu  entwickeln  im  Stande  ist«  wobei  wir 
ja  nur  z.  B.   an   Pascal  zu  erinnern  brauchen,  von  welchem  er- 
zählt wird«  dass  er  in  einem   Alter  von  eilf  Jahren,  nachdem  er 
aus  Gesprächen,  die  bei  seinem  Vater  gehalten  wurden,  nur  erst 
eine  Ahnung  von  der  Geometrie,  bekommen  hatte,    keine  Ruhe 
mehr  fand«  bevor  er  weiter  in  diese  Wissenschaft  eingedrungen 
war.    Während   seiner  Erholunestunden  scbloss  er  sich  allein  in 
eine  abgelegene  Kammer  ein.    Dort  zeichnete  er  mit  einer  Kohle 
auf  dem  Fussboden  Dreiecke,  Parallelogramme«  Kreise  u.  s.  w.« 
ohne  die  Namen   dieser  Figuren  zu  wissen;  hernach  untersuchte 
er  die  Lagen  der  Linien  gegen  einander,  wenn  sie  zusammenstossen ; 
er  verglicn  die  Ausdehnungen  der  Figuren  u.  s.  w.   Seine  Schlüsse 
gründeten  sich  auf  Definitionen  und  Axiome,   die  er  sich  selbert 
gemacht  hatte.    Nach  und  nach  kam  er  dahin  zu  entdecken,  dass 
die  Summe  der  drei  Winkel  eines  Dreiecks  durch  einen  Halbkreis 
gemessen  werden«  d.  h.  der  Summe  zweier  rechten  Winkel  gleich 
sein  muss,  welchcfs  der  32ste  Satz  des  Isten  Buchs  des  Euklide« 
ist.    Bei  diesem  Theorem  war  er,  als  er  von  seinem  Vater  über- 
rascht ward,  der«  nachdem  er  den  Gegenstand,  den  Fortgang  und 
das  Resultat  seiner  Forschungen   erfahren  hatte,  einige  Zeit  vor 
Bewunderung  und  Rührung  stumm  und  unbeweglich  blieb;  alsdann 
ganz  ausser  sich  zu  seinem  vertrauten  Freunde,   le  Pailleur, 
eilte,  um  ihm,  was  er  gesehen,  zu  erzählen.    Nun  erst,  nämlich 
in  seinem  zwölften  Jahre ,  gab  man  ihm  Euklids  Elemente  zu  lesen« 
die  er  ganz  allein  verstand«  ohne  jemals  einer  Erläuterung  zu  be- 
dürfen. —  Mehr  aber  als  der  eilQährige  Pascal  wird  doch  wohl 
ein  Lehrer   der   Geometrie    an    einer    höheren  Ü<lterrichtsanstal£ 
einen  inneren  Trieb  in  sich   spüren«    die  Wissenschaft  aus  sich 
«elbst  zu  edtwicköln «  und  gleienzeitig  seiiie  Schüler  an  dem  darin 
übenden  unaussprechlich  hohen  Genuss  Theil  nehmen  zu  lasse»^ 
und  eben  diese  Eigeothümlichkett  nnseter  Wissenschaft  ist  es  aueh^ 
-welehe  dieselbe  ab  Bildungsmittel  des  jugendlichen  Geistes  über 
aUe  andereQ  Wissenschaften  so  sehr  erhebt.    Aliso  — wir  sägen  e&f 
nach  eio^ial  t-  nicht  in  den. Lehrbüchern,  sondern  in  der  Ver* 
treffLiÄkeit  der  Wissenschaft  an  sich  fi^  einzig  unil 
aUein  ^et  Grund  der  oben  namhaft  .gemachten  Ersdieinung;  und 
eben  deshalb  sind  wir  auch  fest  überzcfugt«  dass^  so  wie  bisher 
von  den  Elementen  des  Eukiides  herab  hia  auf  nnsere  Zeit  keines 
unserer  Lehrbücher«  unter  denen  gewiss  manche  sehr  gute  sind« 
allgemeine  Anerkennui^  gefunden  hat«  gewiss  auch  künffighin  nie 
eines  allgeieeiiie  Anerkennung  finden,  und  dass  niemals  ein  matiie^ 
matisches  System  so  allgemeinen   Eingang  gewinnen  wird«  wie 
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dttwclhen  z.  B.  b  der  Botanik  das  Lltmäsche  System  lange  Zeit 
geAtnden  hat  und  zmii  Tbeil  nnch  findet.  Dieees  Schicksal  aller 
mathematischen  I^hrbflcher  und  Systeme  wird  aber  aus  den  an«* 
gegebenen  CrrOnden  gewiss  anch  die  in  dem  vorliegenden  Pro- 
gramme von  dem  Herrn  Verfasser  gelieferte  Probe  eine«  Normal- 
Lehrbuchs,  der  wir  librigens  ein  recht  löbliches  Streben  nach 
Vo4tstäm]igkeit,  imd  systematischer  Anordnung  keineswegs  ab- 
sprechen wollen ,  treffen ,  und  die  Fluth  der  mathematischen  Lehr- 
badier  wird  unfehlbar  immer  mehr  und  mehr  wachsen,  weil  es 
eben  die  Anregung ,  welche  unsere  Wissenschaft 'notfa wendig  anf 
den  Geist  ansObt,  ist,  welche  *  wenigstens  die  besseren  derselben 
hervorruft,  und  der  Geist  sich  nun  e/mmai  nicht  in  Fesseln  legen 
l&sst. 

'   Saiut-Venant:  tables^u  de  formules  de  la  theorie  des  ceur- 
bes  dans  Tespace-    4.    Pari;s. 


Astronomie. 


(Jeher  das  Verhältniss  der  Astronomie  su  den  an- 
dern Wisssenschaften  Eine  Vorl e SU nrin  dem  wissen- 
schaftlichen Vereine  zu  Berlin  am  28.  Februar  ]^I6  ge- 
halten  von  J.  F.  Encke,  Director  der  kOtiigl.  Sternwarte. 
Berlin.  1846.    6.    7  Sgr.  6  Pf. 

Ein  Jeder  wird  diese  Ihreih  Zwecke  Tollkomraen  entsprechende 
Scfcrift  mit  Vergnügen  und  Belehrung  lesen. 

Pontäeoviant:  theorie  analyttque  du  Systeme  da  moode. 
Tome  IV.    &    Paris. 

Grundriss  der  mathematischen  Geographie*  Für 
h'Shere  Lehranstalten  entworfen  und  mit  einer  An lei- 
tungy  die  Sternbilder  des  nördlich en  Himmel^  a^ufzu- 
finden  versehen  von  Aug.  Wiesand,  Doctor  der  Phi- 
losophie und  Oberlehrer  an  oer  Realschule  in  den 
franckescbenStiftungen  zuHalle.  Mit  einge4riickteQ 
IIqIz schnitten*    Halle»  1846.    8.    10  Sgr.  .     . 

Es  ist  aUerdings  sehr  lu  wünschen,  das»  der  mathematiseben 
Cteemphie  in  Verbindung  mit  den  Hauptiehren  der  Ai^reiMmile 
aad"  «Oberen  Unterriehtsanstalten  besondere  Lehrsiundeii  gewidmet 
und  dieselbe  wirklich  in  deren  Lehrplan  aufgenommen  werde.'' 
Demi  ftäcfaerlieb  ist  es  in  der  That,  was  für  verdrehte  fiegiiie 
iä)9T.  dies»  jeden  nat  eimgetmassen  Gebildeten  so  nabe  (icHKeMÜcn 
Dinge  man  sich  oft  selbst  bei  Männern  der  Wissensdhraft  kapd 
lieben  sieht»  se  wie  uns  c.  B.  ein  Fall  noch  sehr  wöU  erinnetlieb 
istV  wo  ein  der  Natur  tiberhaupt  gar  nicht -so  fern  stehender  und 
senst  gebÜdeter  und  strebssner  Mann  ganst  emsttlch'  sein  B^freiti^ 
den-datiiber  äusserte,  dassr'das  Wasser,  d)gteich  die**  Erde  seto^ 
flach  inhe  die  Gestalt  einer  Ku^  habe,  nicht  toA  derei^ben  her- 
unltorlaufin.  •  Der*  Gmild  sdchev  grobeu  UnwlssetilieH  H!e^  aber 
fior  w  dem  schlechten  Seh«lunterrichte>  welcher, ail^fn  dleSclrald 


davon  zQ  tragen  bat,  undttkächole«  jnOefaten  dcfcf)  J4iBinier990bt 
und  mehr  darauf  (linar bei t^  ^  die  ihnen  ani^^rU^en:  Schüler  ztk- 
erst  und  vorzüglich  über  das  gehörig  aufzuklären. >  waß  st\e  Cib^r^dl, 
wo  sie  sich  hinwenden ,  zunächst  umgiebt  und  ihnen  zuerst  ent- 
gegen tritt;  denn  Jeder  ^Ilte  di($h  docn  wohl  mehr  schämen,  wenn 
er  tvicHt  klar  übersehaut,  wie  und  «ach  trelchen  Gesetzen  die 
Sonne  seine  Tage  erhellt  utvd  der  Mond  seln^  Nächte  erleachtet, 
als  wenn  er  niolit  immer  die  griechischen  Accentef  richtig  zu  setzen 
versteht!  Auch  zweifeln  wir  keinen  Augenblick,  dass  die  Zeit 
gar  nicht  mtfir  86  fern  ist^  wo  man  die  Richtigkeit  hiervon  immer 
noch  mehr  ids  dies  schon  jetzt  der  Fall  ist  erkennefn,  wo  die  Zähl 
unserer  Gymnamn  md  i9ogeiiannten  Real-  oder  Bürgerschulen  In 
d^s  vsngekehrte  Ve^hältniSiS  getreten  sein  wird,  und  wo  auch  die 
ietJ&tereto  ihie  ^gliun^e  mit  dem  Zeugniss  der  Reife  zur  Univeniitäl 
eotla^sen  werden*  Nna,  wie  dem  auch  sein  muge,^  wir  sind  ib 
Bezug  auf  da«  vorliegende  Büefalein  der  Meioting»  dass  in  dmi^ 
selben  dem  Unterrichte  in  der  mathematischen  Geographie  tem 
zwar  kurzer»  im  Ganzen  «her  zweckmäsislger,  die  Hülfe  d^r  JLehrra 
der  sogenannten  reinen  Mathematik  zwar  sehr  massig  in  Anspruch 
nehmender»  aber  doch  auch  nicht  gltnz  verachtender  und  seihst 
etwas  mehr  ab  in  manchen  anderen  Büchern  ähnlicher  Art  herver- 
hebender ,  überhaupt  der  Ausdehnung ,  welche  man  bei  dein  jetzt 
noch  obwaltenden  Verhältnissen  diesem  Unterrichte  zu  gehen  sieh 
erlauben  dürfen  möchte,  entsprechender  Leitfaden  gem>ten  wird. 
Druckfehler  finden  sich  Irider  mehrere»  was  bei  «inem Schulbuehe 
immer  übel  ist,  so  wie  z.  B«  auf  einer  und  derselben  Seite  (24): 
£lipsen>  Ra^enrectoren «  Keiodstrop  *);  auf  Seite  53.  Guiseme 
Piazzi  ^att  Giuseppe  Piazzi,  u.  s.  w.  Wenn/ das  sehr  grane  Pa- 
pier etwas  besaer  wäre,  so  werden  sich  auch  die  zweeknässig  in 
den  Te^.ein^druckten  sonst  nicht  ganz  üblen  Holzschnitte  besser 
(ausnehmen.  T>i^  angehängte,  übrigens  nur  ganz  kurze  Anleitung 
juir  JKenntniss  der  nördlichen  Sternbilder  hätte  nach  unserer  .Mei^ 
nung  ganz  füglich  wegbleiben  b'innen  >  da  wir  dergleichen  Sstro^ 
gtiostische  Beschiftigttngefi  für  den  Sehulnnterti^  nicht  zweck* 
l&ässig  fipdeq  können,  and  deshalb  eine  allgemeine  Andeutung^ 
wie  in  der  beobachtenden  Astrodomie  und  auf  den  Sternkarten 
die  Sterne  bezeichnet  und  von  einander  unterschieden  werden^  an 
diesem  Orte  für  vOUig  genügend  gehakten  haben  würden.    Denn 


*)  Aian  Ündet  den  Namen  des  Geburtsorts  Tycho's  in  verschiedenen 
Schriften  anf  sehr  versdiiedene  Arten'  geschrieben.  So  schreiben  z.  ß. 
Lalande  (Astronomie.  Seconde  Edition.  T.  Lp.  1^2.)  und  Bailly 
(Historie  de  PAstronMni'e  moderne.  T.  L  p.  37S.)  „Knadsturp'%  wor-^ 
an»  Herr  Professor  iGdtz  in  «einen  Elementen  der  Ph^rsik  nach  mathe^ 
|]iatts<iien  Principien  zum  Gebrauche  far  höhere  Schnleii  und  Gymnasien. 
hwpfdg.  184S.  S«  549.  gar  „Kttnd*-Strnp''  gemacht  hat,  nnd  Herr  Dr. 
Wiegend  schreibt  „Kundstrop^*.  leii  bemerke  daher  bei  dieser  Ge^ 
legAnneifc«  dass  nach  einer  auf  meine  Anfrage  von  meinem  au$  Schwedeii 
'gebürtigen  CoUegen»  Herrn  Prozessor  Dr.  l^illberg  hiecselbst^  mir 
gemä.phten  Mittheilung  die  allein  richtige  Schreibart  des.  Namens 
,,Kntttsloru^<  ist,  so  vie  ich  mich  denselben  auch'  s,on9t  wohl  er- 
imMte  gesthne^en-  geftindeu  «i  haben,  ohne  jedoch  in 'diesem  Augen-- 
}ß\\t^p   ifiit   Sestimm^ei^   «f^n  Or|  «li^eheii  ^n   IkS^nmk 
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Schiler  sollen  keine  Himmebbeobacliter  werden,  sondern  nur 
richtige  und  klare  Begrile  von  dem  bdconimen,  was  täglicb  um 
sie  hemm  Torgeht. 

Anleitung  kur  Berechnung  und  graphischen  Be- 
stimmung der  Sonnenfinsternisse  und  Mondfinster- 
nisse für  angehende  Astronomen  und  Mathematiker. 
lUit  zweiF  ig  oren  tafein  und  Tabellen  zur  angenäherten 
Berechnung  der  Zeit  der  in  die  drei  Jahrhunderte  1700 
bis  2000  fallenden  Vollmonde,  Neumonde  und  Finster- 
nisse. Vom  K.  S.  Artillerie-Oberst  Leonhardi  a.  D., 
R.  d  •  C.  V.  O.    Leipzig.  184&    4.    1  Rthlr.  10  Sgr. 

Diese  Schrift  ist  zwar  ganz  deutlich  gesehrieben,  entbiK  aber 
lauter  ganz  bekannte  Dinge  in  der  aus  den  älterenastronomiscbeD 
Lehrbüchern  hinreichend  bekannten  Weise,  ohne  im  Geringstes 
die  grossen  Bereicherungen ,  welche  die  Theorie  der  Finsternisse  in 
■euerer Zeit  durch  Bessel^  Hansen,  Lehmann  u.  A.  erhalten  hat, 
zu  berücksichtigen.  Für  blosse  Liebhaber  der  Astronomie  >  welche, 
■Mt  ganz  elementaren  mathematischen  Kenntnissen  ausgerüstet,  zu 
Ihrem  Vetgnügen  oder  auch  zu  ihrer  Belehrung  Finsternisse  be- 
rechnen wollen  und  eine  etwas  ausführlichere  Darslelhing  der 
Theorie  wünschen,  als  ihnen  die  ülteren  Lehrbücher  darfoietes, 
SMig  daher  diese  Schrift  ihren  Nutzen  haben ;  an  angehend«  Astro- 
nomen und  Mathematiker  macht  man  aber  doch  gegenwärtig  ganz 
andere  Ansprüche  als  der  Herr  Verfasser  zu  glauoen  scheint,  und 
diesen  k5nnen  wir  nur  rathen,  gleich  von  vorn  herein  sich  mit  der 
Theorie  der  Finsternisse  vom  Standpunkte  der  analytischen  €reo- 
metrie  aus  bekannt'  zu  machen,  wozu  wir  ihnen  natürlich  keinen 
besseren  Leitstern  als  Bosses  Analyse  der  Finsternisse  in  <dkssen 
Astronomischen  Untersuchungen.  Zweiter  Band.  JESnigsberg  184^ 
Nro«  X.  empfehlen  können.  Wenn  der  wahre  Mathematiker  solche 
aof  einem  ganz  veralteten  Standpunkte  stebenrie,  lauter  ganz  be- 
kannte Dinge  enthaltende  und  die  neueren  Forschungen  v5litg 
ignoriiende  Schriften  wie^  die  votlie^nde  betrachtet,  so  ^schleicht 
£inselben  mn  gewisses  wehmüthiges  Gefühl,  weil  er  dadurch 
immer  mehr. und  mehr  die  Ueberzeugung  gewinnt,  dass  die  wich- 
tigsten neueren  Eroberungen  in  den  verschiedenen  Theilen  seiner 
Wissenschaft  selbst  unter  Leuten  seines  Fachs  sich  Immer  noch 
einer  verhältnissmässig  nur  sehr  geringen  Verbreitung  erfreuen. 

Storia  Celeste  del  R.  O^servatorio  di  Palermo  dal 
1792  al  1813.  Parte  prima.  1792—1802.  Tomoprimo.  1792 
— 1795.  Vienna.  1845.  4.  Auch  unter  dem  Titel:  Annalen 
der  k.  k.  Sternwarte  zu  Wien.  Nach  dem  Befehle  Sr. 
k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  herausgegeben 
von  C.  L.  V.  Littrow,  Directdr  der  Sternwarte  und  o.  5. 
Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k«  Universität  zu 
Wien  u.  s.  w.,  und  F.  Schaub,  Adjunci  der  Sternwarte. 
34sterTheiI.  Neuer  Folge4rBand.  EnthaltendPlazzi's 
Beobachtungen  in  den  Jahren  1792—1795.  Wien  1845.  4. 

In  der  Zeitschrift  für  Astronomie.  Tbl.  IV.  S.  477.  u. 
478.  sagt  J,  J.  V.  Li  ttr  O.W  in  einem  Schreiben  an  die  Herausgeber: 

,9 Vor  einiger  Zeit  versuchte  ich  einige  Sterne,  die  nördlich 
vom  Zenith   durch  den  Meridian  gehen,   aber  erstens  sind  Ihrer 
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nicht  viele,  dann  scheint  mir  die  Vergleichung  mitPiazzi's  neuem 
Cataloge  nicht  siclier  geniiff  für  Sterne,  die  dem  Pole  nahe  stehen 
und  fflr  die,  wie  mich  dCinkt,  der  sogenannte  Motus  proprins  im 
Allgemeinen  grösser  ist,  als  für  die  anderen  Gegenden  des  Himmeis. 
Auch  sind  die  Bestimmungen  der  eigenen  Bewegungen  dieser  Sterne, 
die  wir  in  den  letzten  Zeiten  von  den  genauesten  und  geübtesten 
Astronomen  erhalten  haben,  so  verschieden,  dass  bei  sehr  vielen 
die  Reduction  auch  nur  für  20  Jahr^  schon  auf  zwei  volle  Secun- 

deu  unsicher  wird.    So  ist  z.  B. 

«  ^^ 

'  Eigene  Bewegung  in  Declination  nach 

Pond.  piazri.j.y;«JJ2br. 

Capeila  ......  0",  358  (K',44       8^2 

Deneb -0",091  0'^00       9M 

«  gr.  Bär 0",084  0'',00       8",4 

y  Drache 0",002  0",07        6",  8 

Schon  aus  diesem  Grunde,  und  es  vereinigen  sich  damit  nodi 
mehrere  andere,  wäre  es  wünschenswerth ,  dass  die  Astronomen, 
die  uns  vorzüglich  sute  Sternpositlonen  mitzutheilen  im. Stande  sind^ 
dieselben  fär  die  JTa^e  der  wirklichen  Beobachtungen  mittheilten, 
ohne  Reduction  auf  eine  od  viele  Jahre  entfernte  Epoche.  Wenn 
z«  B.  der  Catalog  Piazzi's  nach  diesem  Vorschlage  entworfen 
worden  wäre,  so  würde  sein  Gebrauch  zwar  etwas  weniger  be- 
quem ,  aber  in  einem  viel  grosseren  Verhäitniss  sicher  sein.  Auch 
scheint  es  mir,  dass  die  grossere  Verlässlichkeit  des  neuen  Ca- 
taiogs  über  den  alten  sich  nicht  ^sowohl  auf  die  besseren  Beobach- 
tungen, sondern  auf  die  genaueren  Reductionen  gründet.  Immer 
aber  wäre  es  bei  der  gegenwärtigen  Einrichtung  dieses  Catalogs 
äiN»erst  wünschenswerth,  die  Originalbeobachtungen  des  vortreff- 
lichen Palermer  Astronomen  zu  besitzen ,  zu  deren  Abdrucke  man 
uns  von  Mailand  aus  Hoffnung  gemacht  faat.^^ 

Diese  Original beobachtungen  des  grossen  Palerräer 
Astronomen  erhalten  wir  nun  durch  den  Sohn  und  würdigen 
Nachfolger  des  trefflichen  J.  J.  v.  Littrow  in  dem  obigen  auf 
Kosten  der  k.  k.  österreichischen  Regierung  gedruckten  Werke, 
dessen  erster  die  Beobachtungen  am  Meridiankreise  und  am  Pas- 
Sageninstrumente  in  den  Jahren  1792~17U5  enthaltender  Theil  uns 
jetzt  vorliegt.  In  der  so  wie  das  ganze  Werk  italienisch  geschrie- 
benen Einleitung,  die  ausser  einigen  interessanten  zwischen  Piazzi 
und  Oriani  gewechselten  Briefen  auch  ein  Facsimile  der  Hand- 
schrift Piazzi's  enthält,  hat  Herr  Director  C.  L.  v.  Littrow  sich 
weiter  über  sein  jedenfalls  hOchst  verdienstliches  Unternehmen 
ausgesprochen,  wie  dies  schon  früher  vorläufig  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten.  Nro.  532.  geschehen  war,  und  eine 
Reihe  von  Bemerkungen  des  Herrn  Heraftsgebers  und  ein  Register 
aller  beobachteten  Sterne  sind  beigefügt.^ 

Da  die  Piazzischen  Beobachtungen  ihrer  Vortrefflich keit  we- 
gen bekanntlich  so  häufig  bei  der  Vergleichung  älterer  und  neuerer 
Beobachtungen  der  Fixsterne  mit  einander,  z.B.  bei  Untersuchun- 
gen über  deren  eigene  Bewegung,  gebraucht  werden,  so  kann  der 
Herr  Herausgeber  gewiss  aul  den  Dank  aller  Astronomen  für  seine 
verdienstliche  und   — ^  wenn,  wie  hier  geschehen   iät,   mit  aller 
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Umsicht  ood  Kritik  Terbhren  wird  —  hüchcit  mAaaauB  Aibeit 
reelioeo,  da  dieselben  noo  in  den  Stand  genetzt  werden,  auf  die 
anmittelliaren  Piazzischen  Beobachtiuigen  die  durch  die  grossen 
nenereo  Fortjfchritte  der  Astronomie  möglich  gemachten  ssteurfen 
Redactionen  in  Anwendung  bringen  zu  iconnen ,  and  erst  dadurch 
die  Vergieichang  derselben  mit  neueren  Beobachtnngeo  recht 
fmchtbar  zo  machen,  and  diesen  Vergleichangen  den  Grad  der 
Schfirfe  und  Genauigkeit,  welchen  die  neuere  Astronomie  mit 
Recht  in  Anspruch  nimmt,  vollkommen  zu  sichern ,#  was,  wenn 
man  wie  bisher  nur  auf  die  nach  ungenaueren  Elementen  redn- 
cirten  Beobachtungen  zurückzugehen  im  Stande  ist,  natürlich  bei 
Weitem  nicht  in  demselben  Slaasse  der  Fall  sein  kann,  und 
dass  ein  solcher  Gebrauch  von  diesem  Werke  recht  vielfach  ee- 
roacht  werden  m5ge,  ist  sehr  zu  wünschen,  kann  aber  auch  bei 
dem  alle  Astronomen  beseelenden  Eifer  für  ihre  Wissenscliaft 
nicht  ^  bezweifelt  werden.  Die  äussere  Ausstattang  des  Werkes 
ist  seinem  Ciehalte  vollkommen  entsprechend. 

Kaiser,  F.:  Sterrekundig  Jaarbock.  gr.  8.  Amsterdam 
1846.    1  Fi. 

Klint,  B.  G.:  Lärobok  i  Navigations-Vetenskapea  med  tiJI- 
horande  Nautiska  och  Logarithmetiska  Tabelter  odi  Trigonometrie. 
Andra  uppl.    8.    Stockholm« 


Physik. 


Grundriss  der  Physik  und  Meteorologie.  Ffir  Lv- 
ceen,  Gymnasien,  Gewerbe-  und'Realschulen»  so  irie 
.zum  Selbstunterrichte.  Von  Dr.  Job.  Müller,  Prof. 
der  Physik  upd  Tech^nologie  an  der  Universi  tat  zu 
Freiburg  im  Breisgau.  Mit  541  in  den  Text  eineedrack- 
ten  Holzschnitten.    Braunschweig.  1846.    8.   2  Kthlr. 

Dieser  Grundriss  der  Physik  ist  ein  bei  dem  physikalischen 
Unterrichte  auf  den  auf  dem  Titel  genannten  Lenranstaltea  als 
Lehrbuch  zu  gebrauchender  grosstentheils  ganz  wortlicher  Auszug 
aus  desselben  Herrn  Verfassers  in  zwei  Bänden  erschienenen  (2te 
Aufl.  Braunschweig.  1844.)  bekannten  grösseren  Werke,  und  auch 
die  Holzschnitte  sind  mit  geringen  Abänderungen  ganz  aus  diesem 
letzteren  Werke  entlehnt.  Da  nun  die  Darstellungsart  des  Herrn 
Verfassers  aus  dem  grösseren  Werke  den  Lesern  des  Archivs 
schon  hinreichend  bekannt  sein  wird,  so  brauchen  wir  über  den 
vorliegenden  Auszug  hier  nichts  weiter  zu  sagen ,  als  dass  derselbe 
seinem  Zwecke  im  Ganzen  wohl  entsprechen  dürfte  und  nach  un- 
serer Meinung^  namentlich  in  Bezug  auf  das  Technische,  was  doch 
streng  genommen  nicht  in  die  Physik  als  solche  gehurt,  eher 
etwas  zu  viel  als  zu  wenig  giebt.  Auf  der  anderen  Seite  konnte 
die  Darstellung  bin  und  wieder  etM'as  mathematischer  gehalten  sein, 
wenig^stens  für  solche  Lehranstalten,  wo  der  Lehrer  der  Physik 
auf  eine  gute  mathematische  Vorbildung  seiner  Schüler  fussen 
kann,  deren  es  doch  gegenwärtig  schon  eine  ziemlich  grosse  An- 
zahl giebt 
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'       E  i  «e  n  I  o  h  r  :    Elementar  -  Physik  fflt  Gymnasien. .  Carisrahe. 
1846.    1  Rdilr.  5  Sgr. 

(Ist  uns  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommeti;  wird  aber  später  aus- 
führlicher angezeigt  wefden«) 

Drei  Abhandiuugen  aus  dem  Gebiete  der  Wellen- 
Lehre  nebst  Anwendungen  auf  Akustik,  Optik  und 
Astronomie.  Von  Christian  Doppler,  o.  u.  Pro'fessor 
<ler  Mathematik  und  praktischen  Geometrie,  und  or- 
dentlichem Mitgliede  der  kunigl.  biihm.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften.  (Aus  den  Abhandlungen  der  k, 
buhni.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  V.  Folge 
Band  4.  besonders  abgedruckt.)    Pra^.  1846.    4«    20  Sgr. 

Die  Titel  diesjer  drei  Abhandlungen  sind  folgende :  1,  Methode, 
die  Geschwindigkeit,  mit  der  die  Luitmolekel  beim  Schall  schM^in- 
sen,  zu  bestimmen.  2.  Ueber  eine  vom  ZerstreuungsverraogiMi 
des  Fortpflanzungsmittels  Y«illig  unabhängige  rotatorische  Disper- 
sion des  Lichtes^  nebst  gelegentlichen  Bemerkun&eu  zur  rotatori- 
schen Bewegung.  3.  Ceber  eine  Vorrichtung,  mittels  deren  sich 
Jede  noch  so  geringe  Ablenkung  eines  Lichtstrahls  von  seiner  ge- 
radlinigen  Bahn  wahrnehmen  und  messen  lässt,  nebst  Hinweisung 
auf  solche  Fälle,  wo  eine  derartige  Ablenkung  vielleicht  Statt 
haben  dürfte. 

Es  ist  leider  nicht  möglich ,  an  diesem  Orte  näher  auf  den 
Inhalt  dieser  von  dem  schon  durch  mehrere  frühere  Arbeiten  be- 
kannten Scharfsinne  des  Herrn  Verfassers  ein  neues  Zeugniss  ab- 
legenden Abhandlungen  einzugehen ;  wir  können  aber  die  Leser  des 
Archivs  versichern,  dass  ihnen  dieselben  eine  interessante  und 
anregende  Lectiire  gewähren  werden  ,  und  bemerken  nur  noch,  dass 
in  der  ersten  Abhandlung  von  dem  Herrn  Verfasser  eine  sinnreiche 
Anwendung  von  der  durch  die  Lopomotiven  auf  Eisenbahnen  darge- 
botenen schnellen  Bewegung  zur  Bestimmung  der  auf  dem  Tiiel 
angegebenen  Geschwindigkeit  gemacht  worden  ist. 

Beaumont  Brivazar:  elemens  de  Ti^ctro-magnetisme  ani< 
mal.    8.  ^  Grenoble.  ^ 

Brown,  W. :  a  treatise  on  the  oscillations  of  the  Barometer. 
1842.    2  s. 

Guillemeau:  m^teorologie  et^mentaire.    8. 

Nouveaux  appareils  contre  les  dangersr  de  la  foudre  pi|r  M. 
C.  R.    8.    Paris, 


Vermisclite  Kchrifteii. 


The  Camforige  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  B.  A.  Fellow  of  St,  Peters 
College.    Cambridge.    (S.  Nro.  XXIX.   S.  443.) 

Nro.  IV.  On  Symbolical  Geometry.  Continued.  By  Sir  W.  R. 
Hamilton.  —  On  the  Integration  of  Certain.Diflferential  Equations. 
By  Rev.  Brice  Bronwin.  —  On  the  Theory  of  Magic  Squares,  Cubes^ 


etc.  By  R.  Moob«  —  Ob  the  GeoBMtrical  RepreseDtatioii  of  tlie 
MotioD  of  a  Solid  Body.  By  Arthur  Cayiey.  —  Od  the  Rotaüon 
of  «  Solid  Body  round  a  Fn»d  Point.  By  Arthar  Cayiey.  —  On 
the  Law«  of  EqoUibriiim  and  MotioD  of  Solid  and  Fluid  Bodies. 
By  Samuel  Hai^htoo.  —  On  a  Fonnula  for  DetenntDiDg  the  Op- 
tical  Constants  of  Doubly  Refracting  Cryatals.  By  6.  G.  Stockes. 
—  Sur  U  repräeentation  e^^ometrique  des  fonctions  elliptitiues  de 
preml^re  esMce.  Par  J.  Alfred  Serret.  —  On  the  Principal  Axes 
of  a  Solid  Body.  By  W.  Thomson.  —  Note  on  a  Geometricai 
Theorem  contained  in  the  preceding  Paper.  By  Arthur  Cayiey.  — 
(Nro.  y.  will  be  published  on  the  Ist  of  November.) 

GOttinger  Studien.    1845.    Gottingen.   8.   4  Rthlr. 

Die  erste  Abtbeiluw  dieses  Werks  enthilt  mathematische 
und  BatiirwissensdEaftliehe  Ahhandluni^en,  unter  denen 
wir  die  Leser  des  Archivs  nur  auf  die  folgenden  aumerksam  machen. 

L  Combinatorfsche  Bemerkungen  von  M.  A.  Stern. 
Es  giebt  bekanntlleh  eine  grossere  Anzahl  der  Combi  nationsieh  re 
angehurendet  Sätze  y  welche  nicht  auf  rein  combinatorischem  Wege, 
sondern  durch  Vergleich ung  der  zu  einerlei  Potenz  von  x  gehuren- 
den CoefBcienten  zweier  nach  den  Potenzen  der  Grosse  x  fort- 
schreitender, der  Form  nach  verschiedener,  dem  Wertbe  nach  iden- 
tischer Reihen  mit  einander  bewiesen  zu  wecden  pfleeen,  in  welcher 
Beziehong  wir  z.  B.  bloss  an  das  Kapitel  de  partitione  nume- 
rorum  in'aer'Introductio  in  Analysin  inlinitorum  zu  er- 
innern brauchen.  Da  nun  ein  solches  Verfahren,  wenn  auch  aller- 
dings zuweilen  oft  sehr  elegant,  doch  gewiss  dem  eigentlichen 
Wesen  der  Wissenschaft  in  keiner  Weise  entspricht,  so  hat  der 
Herr  Verfasser  des  vorliegenden  sehr  lesenswerthen  Aufsaf^^  in 
demselben  dergleichen  SStze  aus  rein  combinatorischen  Begitffen 
abzuleiten  und  unmittelbar  aus  dem  Wesen  der  Combinationen  ab- 
zuleiten gesucht»  was  jedenfalls  von  den  Liebhabern  der  combina- 
torischen Analysis  beachtet  zu  werden  verdient. 

Eben  so  bleacfatenswerth  in  anderer  Rfidcsicht  sind  die  fügen- 
den physikalisoben  Abhandliingeo: 

IL.  Untersuchungen  über  die  magnetische  Declina- 
tion  in  Gottingen;  von  Professor  Dr.  B.  Goidschmidi 

IH.  Beitrag  zur  physiologischen  Qptik;  von  Pro- 
fessor Dr.  J.  B.  Lii^ting. 

IV.'Das  Ophthalmotrop,  dessenBau  und  Gebrauch; 
von  Professor  Dr.  C.  G.  Th.  Ruete. 

Ophthalmotrop  nennt  der  Herr  Verfasser  ein  Instrument,  wel- 
ches bestimmt  ist,  die  Functionen  der  verschiedenen  Mnskehi  des 
Auges  und  auch  viele  optische  Erscheinungen  zu  demonstriren, 
und  um  der  Phaiktasie  und  dem  GedSefatnisse  bei  der  Auffassung 
dieser  schwer  zu  durehscfaauenden  Verhältnisse  zu  Hülfe  zu  kommen. 

V.  Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  die  Mischung 
von  FIfissfgkeiten  und  ihr  Eindringen  in  permeable 
Substanzen  erfolgt,  mit  besonderer  ilücksicht  auf  die 
Vorgänge  im  menschlichen  und  thierischen  Organis- 
mus; Ton  Professor  Dr.  J.  Vogel. 


•    »•! 


JLlterarlistelier  Berielit. 

(Wegen  der  grosseren  Anzahl  ausfährlicher  anzuzeigender  Werke  hat  die 

aasländische  Literatur  diesmal   grosstentheils  weghleiben  müssen,   wird 

aber  im  nfidisten  Literarischen  Berichte  nadigeholt  werden.) 


desehielite  der  Matliematlfc  und 

Physik. 


Erinnerung  an  Bessel's  Leben  und  Wirken.  Von 
Dr.  Anger,  Professor  in  Danzig.    Danzig.    8.    6  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  hat  uns  in  dieser  Skizze  ein  sehr  lebensvolles 
Bild  des  grossen  Astronomen ,  welchen  der  Titel  nennt,  geliefert» 
an  dem  sich  ein  Jeder  erfreuen  and  erwärmen  wird,  wozu  wohl 
auch  kaum  Jemand  besser  als  Herr  Professor  Aneer,  welcher 
mit  Bessel  viele  Jahre  In  der  engsten  amtlichen  Verbindung  er- 
standen hat,  befähigt  war.  Mose  daher  die  ansprechende  kleine 
Schrift,  In  der  übrigens,  wie  sico  von  selbst  versteht,  keineswegs 
eine  erschöpfende  Darstellung  der  wissenschaftlichen  Ver- 
dienste Bessels  beabsichtigt  wurde,  recht  viele  Leser  finden. 

Friedrich  Wilhelm  Bessel  wurde  am  228ten  Juli  1784 
In  Preussisch  -  Minden,  woselbst  sein  Vater  Regierungs- Seere- 
tair mit  dem  Titel  eines  Justizraths  war,  geboren.  In  seinem 
lä^en  iabre  kam  er  nach  Bremen,  um  daselbst  oei  A.  6.  Kulenkamp 
und  89hne  die  Handlung  zu  erlernen,  widmete  sich  aber  bald  aus 
Neigung  ganz  der  Astronomie  und  kam  im  Jahre  ]805  an  .Hardlnes 
Stelle  zu  Schi^Ster  nach  Lillenthal.  Im  Jahre  1810  wurde  er  us 
ordentlicher  Professor  nach  Königsberg  berufen ,  wo  er  bis  an  sei* 
nen  am  17ten  März  1846  Abends  um  6y»  Uhr  erfolgten  Tod  so 
Grosses  für  die  Wissenschaft  wirkte.  Ein  schwammartiges  Ge- 
wächs im  Innern  des  Unterleibes  hatte  durch  seinen  mechanischen 
Druck  auf  die  Innern  Theile  alle  Functionen  des  Körpers  gestört, 
so  dass  ein  ferneres  Leben  unmögUch  war.     Er  binterlSsst  eine 
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trauernde  Gattto,  Tochter  des  Medicinalraths  and  Proiedsors  Ha- 
gen in  Königsberg  9  und  zwei  Tochter ,  von  denen  die  ältere  an 
den  Professor  Herrn  Adolph  Erman  in  Berlin ,  die  jüngere  an  den 
Consnl  Herrn  Lorck  in  Königsberg  verheirathct  ist.  Ein  hoffnungs- 
voller, Sohn,  der  sich  in  Berlin  dem  Baufach  widmete,  war  ihm 
dort  schon  im  Jahre  1840  vorangegangen,  welcher  Schlag.  Ihn  vor- 
zuglich hart  getroffen  und  seine  Lebenskraft  gelähmt  hatte. 

Historia  et  origo  caiculi  differentialis  a  6.  G. 
Leibnltio  conscripta.  Zur  zweiten  Säcularfeier  des 
Leibnizischen  Geburtstags  aus  den  Handschriften 
der  Königlichen  Bibliothek  zu  Hannover  herausge- 
geben von  Dr.  C.  J.  Gerhardt.  Hannover.  1846«  8. 
10  Sgr. 

P'ur^h  die  Her;|ii«gabe  dieser  bis  jetzt,  noch  uogedruckteo 
Abhandlung  Leibnizens  aus  den  Handschriften  der  Königlichen 
Bibliothek  zu  Hannover  hat  sich  Herr  Doctor  Gerhardt  jedenfalls 
ein  sehr  anerkeonuiigswerthes  ^Fesentliqhes  Verdieiist  um  die  Ge- 
schichte der  Mathematik  erworben,  LeiboU  schrieb  dieselbe ,.  da 
er  zu  der  Herausgabe  seines  versprochenen  Commercium  epistoli- 
cum  nicht  mehr  die  nöthige  Müsse  zu  finden  hoffen  konnte^  kurz 
vor  seinem  am  I4ten  November  1716  erfolgten  Tode  lediglich  um 
seine  Rechte  auf  die  Erfindung  der  Differentialrechnung  wahrzu- 
nehmen, so  dass  dieselbe  also  natürlich  ads  ein  sehr  wichtiges 
Actenstuck  für  die  Geschichte  dieser  Wissenschaft  zu  betrachten 
ist,  welches  von  keinem  Geschicht9sdhreibeT  der  Mathematik  fer- 
nerhin wird  unberücksichtigt  gelassen  werden  dürfen.  Es  sind 
zwei  Entwürfe  dieser  Abhandlung  vorhanden,  von  denen  der  Herr 
Herausgeber  dem  durch  den  grosseren  Umfang  und  die  sorglälti- 
gere  UeberarbeUung  sich  sogleich  als  den  späteren  zu  erkennen 
gebenden  gefolgt  ist.  Die  von  dem  Herrn  Herausgeber  in  ziemlich 
grosser  Anzahf  beigefügten  historischen  Anmerkungen  werden  für 
dle|en{geh«  welche  die  Geschichte  der  Mathematik  weniger  ge- 
nau kennen',  das  Verständniss  der  Abhandlung  wesentlich  er- 
leichtem. 

Ausserdem  slitd  noch  zwei  bisher  ungedfuckte  Abhandlan^n 
lieibnizens  beigefügt.  Die  erste  ist  ein  früherer  Entwurf  zur  Be- 
kanntmachung der  Differentialrechnung,  worin  sich  der  grosse 
Mann  deutlicher  über  das  Princip  seiner  neuen  Rechnung  aus- 
spricht, als  es  In  der  von  ihm  später  zum  Druck  beförderten  ge- 
schah, und  zugleich  ze^,  wie  tief  er  schon  damals  in  das  Ge- 
biet der  höheren  Analysis  eingedrui^en  war.  Die  zweite  macht 
insofern  auf  Beachtung  Anspruch,  alsLeibniz  darin  einen  Versuch 
nmacfat  hat^  vo»  den  Recnnungsregeln  der  DifferenlialredmuDg 
Beweise  su  gdben,  indem  er  bekamtlich  soffohl  von  setseo  Zeit- 
genossen, als  von  der  Nachweit,  öfters  getadelt  worden  kit,  diuss 
er  die  Beweise  schuldig  geblieben  sei. 

Auch  dre  Mtttheilung  dieser  beiden  Abhandhingen  Ist  %iehr 
dankenswerth. 

Leibniz- Album  aus  den  Handschriften  der  König- 
lichen Bibliothek  zu  Hannover  herausge&rehen  von  Dr. 
C.  L.  Grotefend«    Hannover,    184o.    FolT    2  Rthlr. 

Dieser  Schrift  wird  hier  deshalb  Erwähnung  gethan«  weil  sie 
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tnancbe  in  mathematischer  und  piiysikalfßcher  Hinsicht  interessante 
Notizen  entfaäit.  Es  ist  in  derselben  ein  Brucbstfick  ans  Lelbni- 
zens  Tagebuche  mitgetheilt,  in  welchem  der  grosse  Mann  auch 
von  seinen  mathematischen  Ideen  und  Bestrebungen  manche  Nach- 
richt ertheilt  Vorzüglich  interessant  ist  aber  auch  ein  Schreiben 
Leibnizens  arf'  den  Herzog  Johann  Friedrich  von  Hannover^  in 
welchem  er  demselben  von  seinen  verschiedenen  Entdeckungen  und 
Erßndungen  Nachriebt  giebt^.und  in  dem  u.  A.  folgende  Stelle 
vorkommt:  „In  Opijcis  habe  ich  entdecket  erstlich  l)  ein  gewis; 
ses  Genus  Tubörum'oder  Lentium,  so  ich  Paqdochas  nenne «  die- 
weil  sie  das  ganze  objectum  uni/orn^iter  fassen,  und  nicht  weniger 
die  Strahlen  extra  axem  opticum  als  in  äxe  optico  distincte  colli- 
giren»  wodurch  dasjeniige,  was  man  bis  hehr  vergebens  gesucht^ 
zu  wege  gebracht  wird^  wie  nehmlich  den  vitris  objectivis  eine 
so  grosse  apertura  gegeben  werde  9  als  wir  wollen^  umb  der  strah- 
len desto  mehr  damit  zu  fassen.  2)  Tubos  Cata-dioptricos,  da 
in  einem  tubo  Spiegel  und  Perspectiv  mit  einander  conjungirt, 
uüd  dadurch  viel  sonst  unvermeidlich  drauff  gehende  Strahlen,  zum 
wenigsten  noch  einst  so  viel  als  iezo  möglicn,  erhalten  werden^). 
3)  £in  Mittel,  so  bisher  vergeblich  gesucht  worden ,  mit  Perspecti- 
ven aus  einem  Stand  zu  messen,  ich  bohre  das  dergleichen 
auch  andere  tentirt,  welcher  gestalt  aber,  habe  noch  von  keinem 
Menschen  verstanden,  und  dahehr  per  artem  Combinatoriam  ge- 
funden **). 

luden  Mittbeilungen  der  naturforschenden  Geseil- 
schaft inBorn  Nr.  54, 55,  56  hat  Herr  R.  W  0 1  f  mehrfaches  Inte* 
resse  darbietende  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathema- 
tik in  der  Schweiz,  z.  B.  auch  über  den  bekannten  Heraus* 
geber  und  Commentator  Euklids  Conrad  Dasypodius«  geb. 
1531,  gest.  den  26.  April  1600,  gegeben;  und  in  Nr.  59,  60,  61,  62, 
63,  64,  65,  66,  67  seine  verdienstlichen  Auszüge  aus  Brie- 
fen an  Albrecht  von  Hallef,  mit  literarisch  -  histori- 
schen Notizen  (m.  vergl.  Literar.  Bei*.  Nr.  XXVIII.  S.  411.) 
fortgesetzt.  Auch  giebt  derselbe  in  Nr.  59.  und  60.  S.  31.  einige 
üemerkimgen  zur  (^schichte  der  Quadratujr  des  Krebses. 


ArlltlimeUk« 


Kurze  Anleitung  zur  Algebra  •  für  Gymnasien  und  «im  Privat- 
^ebiaueb«»  ven  Fr.  Jds.  Herrmaan.  Mit  einer  Kupfertafel.  l>arm- 
Stadt  und  LeipiMg.    1846*    8.    1  Rthlr. 


ipe 


Ueber   das  Yerhältniss  der  Arithmetik  zur  Geo 
trie,   insbesondere   über  die  geometrische  B^deu 


*)    Dies  wäre  also  das  Spiegelteleskop. 

**)    Dies  -väre  also  ein  Distanzmesser,  s.  Archiv.   Tbl.  TUT.  Heft  3. 
6.  930  und  «54. 
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tang  der  imaginäreti  Zahlen,  von  H.  Scheffler.  Mit  80 
in  deo  Text  gedracktenHolzschnitten.  Braunschweig. 
1846.    8.    2  Rthlr.  10  Sgr. 

Der  eigentliche  Zweck  dieses   428  Seiten  starken  Buchs 
ist  durch  den  sweiten  Tbeil  seines  Titels  hioreich^nd  bezeichnet. 
Es  beschäftigt  sich  Toizagsweise  mit  der  weiteren  Aufklärung  der 
auch  in  diesem  Archive  schon  mehrfach  besprochenen  neueren  An- 
sichten über  das  Imaginäre  .in  der  Mathematik ,  wobei  es  nur  auf- 
fallen mussy  das9  der  Herr  Verfasser  durchaus  alles,  was  bisher 
jiber  diesen  Gegenstand  bekannt  gemacht  worden  ist,  v5Uig  ignorirt, 
selbst  nicht  einmal  die  von  Gauss  gegebenen  Andeutungen  senan 
zu  kennen  scheint  >  weshalb  wir  uns  ihn  in  dieser  letzteren  Bezie- 
hung auf  Archiv.  Thl.  VI.  S.  236.,  und  mehrere  andere  in  die- 
ser Zeitschrift  abgedruckte  Aufsätze,  namAitfich  auf  die  verdienst- 
lichen Arbeiten  des  Herrn  Dr.  Wittstein  in  Hannover  zu  ver- 
weisen erlauben,  die,   so  wie  ein  Aufsatz  des  Majors  Dr.  G.  W. 
Müller  ebendaselbst,    sämmtÜch    im  Archive  leicht  aufzufinden 
sind,  hier   aber  nicht  einzeln  namhaft  gemacht  werden  kannen. 
Uebrigens  enthält  das  Bach  sehr  viel  Ueberflüssiges ,  lauter  he- 
kannte  Dinge,    fast  eine  ganze  Darstellung  der  Arithmetik,  die 
£xponential reihe,  die  logarithmiscben  und  trigonometrischen  Rei- 
ben, den  binomischen  Lehrsatz  u.  s.  w. ,   ohne  alle  strenge  Be- 
rücksichtigung der  Convergenz   und    Divergenz.     Dass  auT  diese 
Weise  der  8ache  nicht  eben  genützt  wird,  ist  klar,  weil  es  bei 
einer  neuen  Lehre  ^  die  namentlich  wie  die  hier  besprochene  vie- 
len noch  völlig  ungewohnt  ist,  wenn  dieselbe  allgemeineren  Ein- 
gang finden  soll,    nauptsäcblich  darauf  ankommt,  dieselbe  unter 
Biii^chst  einfacher  Form ,  seibstständig  und  unabhängig  von  vie- 
ten  anderen  Lehren  darzustellen.     Soll  man  sich  aber  &a  eigent- 
lich Nene  unt^r  vielen  andern  bekannten  Dingen  mühsam  heraus- 
suchen ,  so  wird  man  den  Geschmack  an  demselben  immer  eher 
verliefen  als  gewiiuien.    Aus   diesem  Grunde  scheinen  uns  auch 
die  oben  namhaft  gemachten  kurzen  Aufsätze  zur  weiteren  Auf- 
klärung dieses  Gegenstandes  vorzüglich  geeignet  zu  sein. , 

Vollständige  logarithmische  und  trigonometrische 
Tafeln,  zum  Theil  in  neuer  Anordnung,  durch  Zusätze 
erweitert  und  mit  ausführlichen  Erläuterungen  ver- 
sehen von  Dr.  E.  F.  August«  Professor  und  Dlrector 
des  Cdlnischen  Real  -  Gymnasiums  in  Berlin  u.  s.  w. 
Berlin.    1846.    KleinOctäVw    15  ^gr/ 

Wir  wollen  a^uerst  den  Inhalt  dieser  neuen  Tafeln  vollständig 
angeben:  L  Logarithmentafel,  enthaltend  a)  die  gemeinen 
(Briggscheti)  Logarithmen  von  1  bis  1000  vollständig  mit 'Oharak- 
teristik  und  fünfi^elff^er  Mantisse:  ^)  die  fÜnfziffpigen  Mantissen 
für  alle  vierziffrlge  Zahlen  von  1000  blsU909;  e)  Mddukis,  Grund- 
zahl, Formeln  und  mehrere  zwulfstetlige  Logarithmen  des  natür- 
lichen Systems.  —  11.  Abgekürzte  sleben^iffrige  Logarithmenta- 
fel, durch  welche  alle  Rechnungen  mittelst  einer  kleinen  Neben- 
rechnung ausgeführt  werden  können,  zu  denen  die  grosseren  sie- 
benstelligen Logarithmentafeln  erforderlich  sind.  Multiplieations- 
tafelh,  um  die  natürlichen  Logarithmen  in  gemeine  zu  vetwanden 
und  umgekehrt.  —  IH.  Die  Gauss'schen  Tatein  zur  AuflSudung  des 
Logarithmus  einer  Summe  oder  Differenz  in  einer  neuen,  den 
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Gebrauch  erlelchterndeo  Anordonog»  Regel  ftlr  die  Anwendung 
dieser  Tafeln.  —  IV.  Ta£el  der  vierfiteiligen  Quadrate  aller  Zah- 
len zwi«^hen  0,000  und  2,1000.  Tafeln  zur  Verwandlung  der 
Kreisbogen  in  Theiie  des  Halbmessers  und  umgekehrt.  —  V.  Tri- 
gonometrische Tafel:  1)  8iebetiziffrige  Wertbe  der  trigonometri- 
sehen  Functionen  für  ganze  Grade,  z)  Hüifstafel  für  Berechnung 
der  Logarithmen  zu  den  trigoDometrischeo  Functionen  Ideiner  Wic- 
kel. 3)  Ffinfstelllge  Logarithmen  der  trigonometrisehen  Functio* 
nen  von  Minute  zu  Minute.  Siebenstellige  Sinus  und  Cosinus  für 
Minuten  des  ersten  Grades.  VI.  Tafeln  zur  Auffindung  der  Fäo- 
toreu  für  die  ganzen  Zahlen  0  Ms  100(90.  Formeln -zur  legarith- 
misch -trigonometrischen  Ldsung  quadratischer  und  cubiscber  Glei- 
chungen. —    Kurze  Erläuterungen  zu  den  vorstehenden  Tafein. 

Nach  dieser  vollständi6;en  Angabe  des  Inhalts  heben  Wir  nun 
einige  Eigenthümiichkeitenheryor,  durch  welche  sich  diesem  Tafeln 
von  andern,  namentlich  Ton  den  in  Schulen  meistens  noch  ge* 
brauchten  Vega'schen  Tafeln  unterscheiden.  Die  Logarithmen 
der  Zahlen  und  der  trigonometrischen  Functionen  sind  fünfittdKg, 
was  bei  Weitem  für  die  meisten  Rechnungen  vollständig  ausreicht, 
wie  in  neuerer  Zeit  schon  so  oft  hervorgehoben  worden  ist,  dass 
darüber  hier  nichts  weiter  gesagt  zu  werden  braucht.  tnsbeiSon- 
dere  aber  scheint  uns  diese  Einrichtung  iör  Schulen  t)esser  und 
bequemer  als  die  ältere,  weil  es  ja  bei  dem  Unterrichte  in  den- 
selben hauptsächlich  und  zunächst  bloss  auf  eine  Uebung  in 
dem  Gebrauche  der  tafeln  ankommt,  weshalb  es  gewiss 
sehr  wünschensw^rth  ist,  dass  der  Gebrauch  bloss  fünfstelliger 
Logarithmen  in  den  Schulen' immer  mehr  Eiugans  finde  als  dies 
bis  jetzt  der  F^  ist.  Durch  Hinzufügung  der  Hüifstafel  zur  Auf- 
findung siebenziffriger  Logarithmen  mittelst  einer  kleinen  Neben- 
rechnung ist  in  der  vorliegenden  Sammlung  Übrigens  auch  für  die- 
jenigen wenigen  Rechnungen  auf  sehr  zweckmässige  Welse  ge- 
sorgt, welche  eine  solche  Genauigkeit  in  der  Anwendung  der  Lo- 
garithmen erfordern.  —  Die  Anordnung  der  Tafeln  der  trigono- 
metrischen Functionen  ist  insofern  von  der  ^gewöhnlichen  verschie- 
den, dass  auf  die  Sinus  deren  DifferenaiSen,'  dann  die  Tangenten, 
hierauf  die  gemeinschaftlichen  Differenzen  der  Tangenten  und  Co- 
tangenten ,  nun  die  Cotangenten ,  hierauf  die  Differenzen  der  Cosi- 
nus und  endlich  die  Cosinus  selbst  folgen,  so  dass  also  die  Dif- 
ferenzen der  Sinus  und  Tangenten  rechts  von  denselben,  die  Dif- 
ferenzen der  Cosinus  und  Cotangenten  links  von  diesen  Functio- 
nen stehen.  Diese  nach  unserer  Meinung  zweckmässige  und  em- 
pfehlenswetthe  Einri^htvog  hat  ifavon  Grund  darin,  dass  j^tzt  bei 
dem' Fortschreiten  von  oben  nach  unten  alle  additiv  zu> nehmen- 
den* Differenzen  rechts,"  ailesubtractiv  zu  nehmenden  links 
stehen'*),  was  jedeafalls  ein  s^r  zweckmässiges  Erinnerungsmit- 
tel ffir  den  Schüler  ist.  Dieselbe  Einrichtung  findet  sich  auch  in 
den  kleinen  Lalande*schen  Tafeln  und  wird  von  Littrow  in 
dem  Artikel  Tabellen  in  der  neuen  Auseabe  des  Gehler*- 
schen  physikalischen  Wörterbuchs«  Tbl«  IX.  Abthl.  1. 
S.  7.  als  eine  unnöthige  Neuerung  getadelt >  indem  Littrow  hin- 


*)  Bei.4em  FofU«hveiton  von  unteoioach  eben  ist  99  natürlich  cnt- 
gegengCMtzt. 
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zdnigt:    „Mit  welchem  Gniode  hat  mao  sie'*  (olariick  die  Simis 
ofid  GosiDiMt)  „  doch  getreniit  «od  dadvrch  allein  6choo  m  *  «aer 
Menge  von  Miasgrileo  VeraniaAsang  gegeben. ^    Aas  den  Torher 
angegebenen  Gmnde  kann  ich  diese  Äemaag  in  dem  ymliegeiideB 
Falle  nicht  th^fen,  and  kann  aoch  hinzaflgen»  dass  in  deo  treff- 
lichen und  ^hr    seltenen   Tafeln    von    Sherwin  (SherwiB's 
Mathematical  Tables   etc.     The   tfcird   edition.     Carc- 
fally    rerised    and    corrected    by    William   Gardiner. 
London.  174^,   welches  die  eOrrecteste  and  seltenste  Aasgahe 
dieser  treffüdien  Tafehi  ist,  da  im  Gecentheil  x.  B.  die  fuße 
Aasgaiie  ¥om  Jfahre  177B  sehr  fefalerhaf):  gedruckt  sein  soll)  die 
t<on  Angast  augemmdte  Eimichtmg  auch  schon  eebrancht  ist. 
Eben   so  tndet  äeb  diese  Eioriditnn^  in  neaeren  Tafelo ,  a.  B. 
wenigsteiiB  hek  den  tiatOrilcfaeD  Linien  in  den»  wie  es  mir  scheint 
mit  Unrecht,  weniger  bekanntgewordenen  Tafeln  von  J.  H an  tsch I 
(Wien.  1833.)  tmd  ganz  wie  in  den  Totlte^eaden  Tafeln  in  den 
der  trefüehen   too    Kam  her    besorgten    vierten    Ausgabe    des 
Hambareer'  Lehrbachs   der  Schiffahrtskande   (Uam- 
barg.  18£l.)  angebingten  Tafela.     in  den  prächtigen,  im  eigent- 
iiiAen  Sinoe  «nverwfisIlicfaeQ,  von  Littrow  als  Beispiel  aitt;e- 
fahrlen  Tafehi  von   Gardiner  (Tables  of  Logaritbms  ^r 
all  Nambev«  from    1  to  102100  and    for  the  Sines  and 
Tangente  to  every  tea  seconds  of  each  degree  in  the 
Qaadraat;  aa  also,  for  the  Sines  of  the  first  72  mina- 
tes   to    every   sioele  secood.     By  William  Gardioer, 
Lond.   1742.     Klein  Folip*),  welche  ich,   so  wie  die  obigen 
Sberwin*schen  Tafeln,  io'  der  ziemlich  reichen  Sammlaog  von  Ta- 
fein,  die  ich  mir  aas  einer  gewissen  Liebhaberei  für  diese  Dinge 
nach  und  nach  angeschafft  habe,  auch  besitze,  findet  sich  die  be- 
sprocfaime   Einriditang    freilich  nicht,    soadern  die  z.  B.   in  deo 
Vega'schen  und  andern  Tafeln  gebrauchte,  was  aber  noch  kein 
Beweis  i&r  die  Unzweekm9ssigkeit  der  ersteren   sein   kann.    — 
Der  Ganss'schen  Tafel,   welche  bekanntlich  nach  der  gewObnii- 
cheti  auch  von  Matthiesen  in  seiner  grossen  Tafel  (Tafel  zur 
bequemeren  Berechnung  des  Logarithmen  der  Summe 


*)  Kästner,  der  bekamiüicb  ein  grosser  Bacherliebhaber  war,  sagt 
in  den  Astronomischen  Abhandluneen.    Tbl.  IL    S.    18.    (indem 
er  übrigens,   was  Merbei  gelegentlich  erinnert  zn  werden  >rtnpdM^iit',   die 
oben  angefahrten  Sherwin 'sehen  rnn  Gftrdiner  nen  heraiiAge- 
gebenen  Tafeln    and  ^U    eigentlichen  'Giirdin«)r'4«he»  Ta- 
feln gftnt  fiUvehlioii  für  verstfiifedene  Aasgabto   «{«es    umäf  deaaalbca 
Bodw  hüQ  t    „  Difesef  zwcifwclfeB?  Aasgaba  olngiaftUtet  y  'sind  )d«ote  •  Ta* 
fein  aaffeamia. selten«    Uh,  weis«  ni^hl,  ob  «imcriier  ßqWftsMI^'de  ti- 
btia  ranoribaa  das  angümerk^  luitf  abßr.  diesen  Schrift«4eUwa  iM  gewAlin- 
lieheraiassan  die.Selte£heit|Biaib^s^ti«fhpBüc)ii;p  am  ^f^^gs^imwiabti^. 
Herr  Job.  BemonUi  ha,^  sie  für  aas  Ronig^  ObservatoifUiifi  :f9-  Berliii  in 
London  mU  4   Gnineen  bezahlt   (Recueil  pour   |es,  Asironomes.     T.  IL 
p*  314.).    Üas  £xen]  ular , '  das  ich  vor  mir  habe,   gehört 'auf  die  Ihieai^e 
ÜniTersitätsbibliotbek.    Tch  selbst  habe  diese  Ttifeln  nie  'bfebömmM  kön- 
nen, ohngeachtet   ich   allemal  %n  dem  f^retse,   deif  sie  Mttea',    bereit 
war.    Und  weil  ich  den  Eigensinn  habe,   dass  Ich  Bii^her,  die  ich  ataric 
brauchen  soll,  selbst  besitzen  muss,  so  habe   ich  mich  des  nar  aii|^e- 
zeigten  Ezenpfars   nicht  so  bedient,  wie  tn  mir  frei  i^biaden  hätte, 
sondern  mich  mit  den  Tafeln,  die  mein  eigen  waren,  beholfea.^* 
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oder  Differeoji  zweier  Gro^seo/  welche  aelb^t  nur 
durch  ihre  Logarithiueo  £eeebeD  «ind«  Altona»  I8170 
drei  mit  J»  B^  C  bezelcbaete  ^^ten  entluUt»  hat  der  Herr  Ver- 
iasser  eine  andere  fiiorichtuns  .ffegeb^Oji  weiche  .wir  hier  der 
Kürze  wegen  nicht  weiter  heschreibeu  können >  die. aber ,  wie  .e^ 
uns  scheint«  allerdings  bei  Ungeübtereo  weniger. Irrungen  zulässt 
als  die  Be]'iicksichtigup£:  der,  drei  Spalten»  und  deshalb  wphl  eiM- 
pfoblen  zu  werden  verdien^. 

Die  Erlättlemugen  des  Caebrauohs  der  Tafeln  siod  selv.votll* 
atSndiff  ued  lassen  >  so  weit  wir  di€Dsielben  bis  j^tst  keso^vu  g^ 
l^rnt  nabeu ,  nichts  zu  .wünschen  fifatlg.  iStreDg  ^enoiiUllel|4lllü9^ea 
dieselben  als  ein  kleines  Lebrbnob  des  JLi€igaruthnieotbeoi:ie  Mft 
der  ebenen  lind  sphärisohen  Tdffoapmetr%»  beiiracMet  werden»  \}ßr 
dem  alle  Hauptformeln  vollslaocug  emtwickelt  wor^ft  4indt  uod 
bei  den  Logarithmen  auch  die  betreffenden  unendlichen  Reihen 
Beriicksichtigung  gelunden  haben.  Unter  diesen  Entsvickelungen 
kommt  auch  manches  dem  Herrn  Verfasser  Eigenthümliche^  ¥or, 
z.  jB.  eine  recht  nette,  von  der  gewöhnlichen  ganz  verschiedeiie, 
auf  einen  Satz  vom  Viereck  mit  zwei  parallelen  und  zwei  gleiches 
Gegenseiten  gestützte  Entwickelune  der  Gntndlbraiel  d0r  sph&ri- 
schon  Trigonometrie,  eine  etgentmimnche  Ableitung  der  Ctsusisit 
sehen  Gleiefani»en  ans  den  CSignoiisehen »  «nd  manohes  Andere^ 
was  sich  hier  nicht  Alles  namhaft  machen  lässig  /  r 

Der  Stereotypendruck  und  das  Papier  getiGgen  ällön  biiti^eA 
Anforderungen,  und  das  Format  ist  so  gewählt«  dass'  man  das 
Büchlein  noch  bequem  genug  in  der  Tauche  bei  sich  fähiren'  kaYin. 

Bei  dem  aus  dem  Obigen  ktervovgehenden  reichen .  lnhalt<ev 
bei  der  Zweckmäispigkeit  der  AnordnuHffi  der  guten  änssereren 
Ansstattung  und  dem.verhältnissmässig  sehr  geringen  Preise  von  nur 
15  Sgr.  halten  wir  dieses  Buch  für  eine  für  alle  Lehranstalten  und 
auch  für  solche  Personen,  die  viel  mit  lo9arithnisohei|>  tiigon^metrir 
sehen  und  andern  Rechnungen  umzHMhen  haben  j  sehr  erfreuliche 
Gabe«nd  wünschen  demselben  .au^Xjeberzeugung  eine  möglichst 

SrAsse  Verh'eitung^  welche  ihm  gewiss  iSuqI  mcht  fehlen  wird^ 
ass  die  obige  e^as  ausführlichere,  als  sonst  In  diesen  literari- 
schen Berichten  gewöhnlich  ist,  Berichterstattung  dazu  das  Ihrige 
beitrai^  raögie,  wünschen  wir  gleieh&üs« 

Die  HinzufKgupg  der  natürlichen  Linien ,  deren  GelH-atTch  Iti 
manchen  Fällen  oequem  ist  und,  wenigstens  zum  Thell,  bei  den 
Schiffsreehnungen.  nicht  entbehrt  werden  kann ,  weshalb  sich  die- 
selben (Wenigstens  die  *^nus  versus)  in  dem  oben  angeführten 
ausgezeichheten  Lehrbucfae  der  iSchiffahrtsknnde  und  in 
den  Taf\e4n>efi  Hantschi  (vollständig  alle  acht  Linien)*  findend, 
vväte'  ttaefh  ün^erei^Ueberzetr^fn^  allerdings  In  gewisser  Rücksicht 
wünschMis1*^erfh  gewfesien/  wÄrrfe  aber  <&s  Volume*  des^  Bneh^ 
doch  lix  'feehr  vergHissert  haben ,  ütid  ist '  tdt  den  gewIflinlicheA 
Scbulgebrauch  entbehrlich ,  weshalb  wir  dem  Herrn  Verfesser  J)el- 
stimmen  müssen»  däss  er  sie  weggelassen  hat.  Die  Schilfährtis* 
schulen  finden  das  für  sie  in  dieser  Beziehung  Nöthige  auch  schon 
in  den  für 'sie  ausschliesslich  bestimmten  Büchern.,  Gr.    . 

Anleitung. zur  Auflösung^  Entwiekeluog  und  Be- 
recbnnng  der  wiebiigsten  Aufgaben«  Farjweln  und  T^- 
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bellen  dar  eiofach^n  und  susamaDgesetsteu  Zins-  und 
Zeitrenten  -  RediDiing»    Ein  Handbuch   für  Lehrer  der 
Mathematik»  Kameralisten»   Fovstmänner,  Architek- 
ten, Oekonpmen,  Banquiera  etc.»  von  Professor  JL.  F 
Ritter.    Stuttgart    1846.    4.    1  Rthlr.  2]  Sgr. 

Eine  sehr  ausführliche  und  deutliche  Darsteihinff  eines  schon 
oft  behandelten  Gegenstandes»  welche  vorzüglich  Praktikern» 
die  mit  den  nothigen  Vorkenntnissen  versehen  sind»  wegen  ih- 
rer Ansftihrlichkeit  zur  Beaebtung  empfohlen  werden  kann.  Der 
bekannten  Frage  Über  die  Berechnung  der  Zeiten  für  Jabrestheile, 
d.  h.  überhaupt  lür  einzelne  Theile  der  zum  Grunde  gelegten  Zeit- 
einheit» nach  oder  vor  Ablauf  'derseHieB »  hat  der  Herr  Verfasser 
mit  Recht  -  besondere  Aelitoerksamkeit  gewidmet.  Auch  sind  ei- 
nige Tafeln  beigefflgt% 

Den  Artikd  9, An ti Strauch ^^  im  Literar.  Ber.  Nr.  XXIX. 

S.  427.  betreffend. 

Von    dein    Herausgeber. 

Um  dem  Herrn  Dr.  Strauch  in  Muri  alle  Gerechtigkeit  wi- 
derfahren au  lassen»  hält  der  Herausgeber  dem  Publikum  gegen- 
über sich  xa  der  Erklärmig  verpflichtet»  dass  von  demselben  ihm 
eine  Entgegnung  auf  den  eben  genannten  Artikel  zur  Aufnahme 
in  den  Literar.  Ber.  eingesandt  worden  ist.    Wenn  nun  aber  der 
Herausgeber  gleich  bei  der  Aufnahme  dieses  Artikels  in  den  Li- 
terar. Ber.  es  sich  zum  Princip  machte,  keine  gegen   denselben 
eingehende  direete  oder  indirecte  Erwiderung  aufzunehmen,    und 
diesem  Princip  nun  auch  wirklich  ohne  alle  Ausnahme  folgt»  so 
wird  dies  in  Folgendem  hoffentiicfa  seine  volfetandige  Erkiäruog 
finden  >  und  zugmch  auch  die  briefliche  Anfrage  des   Herrn  Dr. 
Strauch^  »»weshalb  denn  der  Herr  Verfasser  des  Antistraucb 
nicht'  die  Heidelberger   Jahrbücher»'  in  denen  Herrn  Dr. 
Strauchs  Reeension*  erschien»  zu  dessen  Veroffentlichm^  ge- 
wählt habe»^'  erledigen.  -**  Die  Einrückui^  des  Antistrauch  in 
die  genannte  kritische  Zeitschrift  'hätte  nämlich  als  eine  Antikritik 
sehr  thener  bezahlt  wcvden  müssen.  ~  Dass  dies  aber  dessen  Herr 
Verfasser'  nicht  gern  woUte»  war  ihm  gewiss  nicbt  su  •  verdenken, 
und    da    nun   hiermit  die  Ansichten  des  Herausgebers  In  Aeseo 
Dingen  Vollkommen  übereinstimmen,  so  öffnete  er  ihm  g^fn  jgünt 
untnigeltliehy  wie  er  als  ehrlicher  Mann  und  ohne  en^  tioch  ein 
besonderes  Zeugniss  anzurufen»  versiebern  kann^  die  Spalten  des 
Literarisdien  Berichts»  hofft  nun  aber  auch»  dass  die' Gegen- 
partei 2tt  ihren  Erwiderungen  jetzt  dasjenIge'Journal 
wähle»  in  welchemi  der  erste  Angriff  erfolgt  ist»  was 
ihm  unter  den  xibwaltenden  Umstanden  so  sehr  in  der  Katnr  der 
iSa4;he  4U  liegen  scheint»  dass  er  wirklich  die  ihm;. in  derselben 
gemt^t^  Zusem)ungen   mit  einiger  Verwooderung  ei^egen  ge* 
nomu^  und  bis  auf  Weiterea  ad  Acta  reponirt  batw.  Das»  aber 
epdlieb  der.  Herr   V/srCasser   des  Antistrauch  keineswegs  von 
dem   Herausgeber»    wie    Herr .  Dr.    Strauch    sich    ausdruckt, 
»»persönlich    bevor;«ugt  wird'S    ist   derselbe  jederzeit    da- 
durch zu  beweisen  bereit»   dass  er  unter  gleichen  Verhältnissen 
wie  die  vorliegenden  ihm  eingesandte  — und  zwar  immer  vor  allen 
Dingen  die  etwa  gegen  in  dem  Literar.  Berichte  selbst  erschteDene 
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BeurtbciluDgeD  gerichtetieii  ^^  AntikritikeD ,  von  \vem  dieseiben 
auch  kommen  mögen ,  weiraKie  nur  die  dlro  Literartecben  BerichjteD 
^steckten  Gränxeo  nicht  auf  angebührllch^  Weine  überschreiten, 
eben  so  anentgeltlich  wie  im  TorKegenden  Falle  in  den  Literar. 
Bericht  aufnehmen  oder  in  einer  andern  Weise  im  Archive  abdnik* 
ken  lassen  wird« 


i'         ii 


Cteometrle« 


Vollständige  Tbeärie  d*«. ebenen  Dreiecks. -Auf 
eigentbümliche  Art  da.rge«t«llt  von  Jw  B.  F^aux»  Dr. 
der  Philosophie.    Münster.  1846.    8.    5  Sgr.    •' 

Auch  bei  dem  besten  Willen  haben  wir  in  diesem  Scbrlftchen 
nicht  viel  finden  kOvnen,  was  uns  bi^nDChtigte^  auf  ^^Ibe  Mer 
besonders  aufmerksam  zu  machen. 

Das  Wesen  der  involutorischen  Gebilde  in  der 
Ebene  als  gemeinsobaftliche«  Princip  Individueller 
Eigenschaften  der  Figuren,  qamenUich:  der  eln^  und 
umgeschriebenen  Vieledce^  der  harmonischen  Pole;and 
Polaren,  der  zugeordneten.  Durchmesser.  un>d  Achsen- 
punkte, der  Brennpunkte,  der  gemeinschaftlichen  So- 
Kanten  und  iTangentendurchscbnitte,  der  Oskulatlon 
und  der  doppelten  Berührung  nud  sAiumtl  ich  er  Kon- 
struktionen der  Kegelschnitte  mittels  sogenan/iteff  re- 
eller und  imaginärer  Bedingungen  im  Zusammenbaoge 
mit  Jakob  Steiner's  Geometrie  daigestellt  von  Franz 
Seydewitz,  Oberlehrer  der  Mathematik  und  Physik 
(am  Gymnasium,  zu  Heilige.nstadt).  Mit  elf  lithogra- 
phirten  Tafeln.  Ancb  unter  dem  Titel:  Das  Wesen 
der  involutorischen  Gebilde  in  der  Bbena  als  gemein- 
schaftliches Princip  individueller  Eigenschaften  der 
Jb'igureo.  Erster  Tbeil»  enthaltend:  die  Theorie  der 
piojektivischen  und  involutorischen  Gebilde,  der  ein* 
upiid  der  umgeschriebenen  Vielecke  uebstder  bekann- 
ten erweiterten  Aufgabe  des  Pappus,  der  Theilung 
de.r  Stcec^ken. ujid  Winkel,  der  harmonischen  Pole  und 
Polaren,  ißx  zugeordneten  Durchmesser  und  Achsen- 
punkte, der  Aeh.nijlchkeit  und  Affinität  der- Kegel- 
schnitte^ der  Breanpunkte.  und  eämmtlijchex  Konstruk- 
tionen.d^r  JH^egelscnnitte  mittels. sogenannter  reellpr 
Bedinguogen»  vpn  u«  s»,  w.  Mit.  fünf,  lithographirten 
Tafeln.    Heiilgenstadt  1846.    ».    l  Hthlr. 

Die  Arbeiten  deu  Heim  Verfassers  auf  dem  Felde  der  neueren 
Geometrie' sind  den  Lesern  des  Archivs  hinreichend  bekannt,  und 
kennen  unbedenklich  dem  Besten ,  was  in  dieser  Beziebwig  'ge- 
leistet wonien  ist,  an  die  Seite  gest^t  wei*den.  Der  Titel  ist  so 
aus^hrtich ,  dass  uns  der  Herr  Verfasser  dadurch  vt>Utg  der  Mühe 
einer  bebondevn  Angabe  des  Inhalts^  seiner  Sdirift  überhoben  liat. 
Deber  die  Entstehung  derselben  spricht  er  sich  in  der  Vtirrede 
folgendermassefn  aus  :  ,JDie  hier  tdt  Hälfte,  vorii^ende'Arbeit  ent- 
sprang aus  dem  Versuche,    eine  vor* 'mehreren  *  Jahren  VM  mir 
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bebtimt  gemadit»  ErvvcHcnmg  des  ApoHootsdi«!!  ProUens  der 
TaktloDefi  unf  ihr«  einfachsten  geometmcbeii  PrämisOTn  zorfickxa- 
flrhrfm ,  ohne  von  dem  der  Vorjstelfaini^sweise  der  Geometrie  dorch- 
au0  widerstrehenden  BegrMfo  des  ImaetnäreD  Gebrauch  xa  machen. 
Es  boterf  sich  hiertm  Z9vm  Wei»e  dar:  die  Transversalentheorie  und 
Steiner's  „Entwickhinff  der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalteo 
Von  einander'^;  allein  die  erstere  fahrte,  trotz  ihrer  sonstigen  Ele- 
ganz ,  schon  bei  der  Betrachtung  der  einfachsten  Systeme  von  Ke- 
gelschnitten auf  den  Vfffg  ^r  KmistgriCe  «nd  Kanststücke,  wel- 
chen  die  Wissenschaft   eben  so  sehr-  als  die  Natur  verschmäht; 
und  so  -^  da  in  jener  Aufgabe  die  unter  dem  Namen  „Involution'' 
hebmtite  Eigenschaft   von   sechs  Punkten    die  Hauptrolle  spielt, 
Mleb  nur  übrig/ di^ljeoige  Stelle  anfimsochen^  welche  diese  Eigen* 
Schaft  im  Systeme  der  'Steiber'scben  Geometrie  einzunehmen  hat, 
und  von  da  aus  lyeiter  vonudriag^n«    Hierbei  war  vorauszusehen, 
oass  statt  des  bisher  bekaouteo  Etwas  viel  allgemeineres,   nUbX 
bloss  sechs,  sondern  unzählige  Elemente  einer  Geraden  und  eines 
Strahl  l>fischels  betreiendes  hervorgehen  und  zu  manchen  interes- 
santen Entdeckutigen  ftihren  wfirde;   und  in  der  That:  nachdem 
einmal 'di^  Eitistertz  inrvolirtorischer  als  besonderer  Art  projektivi- 
sdier  Gebihfe  efkatint,  und  In  dem  Umstände,  dass  die  letzteren 
fnvolntorisdi  sind,   wenn  irgend  ein  Paar  ihrer  Elemente  sich  in 
doppeftem   Siiib^  entsprechen,   eiii   hDchst   bequemes    Kriterium 
dieser  Besonderheit  gefunden  war,  sah  ich  nicht  nur  mich  im  Be- 
Mtze  des  Mittels,  den  genannten  Zweck  vollständig  und  leichter, 
als  ich  gedacht,  zif  erreichen,  sondern  auch  fiber  viele  Gegenden 
der  Geometrie ,  welche  zu  betreten  ausser  dem  anföngiichen  Plane 
lag,  das  geriSgönd^tö  Licht  zu  verbreiten.    Gleich  den  Gebilden 
der  IVatur  traten  eine  Menge'  bekannter  und  unbekannter  geome^ 
ti-fscher   Erscheinungen   sogleich   ans   den  urspriinglicben  Eigen- 
schaften der  involntorischen  Gebilde  wie  aus  ihrem  fiLeime  hervor, 
ond  noch  mehr  als  die  Mannigfaltigkeit  der  Gegenstände  war  es 
die  Einfachheit  und  Selbstständigkeit  der  Methode,  welche  das 
Interesse  der  Cntersuchnng  steigerte.    So  kam  es  denn ,  dass  jene 
Aufgabe  allmähli^  von  der  Masse  der  übrigen  Konstruktionen  und 
Lehrsätze,  und  die  anfangliche  Bestimmung  dieser  Schrift  von  der- 
jenigen ,  welche  jetzt  der-  Titel  zeigt,  in   den  Hintergrund  gestellt 
wurden/* 

„Diese  Tendenz  aber,  die  geometrischen  Ideen  zu  erweitern, 
bildet  ^eichwohl  nicht  das  Hauptinteresse  diesei^  Schrift ;  letzteres 
steht  vielmehr  in  naher  Beziehung  zn  der  Frage  nach  dem  ge- 
genseitigen Verbä'ltniss  der  neneten  und  Enklldisehen 
Geometrie,  welche  fiir  das  wissenschaftliche  Systefn  dei^  Geo- 
metrie gegenwärtig  zor  Lebensfrage  geworden  ist.  Wird  nämlich, 
was  am  richtigsten  scheint,  die  eine  als  die  derLag^,  di^  atidere 
als  die  der  Gestalt  und  der  Grfisse  bezeichnet,  und' unter  allen 
geometrischen  Princlpien  das  der  Projektivttät  fiir  das  Boftirliehste 
und  «mfassenste  erkannt,  so  ist  es  doch  nicht  ^lungen,  diesem 
Principe,  so  wie  im  Gebiete  der  ersteren,  auch  in  dem  der  lets- 
teren  die  Herrschaüt  zu  verschaffen.  Im  a weiten  Kapitel  nun  wird 
man  die  zwischen  Ireiden  liestehende  Schranke  mehrfach  durch- 
brochen finden  :  —  Die  allgemeinen  Eigenschaften  der  projektivi- 
i^cheti  lind  involtttorisehen  Gebilde  schliessen  nämlich  gewisse 
itp^clelte  Fälle  in  sidi,  deren  Charakter  sich  in  gans  einfachen 


Grusaeobestiinniiiogen  «usuprielil;  4ttTeh  di«se  FaUe  ^\^t  sind  in 
d«n  Figoren  dlgenthikialiche.  Paukte  und  lAmen,  nni  hiennil 
€rro8B0DbeBtiminangeD  ges^lxt,  welche  auf  ihre  >Vei«e  seihst  die 
Fipiren  charakterisiren.  -**-  Dieser  Umstand  ist  es»  welph^p  i^ 
bei  d&n  Ausdrucke  y/mdividuelle  Eigeuscbafteq  der  Figuren^'  yor^ 
sussweise  im  Auge  hatte»  •—  Einen  jSuHtachs  an  Interesse  erhalten 
seiche  ei^enthümliche  A'seheinungen  dadutch»  dass  in  denselbei^ 
das  Prineip  der  Dualität  sich  nech  erhält»'^ 

Wir  haben  es  fw*  das  Aagemesseoste 'gebalten»   die  Haupt- 

5 unkte  über  die  Tendenat:  dieser  Schrift  mit  den  eii^eifen  Wopütea 
es  Herrn  Verfassers  ansi^ebeny  verweisen  aber»  da  die  Beschränkt^ 
heit  des  Baume«  ein  weiteres  Eingeben  uns  hier  leider  Vforhiet^v 
auf  den  übrigen  lohalt  def  überhaupt  sehr  iesenswertben  Vorrede 
Jedenfalls  ist  diese. -Sefarift  eioe.Miicbti^  ¥iele  peiiß  Aufschlüsse 
über  mehrere  Partien  gehende:  En^ebeinueg.  auf  dem  Gßbietp  der 
neueren  Cüeometfie.»  um  darf  Von  keinem  Cur  diese  Studien  sich 
liehhaft  Interessiteiide»  unbeolicfksicbtigt  gif lassw.  werden..  Dahff 
sehen  wir  auch  dem  »eoht  lNiMigee<«Krs€h^nfti|i4f^  zweien  Theils 
mit  grossem  Verbmgen  entgegen,  und  WiCinsehe«  !2suglfiich  sel^r, 
dass  der  Herr  Verfasser  Masse  £ttden  sdiv^eti  auch  die  in  dar  Vor- 
rede versprochene  Darstelhulg  der»gepnietns^ben^Verw4iid]t»chafiQp 
in  der  Ebene  und  im  Raunte  und  i£pff  Eläßben  des  ^weiten  Grades 
mittelst  projektivischer  Gebilde  baldigst  2  <  der  .Oeffentii^ohkeit  zu 
übei^eben.  1  .     f      , 

Schliesslich  bem^nrken  wir  noob^  dass  <ler.  HQrrt  Verfasser 
duKch  die  seiaen  UntersoshuBgeft  iiber  die  involutoviscbeo  Gj^bilde 
sehr  zweckmässiff  vorausaesobi^kte  £lnleitttn^  fiber  das  iW.e- 
aen  der  projektivisohen  IBigennehaften.  überhaupt  für 
das  leichte  Verstehen  seiner  Schrift  veUstäedig  gesorgt  hat  ^  so 
dfiss  dieselbe  in  der  Thai;  vuUig  ttnabbängig  vpn  andern  Schriften 
über  neuere  Geometrie  ganz  dttr<!h  und  f^r  eiick  gelbst  verstanden 
werden  kann,  was  zu  ihrer  sehr  z«.  iväqs^hßoden  weiteren  i^na 
aUgemeioeren  V^breitilBg  gewis»  wesentlkh  bf»lkagen':wir4*'     . 


.  I  • 


Optik. 


n»d  B|<ikr^skope^,.ssug,reich  als. ein  Lehrbuch  der  exe- 
mentare^n  Optik.,  Mit  einer  FigurentafeK  Leipzig. 
1846.    8.    liRthlr. 

Weil  es,  wie  ich  in  der  Vorrede  kurz  aus  einander: z«- setzen 
gesucht  htfthe,  'jetzt  noch  nicht  an  der  Zeil  sein  dütOe,  etn  dus* 
fUhHiches  System'  ^er  Optik,  wieBulem  Hmd  Klügeis  bcftanote 
Werke' fiSr  mre^Zeit  waren,  zu  verfassen,  so  hafoeteh  mieh  ent* 
sehlosseo,  in  dem  Werke,  dessen  ersi^  Theü  ietet  voitie^,  ver* 
lätiftg'«iiie  Reihe  ejplischer  ITntersuchui^eo  in  der  Weise  zu  ver- 
SffMtKsheh ,  dass  jeder  Theil  desselben  «in  mi^giiehst  in  sich 
selbst  abgeschlossenes  Ganzes  bildet  * 
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Der  TorliMeride  erste  Tfceil  entkllt,  wie  seio  besonderer  Titel 
besagt,  die  all^^enieioe  Theorie  der  FerarOhre  md  Mikroskope, 
fräs  man  über  ni  dem  fblgendeo  Sinne  so  nehmen  hat.  ich  oe- 
trachfe  nämlich  in  demselbm  die  ron  (Megel*  und  Linsen^Systemen 
berrorgebrachten  Bilder  strahlender  Pmne,  ohne  alle  Räck- 
sieht  aaf  die  sogenannte«  Abweichnnsen,  als  gewisse 
GrftniKen,  denen  sich  d9e  Pmikte,  in  welohen  sich  die  Ton  Icnch- 
tenden  Punl[ten  ausgehenden  Strahlen  nach  an  Spiegeln  oder 
Linsen  erlittenen  'Zorifckwerlnngen  oder  Brechnngen  schneiden, 
unter  gewissen  Bedingungen  , nähern,  mid  gelange  dadnrch  sn- 
vOrderst  zu  Tollig  genauen  Pomeln  sur  Bestimmung  der  Lage  der 
BHder  nach  diesem  Begriie,  ans  denen  dann  bequemere  ftähe- 
rungsformeln  abgeleitet  werden.    Alle  diese  Formeln  sind  zu  tuIU- 

fer  Atigemeinheit  erhoben  worden,  so  daas  sie  ffir  Jedes  aus  einer 
eüebi^n  Anzahl  von  i  Elementen  <Sniegel  und  Linsen)  beste* 
hende  System  gelten.    Die  möglichste  Vereinfachung  und  elegante 
Darstellung  dieser  Formeln  habe  ich  mir  besonders  angelegen  sein 
lassen ,  wobei  n(ir  der  hier  zuerst  ehnge  Wirte  Begriff  des  Modulus 
eines  Spieeeis  od^it  einer  Linse  sehr  gute  Dienste  geleistet  und 
die  BlOglicnkeft  herbeigefllihrt'hait,   dass  die  von  mir  gegebenen 
Kettenbrücfae  —  denn-  dass  man  auf  diese  Form  bei  Untersuchun- 
gen diei^er  Art  ganz  von  selbst  geföhrt  wird,  darf  ich  als  allge- 
mein bekannt  Toraussetzeo  — ^  gerade  nur. aus  eben  so  ▼ielenGRe- 
dem  bestehen,  als  das  System  Elemente  enthält,  also  aus  iGlie- 
dem ,  so  dass  also  'diese  rotmeln  wohl  die  einfachsten  sein  durftciD, 
auf  die  man  bei  dem  gegenwärl^;en  Stande  der  Sache  kommen 
kann.    Diese  Formeln  weraen  hierauf  zur  Entwickelung  der  alke- 
meinen  Theorie  der  FemrMire  und  Mikroskope^    immer  aber  rar 
jetzt  ohne  alle  Berflcksichtigung  der  sogenannten  Ab- 
weichungen,.  angewandt,  und  ein  Paar  der  einfachsten  Fälle 
als  Beispiele  Kietrachtet,  die  ins  Elnaeloe  gehende  Betrachtung  der 
verschiedenen  Arten  optischer  Instrumente  aber  späteren  specielleo 
Untersuchungen  überlassen.    Das  erste,  „die  Grundgesetze^'  uber- 
scbriebene  Kapitel  durfte  hier  nur  deshalb  nicht  wegleiben,  weil 
dieser  erste  Tndl  zugleich  als  ein  Lehrbuch  der  elementaren  Optik 
dienen  soll,  und  enthält  sonst  lauter  bekannte  Dinge.    Der  erste 
der  beiden  Anhänge  ist  nur  seines  geometrischen  Interesses  wegen 
beigelugt  worden.  In  dem  zweiten  Anhange  habe  ich  eine  allgemeine 
Theorie  der  Reflexion  bei  den  Kegelschnitten  geliefert,  weil  dieser 
interessante  Cregenstand  bis  jetzt  noch  nicht  so  untersucht  worden 
ist,  als  er  mir  zu  verdienen  scheint,  und  bin  dabei  zu  ganz  allge- 
hielnen  Formeln  gelangt,  deren  Entwickelung  mir  zugleich  zu  einer, 
wie  \dh  glaube,  bemerkenswerthen  Anwendung  der  ^us  der  DüFe-. 
rentlalrecnnung  bclcannten  Regeln  zur  Bestimmung  der  unbestimmt 
zu  sein  scheinenden  Wertiie  gebrochener  Functionen  Veranlassung 
gegeben  bat. 

Der  zweite  Theil ,  welcher  schon  bis  zur  Hälfte  gedruckt  ist 
und  jedentalls  noch  in  diesem  Jahre  erscheinen  wird,  enthält  eine 
ausführliche  Theorie  der  achromatischen  Objective  för  Fernrohre, 
und  zwar  sowohl  zweifacher  als  dreifacher  Objective,  wobei  ich 
es  mir  zum  Gesetz  gemacht  habe,  mir  nie-—  wie  die/»,  bisher 
imm^r,,  selbUrt  b^  Hersebers  Theorie  gesehehen  ist — eine  Ver- 
nachlässigung der  Dicken  der  Linsen  zu  gestatten.  Alle  Formeln 
sind  so  weit  entwickelt,  dass  sie  eine  unmittelbare  Eisfuhrung  der 


numerischeo  Data  gestatten  «und  es  Jliod  saivoki  alle,  bis  jetzt  für 
deo  Bau  acbromatiscber  Objedive  voi^schiageneti  Priocipe,  als 
auch  einige  neue,  für  sw^facbe  und  dreifache  Objectiiire  einer  aus- 
fübrüchen  Untersueboiig  unter-vverfen  wofden.  Wenn  auch  »jetzt 
dreifache  ObjecHve  ntcbt  mehr  gebaut  zu  werden  pflegen,  sö 
scbeinen  mir  dieselben  doch  in  theoretischer  Rücksicht  so  wesent- 
liche Vortheile  darzubieten,  dass  sie  nicht  ohne  genauere  Unter- 
suchung geradezu  verworfen  werden  dürfen.  Auch  ist  ja  bekannt 
fenugy  dass  ein  so«  geschickter  Künstler  wie  Peter  Dollond  sieb 
esonders  günstige  Wirkungen  von  denselben  versprach,  und  nach 
dem  Urtheile  einiger  neueren  geschickten  Optiker  dürfte  in  der 
That  die  srossere  Lichtabsorption,  welche  man  meistens  eegen 
die  dreifachen  Objective  geltend  zu  machen  pflegt,  doch  nicnt  so 
gross  sein,  als  man  sich  ^ewobntieh  vorstellt*  NacH  dem  Er- 
scheinen dieses  zweiten  Tkeils  wifd  weiter  über  denselben  bericb- 
tet  werden.  ; 

Was  die  späteren  Tbeiie^  enthalten  werden »  lässt  sich  jetsit 
noch  nicht  mit  völliger  Bestioivitheit  sagep.  JedQ^b.,denke  ich  in 
dem  dritten  Theile  zunächst  eine  vollständige  kritische  par-stellung 
aller  bekannten  Methoden  zur  Bestimmung  dei:  JBref^hung^v/irhältr 
nisse^  welche  jedenfalls  für  die  Praxis  von  ^e9:,f^lle£grO|B/f]fce|^  Wicjl- 
tigkeit  ist ,  wenn  dieselbe  mit  dier  Theorie  soll  »eichen.  l^cbrUt 
halten  können,  zu  liefern  und  auch  einige/si  Neue  über,die^(|n  yi^icb- 
tigen  Gegensland  der  Benrtheilung  •  des,  Publijkums  ,  vor;9^1e^en,. 
Dann  wird  wahrscheinlich  die ;  Theorie  de^  Ocolare.  un4  «inigi^ 
Andere  folgen ,  und  endlich  denke  ich.  die  g^ze  T|ieorie  der  opti- 
schen Instrumente  aus  weit  allgemeineren  rGesichtspmik|ten ,  ob 
dies  überhaupt  bis  jetzt  gesehenen  sein  dürfte , .  zu  jbetrachten. 
Nach  dem  gegenwärtigen  Stande  der  Sachen  kann  man  abi^r  nßjch 
meiner  vollkommensten  Ueberzeugung  am. meisten  noffen,  auch  der 
Praxis  durch  die  Theorie  Einigeis  zu  nützen»  wenn  man  die  älte- 
ren, allerdings  an  vielen  Mängeln  leidenden  Theorieen  möglichi^t 
zu  vervollkommnen  sucht,  welches  auch  der  erste  und  nächt^ 
Zweck  gewesen  ist,  welchen  ich  durch  die  VeröffentlicHung  dieser 
optischen  Untersuchungen  zu  erreichen  gesucht  habe.         ,  jGr<  . 


Physik. 


In  den  Mittheilungen  der  natur forschenden  Gesell- 
schaft zu  Bern.  Nro.  63.  und  64.  findet  man  eine  lesenswerjthe 
Abhandlung  über  die  Grenzen,  innerhalb  welcher,  baro- 
metrische Höhenmessungen  Vertrauen  verdienen,  von 
Herrn  A.  F.  Carl  v.  Fischer. 

Actes  de  la  Societe  hely^tique  de^  sciences  n^tu- 
relles^t  reunie  a.Geni^ve  le.^  11., .12^  et  13.  Aout  1845. 
Trentieme  sessiop.    Gen.eye.  lQ4Qf   .3.       . 

Mit  grossem  Interesse  haben  wir  in  dieser  Sammlung  vorzüg- 
lich den  Discours  prononcä  a  roaverture  des  s^ances 
de  la  soci^tä  helyötiqae  des  sciences  naturelles  a 
Gendve  le  11.  Aout  Iw,  par  M.  le  prof.  De  la  Rive, 
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President 9  geleseD,  in  vretchero Herr  de  la  Rive  ememaHge- 
flieinerer  B^cbtm^  zo  empfehlende  zwar  kurze,  aber  schon  |;e- 
sehriebene  nnd  licUvolie  Darstolhinf  des  i^egenwSrtigen  Zostancks 
der  Eleetiicüitetehre  nnd  deren  gresae  Be^evteng  für  die  gesammte 
Natorwiaseoschaft  giebt. 


» 


Vermiselite  Sehrllleii. 


- «  i-i. 
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iibhandlupgeo    bei    Begründung    der    Königlich 
sä.chsiacben  Ge.aeUs€baft  der  Wissenschaften  amxag 
dejr    aweihuadertjäbrigen   Geburtsfeier    Lelbnizen^ 
herausgegeben  fod  der  Fürstlich   Jablonowskiscben 
Gesellschaft    Leipzig.  1846.    8.    5  Rtbhr. 

Die  Herausgabt  dieser  prachtvoll  aasgestatteten  Schrift  hat, 
wie  der  Titel  sagt,  ihre  nächste  Veranlassung  in  einem  Ereignisse 
gefunden,  welches  bei  allen,  die  sich  mit  der  Cultur  der  Wissen- 
schaften beschäftigen,  idas  lebhafteste  Interesse  erregen  und  deren 
wännste  Tfaeitnahme  in  Anspruch  nahmen  muss.  Denn  an  Leib- 
nizens  Geburtsorte  an  dem  Tage  seiner  zweihundert|Shrigen  Ge^ 
burtsfeier,  in  dem  Herzen  Deutschlands  an  einem  Orte,  welcher 
für  das  Gedeihen  der  Wissenschaften  von  Jeher  von  der  gr5ssten 
Bedeutung  gewesen  ist,  in  einem  stets  auf  der  Bahn  des  wahren. 
Fortschritts  berufenen  Lande,  der  Wiege  der  Reformation,  unter 
dfitn  Schutze  einer  der  aufgeklärtesten  Regierungen  Deutschlands, 
eines  derjenigen  Institute  entstehen  zu  sehen,  welche  der  grosse 
Mann  gelbst  fortwährend  für  die  kräftigsten  Bef()rderungsmittel 
dei:  Wissenschaften  gehalten  und  stets  als  solche  vorzugsweise 
empfohlen  hat,  ist  gewiss,  —  ebenso  wie  die  aus  den  Zeitunsen 
vorläufig  bekannt  gewordene  höchst  wichtige  Stiftung  einer  Aka- 
demie der  Wissenschaften  in  Wien ,  für  welche  sich  bekanntlich 
.Lefbniz  auf  das  Lebhafteste  interessirte  — ,  eine  Begebenheit  von 
wahrhaft  historischer  Bedeutung,  weiche  das  Herz  eines  jeden 
Deutschen  mit  dem  wärmsten  Danke  gegen  denjenigen  erfiSllen 
muss,  welcher  den  Gedanken  einer  solchen  Stiftung  zuerst  lasste. 

Die  vorliegende  SchHft  ist  ein  in  jeder  Beziehung  würdiges 
Denkmal  dieser  Stiftung  und  enthält  die  folgenden  in  das  Gebiet 
der  Mathematik  und  Physik  einschlagenden  Abhandlungen^  far 
dieren  Trefflichkeit  sämmtlich  die  Namen  ihrer  Y^rfasser*.  voll- 
ständig bürgen: 

Ueber  eine  neue  Bebandlungsweise  der  analytischen  Sphärik. 
Von    A.  F.  Mübius. 

Ueber  die  mathematische  Bestimmung  der  musikalischen  In- 
terkralle.    Von  M.  W.  Drobisch. 

Ueber  die  Schwingungen .  der  Balten.    Von  A«  Seebeck. 

U^ber  die  Spiralen  der  ConchyÜen.  Von  C*  F«  Naumann. 
(Auch  diese  Abhandlung  bietet  mn  ihaihenuitisches'.  Interesse  in 
mehrfacher  Beziehung  dar.) 

Elektrische  Versuche.    Ved  F.  Beleb. 

'Elektrodynamische  Maassbestimmungen.  Von  Wilhehn  Weber. 


* 

Tb«  Am^ricao  JQUfD^l  of  S.cieoce  aitd  Artsf,  Cou- 
ducted  by  Profe3«pr  Sillimjan  a.pd  Benjamin  SilUman. 
(S.Lit^rar,  Bericht    Nro.  XXVIU-    S,  424.)   . 

Vol.  XLIX.  1845.  Nro.  II.  Art.  I.  The  Coast  Survey  of 
the  United  State;»,  p.  229.  Diese  Darstellung  des  Vertaafs  und 
des  jetzigen  Standes  der  grot^seo  amerifcaiimchenKiistenvermessuDgy 
welctie  irfiher  von  dem  verdieiitao  im  J^bre  1943  verstarbenen 
Kassier  geleitet  wurde ,  jetzt  unter  der  trefflichen  Leitung  des 
Herrn  Dr.  oacbe  steht,  wird  das  Intere^yB^  eino»  jeden  Lesers^ 
lebhaft'lo  Anspruch  nehmen.  —  IV/  Meteorologicüai  Observations 
made  at  Hadson,  Ohio,  during  the  veärs  1841,  2,  3  ad  4,  with  a 
summary  for  seven  years;  by  Prof.  Elias  Lomis*  p«  266.  — 
VI.  Description  of  tne  Solar  Index^  a  new  magnetical  Instrument ; 
by  Marshall  Conant.  p.  301.  —'  VII.  A  Rebort  to  the  Navy 
Departement  of  the  ünitea  State^  on  American  Cöals,  applicable 
to  Steam  Navisjation  and  to  other  purposes ;' by  Prof.  'Walter  R. 
Johnson,  p.  310.  —  Vielfache  literarische  Notizeii  und  Miscel* 
len  beschiiessen  wie  gewOhniicb   auch  diese  Nonuuer«   • 


'  Um  den  hier  noch  übrigen  {tatim  zu 'benutzen,  theilen  wir 
folgende  Johann  Heinrich  Lambert  betreffende  Stelle  aus 
den  oben  erwähnten  Notizen  zur  Geschichte  der  Afathe- 
matik  in  der  Schweiz  von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern  in 
den  Mittheilungen  der  niatur.forsch enden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  54.  und  55.  S.  131.  mit.  Herr  Woff  sagt  nämlich: 
,^Hingegen  m5gen  zu  näherer  Kenntniss  des  Characters  einles  Man- 
nes ,  der  sich  selbst ,  ohne  unbescheiden  zu  sein ,  an  dife  Seite  von 
Euler«  d'Alembert  und  Lagrange  setzen  durfte,  fblgemie  Verse 
mitgetheilt  werden,  welche  er^)  seinem  Freunde  und  Cor^espen- 
denten^),  Herrn  Oberbuchhalter  Ludwig  Oberreit  in  Dresdto,  ins 
Stammbuch  schrieb: 

Nicht  Jeder,  den  mit  mir  G««elUohaft,  Lütt  und  Wein  vecbrudert,  — 

Kein,  wer  an  mir  was  Gutes  siieM,  ,  , 

Das  ihn  nach  meinem  Umgang  zieht, 

Und  meine  Redliohlceit  mit  gleicher  Treu  erwiedert,  -^ 

Der  nicht  ans  Eigensinn 

Und/lrgwttlia  AUe»  straft^  traft  sieh  nodh  'wehl*^eEieti]et,<'^    • 

Der  mich  hei  Andern  m^r  aU  bei  mir  s^ber  xuhmel. 

Und  mir  allein  entdeckt,  worin  ich  strafbar  bin. 

Der  mein  Vergchn  mehr  bessert  als  verlachet,  — 

Der  stets  so  redet  wie  ers  meint 

Und  den  sein  Gluck  nicht  stolz ,  noch  meines  neidisch  machet , 

Wisst,  Freunde,  der  nur  ist  mein  Freund.^' 


In  der  nämiithen  Schrift  Nr.  59.  und  60.  S.  18.  hat  derselbe 
Herr  Verfasser  die  folgende  Genealogie  der  in  der  Mathematik 
so  berühmten  Familie  Bernoulli  mit^^etheilt,  zu  welcher  er  von 
Herrn  Prof.  Christoph  Bernoulli  in  Basel,  Sohn  Daniel  II, 
1839  das  Gerippe  erhielt:  Jacob  Bernoulli  (1598—1634),  ein  Kauf- 


1)  Siehe  die  Mscr.  des  sei.  Schanzenherr  Feer  in  Zürich. 

2)  Siehe  Lamberts  deutschen  gelehrten  Briefwechsel.  II.  366.  u.  f. 
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mami  ans  elneni  angesehenen  Geschledite  Antwerpens,  das  sich 
Alha's  IMisionsverlolgangen  dnrch  die  Flocht  entsog  —  fmrde 
1622  in  das  Uasel'sche  Bürgerrecht  aafgenommen ,  nnd  von  dessen 
Sohn 
o.  Micolans  (1623-^1706),  Rathsherr  in  Basel, 

mSgen  folgende  Nachkonunen  nnfgeliihrt  vverden: 

4.  JüC9b  I  (1654 — 1706),  Sohn  roo  a,  Professor  der  Mathe- 
thematik  in  Basel,  Erfinder  der  logarithmischen  Sinrale,  der 
Wahrschelniichfceitsrechnang;  etc.  und  Lehrer  johjannes  i 
■nd  Nicolai»  I.  (Siehe  s.  Eloae  in  den  Mem,  de  Paris. 
A.  1706.) 

e.    Nieolmts,  Maler,  Sohn  von  o* 

iL  Johannes  l  (lOffT — 1748),  Sohn  von  o,  Professor  der  Ma- 
thematik in  GruniDsen  und  Basel,  Lehrer  von  Hospital«  Eu- 
ler, etc.,  erster  Bearbeiter  der  Exponentialgrussen»  etc., 
Correspondent  nnd  Vertheidiger  von  Leihniz.  (Siehe  s. 
Eloge  io  den  Mem.  de  Paris.  A.  1748.  nnd  Mem.  de  Ber- 
lin. A.  1747.) 

e.  Nicolaos  I  (1687 — 1759),  Sobo  von  c,  Professor  der  Mathe- 
matik in  Padua^  sp&ter  der  Rechte  in  Basel,  Heraoi^eber 
Axit  nachgelassenen  Schriften  Jacob  L 

f.  Nicolaus  II  (1695—1726),  Sohn  von  rf,  Professor  der  Rechte 
in  Bern,  dann  Akademiker  in  Petersburg.  (Siehe  s.  Eloge 
in  den  CammenU  Acad.  Peirop,  IL) 

g.  Daniel  1  (1700—1782) ,  Sohn  von  df,  Akademiker  in  Peters- 
burs,  später  Professor  der  Physik  in  Basel,  Verüasser  der 
H]farodynamik.  rSiehe  s.  Eloge  in  den  Menü  de  Paris  1782 
nnd  Nova  Acta  Helvetica  /.) 

k.  Jiahannes  11  <1710-— 1790),  Sohn  von  dy  Professor  der  Ma- 
thonalik  in.  Basel. 

t.  Johannes  III  (1744 — 1807),  Sohn  von  A,  Director  der  Stern- 
warte in  Beilin  nnd  später  Director  der  mathematischen 
Classe  der  dortigen  Akademie. 

k.  Daniel  II  (1751  —  1834),  Sohn  von  A,  Professor  der  Physik 
in  Basel. 

/.  Jacob  II  r  1759— 1789) ,  Sohn  von  A,  Akademiker  in  Peters- 
bn^.  (Siehe  s.  Eloge  in  den  Nova  Acta  Acad*  Petrop.  Vli) 
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